Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 29/01,/2026 ore 11

Versione: V1
ofi _9f

Quiz 1. Sia F : R?\ {(0,0)} — R? un campo vettoriale di classe C!, F = (f1, f2) tale che a—(m,y) 5 (z,9)
Yy x

per ogni (z,y) € R%\ {(0,0)}, e siano 7 una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario della
circonferenza di centro il punto (2,2) e raggio 1, n una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario
della circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 1, e § una parametrizzazione semplice e regolare in verso
antiorario della circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 4.

Posto I, = / F-dpP, I, = / F-dPels= / F - dP, quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Y n 4

[A]I,=0¢1,=1Is
Bl I, =0e¢ I, #Is.
[C]I,=0el, =1
D] I, 41, I, # 15 ¢ I, # I5.
[E] I,=0¢ L, # Is.

SVOLGIMENTO
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W
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Il campo vettoriale F' verifica la condizione necessaria per essere conservativo ma il suo dominio dom (F') =
R?\ {(0,0)} non & semplicemente connesso. Quindi non si pud concludere che F' sia conservativo.

Osserviamo che il sostegno di v ¢ tutto contenuto nel I quadrante esclusi gli assi, che & un sottoinsieme di
dom (F') ed & semplicemente connesso. Quindi F' ristretto a questo sottoinsieme verifica la condizione sufficiente
per essere conservativo e quindi risulta essere conservativo. Per le proprieta dei campi conservativi, I'integrale di
F lungo una curva parametrica chiusa e regolare ¢ zero. Quindi I, = 0.

Osserviamo che 'unione dei sostegni di 7 e § costuisce il bordo dell’insieme Q2 = {(:c, y)eR?: 1<a?+942< 16}.
Poiché Q2 C dom (F), se 0f2 & orientato positivamente, per il Teorema di Green si ha che

af2 of1
F-dpz/[—x, ~ )| dedy =0
/8Q s @Y 5, @) y
perché per ipotesi %(m,y) = %(:ﬂ,y) per ogni (z,y) € dom (F).
Yy x



Inoltre il bordo di € orientato positivamente & I'unione del sostegno di ¢ percorso in verso antiorario e di quello
di n percorso in verso orario, e quindi, tenuto conto del verso indotto da § e n, per le proprieta degli integrali di
linea si ha che

F-dP=1I5—1I,.
o0

Ne segue che I5 = I,,. La risposta corretta ¢ .

5) )
Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (63@ + —:c’ 4y + —y> lungo
la curva parametrica v : [0,4] — R? definita da v(t) = (¢ — 4%+t + (4 — t)(e’ — 1), (4 —t)cos (nt) + sin (rt))
vale

[A]s. [B]40. [C]16. [D]s80. [E]o.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C'! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

Ny =gl =Wy
y Y (22 +y2 +1)%% Oz )

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of B B 5z
%(xvy)_fl(xvy)_&%‘—i_ \/m7
of by

z,y) = folx,y) = dy + ————.

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

5
f(x,y):/<6x+—x> dr = 32> +5 24+ 2+ 1+ cy),

/x2+y2+1

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of 5y

_x7 - - @
ay( Y) EERTES

Quindi un potenziale di F su R? &

flz,y) =322 +5Va2 +12 +1+ 22 +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

5
) =y ——— — ) =4y — cy) =2°+k keR

Vrz+y?+1

/ FdP = f(3(4)) — F((0)) = £(4,0) — £(0,4) = 16.

La risposta corretta e .

Quiz 3. Si consideri la superficie ¥ = {(:c,y, 2)ERY: z=202 +P 4+ 4, 2 +9° <4, y < O}.

242y —y3—4

2 /1622 + 9yt + 1
3—327'('. 167. 4. @ 8. 1—??71'.

do vale

L’integrale di superficie

SVOLGIMENTO



La superficie 3 ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 222 + y> + 4, dove
K={(z,y) eR*: 2*+y* <4, y<0}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (m,y, 22 + > + 4).

242y —y3—4

V1622 + 9yt + 1

Posto f(z,y,2) =

, per definizione

z+2y? — 3 —4 /
do = do = oz, N (x, dx dy,
A¢ﬁgg@¢; [ rdo = | se@u)IN@.y)|drdy

0o 0o
dove N(:Cay) = %(:Cay) N G_y(x’y)

Si ha che
oo Oo dg Jg 2
N -9 e — (- - 1) = (42 =342 1).
(2,y) = 5_(z,y) 6y(ﬂc,y) ( B (oY) ay(%y)v > (42 —3y% 1)
e quindi
[N (z,y)|| = V1622 + 9y* + 1.
Essendo ) )
22 + 2y
o(x, = f(x, ,2:62+ 344) = ,
flo(z,y)) = f (z,y Yy’ +4) oo o
si ha che

222 + 2y 2, .2
fdo = -\/16x2+9y4+1dxdy:2/ ¥4+ y*) dedy =
/2 K /1622 +9y* + 1 K( )

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= 2/ P2 dpdd =
K/

dove K’ = [0,2] x [m, 27], e quindi si ottiene

La risposta corretta e @ .

> n’ (el/" — 1)

iz 4. L i
Quiz a serie 12

converge a zero.
diverge positivamente.
converge ad un numero S > 0.
@ converge ad un numero S < 0.
diverge negativamente.
SVOLGIMENTO

Poiché e* > 1 per ogni > 0 la serie ¢ a termini positivi, quindi converge ad un numero reale S > 0 oppure
diverge positivamente.

Essendo e ~ 1 4 x per x — 0, si ha che

n’ (el/” — 1) 1
TSy2 T M



<1 > n’ (el/ n— 1)
ed essendo convergente la serie g —5, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie i
n n
n=1 n=1

converge, e poiché il termine generale della serie € maggiore di zero, la serie converge ad un numero S > 0.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 5. Sia f(z,y) = (:c3 — 3:6) (y2 — 4) + 1. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha punti di minimo locale.
La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha punti di massimo locale.
La funzione f non ha punti di sella.

@ La funzione f ha un punto di massimo locale e un punto di minimo locale.

La funzione f non ha né punti di massimo locale né punti di minimo locale.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
g] _ 2 2 9] _ 3
g (x,y) =3 (w 1) (y 4) , By (x,y) =2y (x 3x) .
Quindi
(22 -1) (y*—4) =0 r==+1, y=+2
Vf(z,y) =(0,0) <= <—
y(m3—3x):0 y=0 =0, 2 ==+V3

= (z,y9) = (£1,0), (0,£2), (£V/3,42).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 8 punti. Si ha che:

f f
Ox? Oy?

Hf(l,o):(_g4 _04>, Hf(—1,o):<204 2), Hf(o,z):(_?L2 _012),

Hf(0,-2) = ( 0 12), Hp(+£V3,2) = < 0 24) Hf(i\/§,—2):( 0 _24).

0% f

— 3 _

(z,y) = 6z (y* — 4), (z,y) =6y (z* — 1) .

Quindi

120 24 0 -24 0

Ne segue che (1,0) ¢ un punto di massimo locale per f, (—1,0) & un punto di minimo locale per f, mentre i punti
(0,42) e (£+/3,42) sono di sella per f. La risposta corretta & @ .

n
Quiz 6. Sia (a,) una successione reale e per ogni n € N sia S, = E a.
k=0

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

o0
Se lim S, = S € R, allora Z a, converge.
" n=0

Nessuna delle altre ¢ corretta.

o
Se lim a,, = 0, allora Z a, converge.
" n=0

o0
@ Se Z a, converge a S € R, allora lima, = S.
n
n=0

o0
Se lima, = S € R, allora Zan converge a S.
" n=0



SVOLGIMENTO

Per definizione la serie di (a,) converge se la successione delle somme parziali (S,,) ammette un limite in R.

La risposta corretta e .
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y) = <log (1 + x2) — 6xy?, 6%y + /1 + y2> e l'insieme

Q:{(x,y)eRQ: r<y<2-—az? xZO}.
Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R? e che F' & di classe C! su R

Posto F' = (fi, f2), per il Teorema di Green si ha che
Of2 of1
F~dP:/ [— x,Yy) — —=—(x,y dxdy:/24:cydxdy.
/an ol 0z @) dy (@) Q
YA

Osserviamo che {2 € un insieme y-semplice. Infatti,

Q:{(x,y)€R2: 0<z <1, x§y§2—x2}.

Ne segue che

1 2—g2
/ F-dP:/24:Cydxdy:24/ T / ydy | dx =
oN Q 0 T

1 orq 2=’ 1 )
= 24/ T [—yﬂ dx = 12/ T [(2 — xZ) — 562} dx =
o L2 0

T

1
= 12/ [w (2 — x2)2 — x3] dr =12 [—— (2 — x2)3 — —xﬂ =11.
0 0
La risposta corretta e 11.
2 3 9 3
Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(x,y,z) = <3(x2y7—zl—y2) +cosx, siny — 3(x2x7j—yﬂ)’ A 2z>

e la superficie ¥ = {(x,y, z) € R¥: a2 4+424+22=12, 0<2< 3}.
Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a

Y che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27
SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F & di classe C* su R3. Per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha che
/ F-dP:/rotF-nda,
5> b

dove per ogni (r,y,z) € R?

i j k
le] o) o) 2 2
rotF(x,y, z) = oz ] 9z = 22 2y2 0
'Y, -’E2+y2’ -’E2+y2’ :
223 +co i 2123 1_ g
_— ST Siny— ———— 2°—2z2
3 (22 + y?) 4 3(x2+y?)

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che
22+’ + 22 =12
=
0<2<3

z2=/12 — 2% — y?

3<a2?+y? <12



uindi la superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — efinita da g(z,y) = 2 —z* —y*4, dove
Quindi 1 ficie X ¢ il grafico della funzi K — R definita da g(z,y 1 2—92.d

K= {(z,y) e R*: 3<a®+y*<12}.
Quindi ¥ = 0(K), dove o(z,y) = (:c, Yy, V12 — 22 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(x,y) dzdy,
)y by K

dove N(x,y) e un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

dg dg ) x y
Ny(x,y) = —=(x,y), ——(z,y), 1| = , , 1.
(z,y) ( 5 & Y) 6y( Y) (\/12_$2_y2 VTR

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. X Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(=.9) (=.9) V12 =22 — 92 (/12 — 22 — 2

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (x, y, V12 — x? — y2) . < i J 1) =

\/12—3v2—y27 \/12—3v2—y27

(20122 —y?) 2y (12— 2® —y?) 0 x y L) =
N x? 4 32 ’ r? +y? ’ V22— 2 J12—a2 -2 )

=212 — 22 — 2.

Ne segue che

/ F-dpP = / rotF(o(x,y)) - N(z,y) dedy = / 24/12 — 22 — y? dx dy.
o5 K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo
F-dP:/ 24/12 — 22 — 2 d:cdyzQ/ pV 12 — p2dpdd =
o) K K’

dove K' = [/3,4/12] x [0,27] e quindi si ottiene
Viz 1 3/2 V12
:47r/ p\/12 — p? dp = 4w [—5(12—p2) } = 36.

V3 V3

La risposta corretta e 36m.




Versione V2
of,

Quiz 1. Sia F': R?\{(0,0)} — R? un campo vettoriale di classe C!, F = (f, f2) tale che %(m, y) = a—(m, y) per
Yy x

ogni (z,y) € R?\{(0,0)}, e siano y una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario della circonferenza
di centro il punto (—2,—2) e raggio 1, n una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario della
circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 4, e § una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario
della circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 1.

Posto I, = / F.-dP, I, = / F-dPels= / F - dP, quale delle seguenti affermazioni & corretta?
v n g

[A] I, =0e I, #Is
[B] I, =0e I, #Is.
[C]l1,=0e1I, =1
D] I, #1,,, I, # I5 e I, # I5.
[E] I,=0¢1I,=1Is.

SVOLGIMENTO
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W
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Il campo vettoriale F' verifica la condizione necessaria per essere conservativo ma il suo dominio dom (F') =
R?\ {(0,0)} non & semplicemente connesso. Quindi non si pud concludere che F' sia conservativo.

Osserviamo che il sostegno di v € tutto contenuto nel I11 quadrante esclusi gli assi, che € un sottoinsieme di
dom (F') ed & semplicemente connesso. Quindi F' ristretto a questo sottoinsieme verifica la condizione sufficiente
per essere conservativo e quindi risulta essere conservativo. Per le proprieta dei campi conservativi, I'integrale di
F lungo una curva parametrica chiusa e regolare ¢ zero. Quindi I, = 0.

Osserviamo che 'unione dei sostegni di 7 e § costuisce il bordo dell’insieme Q2 = {(:c, y) eR?: 1<a?+942< 16}.
Poiché Q2 C dom (F), se 9f2 & orientato positivamente, per il Teorema di Green si ha che

af2 of1
F~dP:/ [— z,y) — =—(z,y)| dedy =0
/| 12260 - )
perché per ipotesi %(m,y) = %(:ﬂ,y) per ogni (z,y) € dom (F).
Yy x

Inoltre il bordo di 2 orientato positivamente € I'unione del sostegno di 7 percorso in verso antiorario e di quello
di § percorso in verso orario, e quindi, tenuto conto del verso indotto da & e 1, per le proprieta degli integrali di



linea si ha che

/ F-dP =1,—I5.
o0

Ne segue che I, = I5. La risposta corretta ¢ .

nb +4

1
1 — cos —>
n

converge ad un numero S > 0.

diverge negativamente.

converge a zero.

@ converge ad un numero S < 0.

n=1 ng

[e.e]
Quiz 2. La serie Z (

diverge positivamente.
SVOLGIMENTO

Sia G : R? — R? il campo vettoriale G(x,y) = g(||(x,y)|)) (x,y). Evidentemente G & radiale. Poiché cosz < 1
per ogni x € R la serie & a termini positivi, quindi converge ad un numero reale S > 0 oppure diverge positivamente.

1
Essendo cosx ~ 1 — §x2 per x — 0, si ha che

644 2
nr ™~ n — +00
n9<1—cos—> "
n

oo oo
. . 1 . o s . nb +4
ed essendo divergente la serie g —, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie E

=" n=1n9 <1 — cos l)
n

diverge.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 3. Si consideri la superficie ¥ = {(:c,y, 2)eRP: z=4y? - 22345, 2° 4+ 42 <9, x> 0}.

4z + 223 — 5
L’integrale di superficie e e do vale

2 /3624 + 64y2 + 1

72m. 1627. 36m. [D] 277. 8lr.

SVOLGIMENTO

La superficie . ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(x,y) = 4y? — 223 + 5, dove
K={(z,y) eR*: 2*+y*<9, 2>0}.

Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R? & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g9(z,y)) = (2,y,4y* — 22° + 5).

24+ 422+ 223 -5

Posto f(w,9,2) = /3624 + 6412 + 1

, per definizione

24+ 422 4+ 223 — 5
2 /3621 + 64y2 + 1

do = / fdo = /K F (o2, ) IN (. )|l do dy,

do do
dove N(fI,',y) = %(xvy) A 8_y(x7y)



Si ha che

_ 0 0 oy =~ 5. %9 _ (622, —

e quindi
[N (z,9)|| = /3624 + 6432 + 1.
Essendo ) )
dz* 4 4y
fO'.CC,y :f x,y,4y2—2x3—|—5 = 5
(o, 9) = £ ( ) /362 + 64y + 1
si ha che ) )
4x® 4+ 4y 9 9
fdo = -\/36x4+64y2+1dxdy:4/ x°+y°) dedy =
/2 K /3624 + 64y2 + 1 K( )

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:4/ 2 dpdd =
K/

dove K' = [0, 3] x [=7/2,7/2], e quindi si ottiene

3 1 3
= 47r/ pdp = 4n [—p‘*} = 81r.
0 4 0

La risposta corretta e .

n

Quiz 4. Sia (a,) una successione reale e per ogni n € N sia S, = E Q.

k=0
Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?
o0
Se Z an diverge positivamente, allora li£n an = +00.
n=0
Nessuna delle altre e corretta.
oo
Se lirIan = 400, allora Z an diverge positivamente.
n=0
o
@ Se lién an = 0, allora Z a, converge.
n=0
o
Se lirlgn a, non esiste, allora Z a, € indeterminata.
n=0
SVOLGIMENTO

Per definizione la serie di (a,) diverge positivamente se la successione delle somme parziali (S,,) ha limite +oo.
La risposta corretta e .

7 7
Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (63@ + —:c’ 8y + —y> lungo
la curva parametrica 7 : [0,5] — R? definita da ~(¢) = ((t — 5) cos () —sin (nt), t* =5t +t + (5 —)(1 — €'))
vale

25. 350. 50. [D] 175. 0.

SVOLGIMENTO



Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

Nay= el =y
dy (22 4+y24+1)%2  Ox 777

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che
af Tx
a_ '1"’ y = fl '1"’ y = 6'1" + —’
L(wy) = £iwy) —
of 7y

—(z,y) = fao(z,y) = 8y + ————.

Integrando la prima uguaglianza rispetto a = si ha che

7
f(x,w:/(‘””—x) de = 327 +7V/2? + 37 + 1+ c(y),

Vi +y2+1

dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of 7y

W )= —Y
oy V) I

Quindi un potenziale di F su R? &

fl@,y) =32 +TVa2+ 2+ 1+ 4> +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

7
+C’(y)=8y+—y = dy)=8y = cly)=4"+k keR

Vri+y2+1

/ FodP = f(4(5)) — F((0)) = £(0,5) — f(~5,0) = 25.

La risposta corretta e .

Quiz 6. Sia f(z,y) = (x2 — 16) (y3 — 3y) + 3. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha punti di minimo locale.
La funzione f non ha né punti di massimo locale né punti di minimo locale.
La funzione f ha un punto di massimo locale e un punto di minimo locale.
@ La funzione f non ha punti di sella.

La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha punti di massimo locale.
SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
5 (@) =22 (v* - 3y), 8—y(w,y)=3($2—16) (y* -1).
Quindi
x(y*—3y) =0 r=0,y=0,y==%V3
Vi(z,y)=(0,0) <= =
(22 —16) (y*—1) =0 r =44, y==+1

—  (z,y) = (0,£1), (£4,0), (x4, £V3).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 8 punti. Si ha che:

0?2 0?2 2
8—56‘}20($,y)=2(y3—3y), 8—y‘};(:ﬂ,y)=6y (z* —16), ax—gy(w,y)zfﬂ (y*-1).



Quindi

mon =50 4) mon=(g &) Hf<4,o>=(_%4 o) mewo=(45 1)

Hf(4,i\/§):<408 408) (—4,+V3) = ( 48 _§8>.

Ne segue che (0,1) & un punto di massimo locale per f, (0,—1) & un punto di minimo locale per f, mentre i punti
(£4,0) e (£4,++/3) sono di sella per f. La risposta corretta & .

Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F'(x,y) (\/ 1+ 22 — 62y°, 62%y + log (1 + y2)> e l'insieme
Q:{x,y eR?: 2x§y§3—x , :cz()}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?
SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R? e che F' & di classe C! su R

Posto F' = (fi, f2), per il Teorema di Green si ha che

YA
Of2 of1
F-dP:/ [— z,y) — =—(x,y)| dedy =
/| 1526 - )
= / 24xy dx dy. 3
Q
Osserviamo che §2 & un insieme y-semplice. Infatti,
Q:{(x,y)eRQ: 0<x<1, 2x§y§3—x2}. 0O

Ne segue che

1 3—a2
/ F-dP:/24xydxdy:24/ x / ydy | dx =
o0N Q 0 2z

1 1 3—2? 1 9
= 24/ x [5‘@2} dr = 12/ x [(3 — xz) — 4x2} dr = : _
0 0 >

2w 0] 1 T
1

- 12/01 2 (327" —40%| do =12 [—% (3-22)" - 4 2.

0

La risposta corretta & 26.

. Cq . Yz xrz 6
Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,2) = | ——=——~ +¢€%, cosy — —————, 2° —4z | e
P ) = (g o oo 7 =)

la superficie ¥ = {(x,y,z) eR3: 22 —|—y2 +22=48, 0<z< 6}.
Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a

Y che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27
SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha che

/ F-dP:/rotF-nda,
(o)) b))

dove per ogni (r,y,z) € R3

i J k
9 0 9 2 §
_ % dy 9z | = = -
rotF(z,y, z) = v Y I (3 (22 +92)" 3(22 +y?)’ 0> '
yzg + 6" 2’ 6 _4
e’ CcosSYy— ———— 2 —4z
9(22 + 42 Y 9 (22 + y?)



Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

{x2+y2+z2:48 {z:\/48—x2—y2
—

0<2<6 12 < 22 4 y? < 48.
Quindi la superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /48 — 22 — y2, dove

K={(z,y) e R*: 12 <z®+y? <48}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(x,y) = (:c, Y, /48 — a2 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
)y by K

dove N(x,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

dg dg ) x Y
Ny(z,y) = —=—(x,y), —=—(x,y), 1 | = , , 1.
(@) ( 835( v) 32/( 2 <\/48—x2—y2 /48 — 12 — 92

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. X Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(@) (@) VA8 — a2 — 2 /48 — 12 — 42

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (ac, Y, \/48 — 12 — y2) . < < Y 1) =

\/48—3v2—g/27 \/48—3v2—g/27

_ x(48—x2—y2) y(48—x2—y2) o). T Y 1] =
32 +y?) 7 3@ +y?) VA8 — a2 — 2 \f48 — 42 — 2

1
= 5\/48—x2—y2.

Ne segue che
1
/ F-dpP = / rotF(o(x,y)) - N(z,y) dedy = / —/48 — 22 — y2 dx dy.
ox K K3

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

1 1
F-dP:—/ V48 — x2 — y? d:cdy:—/ p\ 48 — p2dpdd =
% 3 /K 3 Jk

dove K’ = [v/12,1/48] x [0,27] e quindi si ottiene

2 [V 2 [ 1 3/2] V'
= —71'/ pVAB — p2 dp = =7 [—— (48 — p?) } = 48.
3 Jyiz 3 3 Vi2

La risposta corretta e 48m.




Versione V3
of, . of

Quiz 1. Sia F : R?\ {(0,0)} — R? un campo vettoriale di classe C!, F = (f, f2) tale che 8—(3:,@/) =3 (z,9)
Yy x

per ogni (z,y) € R%\ {(0,0)}, e siano 7 una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario della
circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 1, n una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario
della circonferenza di centro il punto (2,2) e raggio 1, e ¢ una parametrizzazione semplice e regolare in verso
antiorario della circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 4.

Posto I, = / F.-dP, I, = / F-dPels= / F - dP, quale delle seguenti affermazioni & corretta?
v n g

[A] I, =0e 1, #Is.
Bl I,=0eL, =I5
[Cl I, =0e1,=1I
D] I, #1,,, I, # I5 e I, # I5.
[E] I,=0¢ L, # Is.

SVOLGIMENTO

N O

._.
W
8y

o1 T Y

Il campo vettoriale F' verifica la condizione necessaria per essere conservativo ma il suo dominio dom (F') =
R?\ {(0,0)} non & semplicemente connesso. Quindi non si pud concludere che F' sia conservativo.

Osserviamo che il sostegno di n & tutto contenuto nel I quadrante esclusi gli assi, che & un sottoinsieme di
dom (F') ed & semplicemente connesso. Quindi F' ristretto a questo sottoinsieme verifica la condizione sufficiente
per essere conservativo e quindi risulta essere conservativo. Per le proprieta dei campi conservativi, I'integrale di
F lungo una curva parametrica chiusa e regolare ¢ zero. Quindi I, = 0.

Osserviamo che 'unione dei sostegni di y e § costuisce il bordo dell’insieme €2 = {(m, y) eR?: 1<2?+942< 16}.
Poiché Q2 C dom (F), se 9f2 & orientato positivamente, per il Teorema di Green si ha che

af2 of1
F~dP:/ [— z,y) — =—(z,y)| dedy =0
/| 12260 - )
perché per ipotesi %(m,y) = %(:ﬂ,y) per ogni (z,y) € dom (F).
Yy x

Inoltre il bordo di €2 orientato positivamente & I'unione del sostegno di § percorso in verso antiorario e di quello
di v percorso in verso orario, e quindi, tenuto conto del verso indotto da ¢ e ~, per le proprieta degli integrali di



linea si ha che

/ F-dP=1; L,
o0

Ne segue che I5 = I,,. La risposta corretta ¢ .

6 6
Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (43@ + —x’ 6y + —y> lungo
la curva parametrica 7 : [0,4] — R? definita da y(t) = (£ — 4%+t + (£ — 4)(e" — 1), (t — 4) cos (nt) + sin (rt))
vale

—80. 0. —40. [D] —16. 8.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

)
oy (22492 4+1)%2  O0x 777

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

af(xay):fl(xay):4x+ br

of 6y

L, y) = falwy) = 6y + ——t

Integrando la prima uguaglianza rispetto a = si ha che

f(w,y)=/<4w+6—x> do =22 4+ 61/22 + y2 + 1 + c(y),

Vi +y2+1
dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene
0 6 6
! 2 () =6y + ———e— = ) =6y = cy) =3>+k keR

W )= Y
ay( Y) I

Quindi un potenziale di F su R? &

flzy) =222 +6/22+ 12 +1+3° +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

Vi +y?+1

[ FdP = 160) = F60) = £4.0) - F0.~1) = 16,
i

La risposta corretta e @ .

Quiz 3. Si consideri la superficie ¥ = {(z,y,2) € R3: z=4da? + 22 +3, 22 +¢2 <4, y > 0}.

2(z+4y* —2y° -3
L’integrale di superficie / ( i Y )
s /6422 + 36yt + 1

8. %ﬂ'. %ﬂ'. @ 167. 32m.

do vale

SVOLGIMENTO

La superficie . ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(x,y) = 422 + 2y3 + 3, dove

K:{(m,y)ERQ: 22 % < 4, y>0}.



Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,y, g(z,y)) = (x,y,4:c2 + 293 + 3).
2(z+4y2—2y3—3)
/6422 + 36y* + 1

/ 2(z+4y2—2y3—3
v /64x2 + 36yt + 1

Posto f(z,y,2) = , per definizione

) 4o [ rao= [ 5ot pldra

0o 0o
dove N(:Cay) = %(:Cay) A G_y(x’y)

Si ha che
do do dg dg 9
N = — N — =|—-—= - 1) =(-8x, —6 1).
(#29) = Gt A Gtan) = (= G~ gl 1) = (82 6% 1)
e quindi
[N (z,y)|| = /6422 + 36y* + 1.
Essendo ( ) 2)
2 (4z* 4+ 4y
o(z, = f(z,y, 42> +20° + 3) = ,
flo(x,y) = f (z,y Y’ +3) NGr
si ha che ) )
4o + 4y 2 2
do= [ 2 -/ 6422 + 36y* + 1dx d :8/ x°+ dr dy =
/zf K /6422 + 36y* + 1 v Y Y K( v) Y

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:8/ P> dpdi) =
K/

dove K’ = [0,2] x [0, 7], e quindi si ottiene

La risposta corretta e .

. n8 (el/" — 1)

iz 4. L i
Quiz a serie 3

diverge positivamente.
converge ad un numero S < 0.

converge a zero.

@ diverge negativamente.

converge ad un numero S > 0.
SVOLGIMENTO

Poiché e* > 1 per ogni x > 0 la serie & a termini positivi, quindi converge ad un numero reale S > 0 oppure
diverge positivamente.

Essendo e ~ 1+ x per x — 0, si ha che
ng(el/n—l) 1
Tirs T T

© n8 (el/” — 1)
n9 +3
n=1 n=

converge, e poiché il termine generale della serie & maggiore di zero, la serie converge ad un numero S > 0.

La risposta corretta ¢ .

o
1
ed essendo convergente la serie g —5, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie
n



Quiz 5. Sia f(z,y) = (:c3 — 3:6) (y2 — 9) + 2. Quale delle seguenti affermazioni é corretta?

La funzione f non ha né punti di massimo locale né punti di minimo locale.
La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha punti di massimo locale.
La funzione f non ha punti di sella.

@ La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha punti di minimo locale.

La funzione f ha un punto di massimo locale e un punto di minimo locale.
SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
g] _ 2 2 9] _ 3
g (x,y) =3 (w 1) (y 9) , By (x,y) =2y (x 3x) .
Quindi
(22 -1) (y¥*=9) =0 r==1, y==+3
y(x3—3x):0 y=0, 2=0, =43

—  (2,y) = (£1,0), (0,43), (£V3,£3).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 8 punti. Si ha che:

82
8—56!}20(1.72/) = 6x (y2 - 9) )

o’f
Oy?

2
(x,y):Q(x3—3x), ;x—éi/(x,y):ﬁy (xz—l).

Quindi

Hf(1,o):<_054 _04), Hf(—1,o):(504 2), Hf(0,3):<_018 _58>, Hf(o,—3):(108 108>,

Hp(£V3,3) = <306 306) Hp(£V3,-3) = (_%6 _§6> .

Ne segue che (1,0) ¢ un punto di massimo locale per f, (—1,0) & un punto di minimo locale per f, mentre i punti
(0,43) e (£+/3,43) sono di sella per f. La risposta corretta & .

n
Quiz 6. Sia (a,) una successione reale e per ogni n € N sia S, = Z Q.
k=0

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

o0
Se lim S, = S € R, allora Z a, converge.
" n=0

o
Se Z a, converge a S € R, allora lima,, = S.
n=0 "

Nessuna delle altre € corretta.

o
@ Se liﬁn an, = 0, allora Z a, converge.

n=0

o
Se lima, = S € R, allora Zan converge a S.
" n=0
SVOLGIMENTO



Per definizione la serie di (a,) converge se la successione delle somme parziali (S,) ammette un limite in R.

La risposta corretta e .

Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F'(x,y) = <log (1+ x2) — 12212, 122%y + /1 + y2> e linsieme
Q={(z,y) eR®: y<z<2-y% y>0}

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R? e che F & di classe C'! su R%.
Posto F' = (f1, f2), per il Teorema di Green si ha che

_ [ ]9f2 _0h -
/ale-dP—/Q[ax(%y) ay(:ﬂ,y) dx dy =

:/48xyd:cdy. YA
Q

Osserviamo che {2 & un insieme z-semplice. Infatti,
Q:{(x,y)€R2: 0<y <1, y§x§2—y2}. 1

Ne segue che

1 2—y2
/ F~dP:/48xyd:cdy:48/ Y / xdx | dy = ) 9
a0 0 0 y

= ' 122_y2 _ ! o2 9 o
=48 yl=x dy =24 y[(2 y) y}dy—
o L2 0

Yy
1 1
:24/ v (2-2)"—v*| ay =24 [—%(2—y2)3—iy4} —22.
0

La risposta corretta e 22.

y2’3 3

Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(xz,y,z) = (m —cosx, siny —
e Ty

superficie X = {(m,y, 2)eR?: 224yt 4+22=12, 0<2< 3}.

Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di 3 orientato positivamente rispetto al versore normale a
3 che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha che

/ F-dP:/rotF-nda,
)y b

dove per ogni (r,y,z) € R?

i j K
0 o] 0 2 2
rotF(z,y,z) = oz %y e 32 0.
IR x2+y2’ x2+y2’
yz3 . xz3 19
= _ _cosx Siny— —— =z z
22+ o2 Y= 2 . +

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

22+ + 22 =12 2= /12 — a2 — 2
—
0<2<3 3<a2?+y? <12

8Y



uindi la superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — efinita da g(z,y) = 2 —z* —y*4, dove
Quindi 1 ficie X ¢ il grafico della funzi K — R definita da g(z,y 1 2—92.d

K= {(z,y) e R*: 3<a®+y*<12}.
Quindi ¥ = 0(K), dove o(z,y) = (:c, Yy, V12 — 22 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(x,y) dzdy,
)y by K

dove N(x,y) e un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

dg dg ) x y
Ny(x,y) = —=(x,y), ——(z,y), 1| = , , 1.
(z,y) ( 5 & Y) 6y( Y) (\/12_$2_y2 VTR

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. X Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(=.9) (=.9) V12 =22 — 92 (/12 — 22 — 2

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (x, y, V12 — x? — y2) . < i J 1) =

\/12—3v2—y27 \/12—3v2—y27

B 3x(12—x2—y2) 3y(12—x2—y2) 0 x Y 1) =
N x? 4 32 ’ r? +y? ’ V22— 2 J12—a2 -2 )

=312 — a2 — 2.

Ne segue che

/ F-dpP = / rotF(o(x,y)) - N(z,y) dedy = / 3V 12 — 22 — y? dx dy.
o5 K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo
F-dP:/ 3V12 — 22 —y? d:cdy:?)/ PV 12 — p2dpdd =
o) K K’

dove K' = [/3,4/12] x [0,27] e quindi si ottiene
Vi2 1 3/2 V12
= 67r/ p\/12 — p? dp = 67 [_§ (12 — p2) } = H4m.

V3 V3

La risposta corretta e H4.




Versione V4
of, . of

Quiz 1. Sia F : R?\ {(0,0)} — R? un campo vettoriale di classe C!, F = (f, f2) tale che 8—(3:,@/) =3 (z,9)
Yy x

per ogni (z,y) € R%\ {(0,0)}, e siano 7 una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario della
circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 1, n una parametrizzazione semplice e regolare in verso antiorario
della circonferenza di centro il punto (0,0) e raggio 4, e § una parametrizzazione semplice e regolare in verso
antiorario della circonferenza di centro il punto (-2, —2) e raggio 1.

Posto I, = / F.-dP, I, = / F-dPels= / F - dP, quale delle seguenti affermazioni & corretta?
v n g

Al I, =0e1,=1I
[B] I, =0e I, #Is.
[Cl I, #15, I, # Is e I, # Is.
[D] Is5=0el,=1,

[E] I, =0eL, #1,

SVOLGIMENTO

._.
W
8y

N
\L/

Il campo vettoriale F' verifica la condizione necessaria per essere conservativo ma il suo dominio dom (F') =
R?\ {(0,0)} non & semplicemente connesso. Quindi non si pud concludere che F' sia conservativo.

Osserviamo che il sostegno di § & tutto contenuto nel 111 quadrante esclusi gli assi, che &€ un sottoinsieme di
dom (F') ed & semplicemente connesso. Quindi F' ristretto a questo sottoinsieme verifica la condizione sufficiente
per essere conservativo e quindi risulta essere conservativo. Per le proprieta dei campi conservativi, I'integrale di
F lungo una curva parametrica chiusa e regolare & zero. Quindi I5 = 0.

Osserviamo che 'unione dei sostegni di 7 e § costuisce il bordo dell’insieme Q2 = {(:c, y) eR?: 1<a?+942< 16}.
Poiché Q2 C dom (F), se 9f2 & orientato positivamente, per il Teorema di Green si ha che

af2 of1
F~dP:/ [— z,y) — =—(z,y)| dedy =0
/| 12260 - )
perché per ipotesi %(m,y) = %(:ﬂ,y) per ogni (z,y) € dom (F).
Yy x

Inoltre il bordo di 2 orientato positivamente € I'unione del sostegno di 7 percorso in verso antiorario e di quello
di v percorso in verso orario, e quindi, tenuto conto del verso indotto da « e n, per le proprieta degli integrali di



linea si ha che

F-dP =1, L,
o0

Ne segue che I,y = I,. La risposta corretta e @ .

0 4
n*+6
iz 2. L i
Quiz a serie Z 1
n=1 n7(1—cos—
n

converge a zero.
diverge negativamente.
converge ad un numero S > 0.

@ diverge positivamente.
converge ad un numero S < 0.
SVOLGIMENTO

Poiché cosx < 1 per ogni z € R la serie € a termini positivi, quindi converge ad un numero reale S > 0 oppure
diverge positivamente.

1
Essendo cosx ~ 1 — §x2 per x — 0, si ha che

4
6 2
nt ™~ n — +00
n7<1—cos—> "
n

00 00 4
. . 1 g e o . n”+6
ed essendo divergente la serie g —, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie E
n

n=1 n=1n7 (1 — cos !
n

La risposta corretta ¢ @ .

diverge.

n
Quiz 3. Sia (ay) una successione reale e per ogni n € N sia S, = E a.
k=0

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

Nessuna delle altre € corretta.

o
Se Z a, diverge positivamente, allora lim a,, = +oc.
n
n=0

o0
Se lim S, = +o0, allora Z a, diverge positivamente.
n
n=0

o0
@ Se liTan an, = 0, allora Z a, converge.

n=0
o0
Se lim a,, non esiste, allora E a, ¢ indeterminata.
n
n=0

SVOLGIMENTO

Per definizione la serie di (a,) diverge positivamente se la successione delle somme parziali (S,,) ha limite +oo.

La risposta corretta e .




8 8
Quiz 4. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (83@ + —x’ 6y + —y> lungo
la curva parametrica v : [0,5] — R? definita da v(t) = ((5 — ) cos (7t) — sin (7t), t* — 5t7 +t+ (t—5)(1 — e))
vale

—50. —25. ~175. [D] -350. 0.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

Ny =l =Wy
Ay Y (z2+y2+1)%% Oz -

Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

af 8z

8—33(%@) = filz,y) =8z + W’
of 8y

—(z,y) = fa(z,y) = 6y + ———.

Integrando la prima uguaglianza rispetto a = si ha che

f(x,y):/<8x+8—x> dr = 42 + 8v/22 + 2 + 1 + c(y),

/x2+y2+1

dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of 8y

W ) = —Y
ay( Y) I

Quindi un potenziale di F su R? &

fx,y) =42 +8Va2+ 2+ 1+ 3>+ k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

8
+c’(y):6y—|——y = dy) =6y =— c(y):3y2+k:, keRR.

Ve +y?+1

/ FdP = f(4(5)) — F((0)) = £(0,5) — £(5,0) = —25.

La risposta corretta e .

Quiz 5. Sia f(z,y) = (:c2 — 25) (y3 — 3y) + 4. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
La funzione f non ha né punti di massimo locale né punti di minimo locale.

La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha punti di massimo locale.

La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha punti di minimo locale.

@ La funzione f non ha punti di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale e un punto di minimo locale.
SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
5y (@) =22 (v* —3y), 8—y(w,y)=3($2—25) (y*—1).



Quindi

Vi(z,y)=(0,0) <= =
(22 =25) (y*—1) =0 r =45, y==+1

—  (x,y) = (0,£1), (£5,0), (£5,£V3).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 8 punti. Si ha che:

0% f 0%f 2 o*f

G =207 =%, G =6 =2).  Ga) =6e (- 1).
Quindi
Hf(0,1):<—04 _;)5()), Hf(o,1):<é 12()), Hf(5,0):<_%0 —§0>7 Hf(_5’0):<300 300>’
Hy(5,£V3) = (60 600) (=5, +V3) = ( 60 _§0>.

Ne segue che (0,1) & un punto di massimo locale per f, (0, —1) & un punto di minimo locale per f, mentre i punti
(£5,0) e (£5,4+/3) sono di sella per f. La risposta corretta & .

Quiz 6. Si consideri la superficie ¥ = {(x,y, z) € R3: 2=2y% —2®+6, 22 +¢42 <9, 2 < 0}.

207 4+ 23 — 6
L’integrale di superficie et do vale

5 /928 +16y2 + 1
8—217r. %ﬂ. [C] 36x. [D] 187. 817.

SVOLGIMENTO
La superficie . ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(x,y) = 2y? — 23 + 6, dove
K ={(z,y) eR?: 22 +¢% <09, <0},
Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (m,y, 2y% — 2% + 6).

207 +2° — 6
et , per definizione

Posto f(x,y,z) =

924 + 1692 + 1
24222+ 23 -6
do= [ o= [ flotan)IN )| dedy,
s /974 +16y% + 1
dove N(a.y) = 52 (4) A G (2.0).
Si ha che
0o do dg dg 9
N - A — = ——= 1] =1(3 —4y, 1).
(@,y) = 7 (z,y) 6y(oc,y) ( 3y Y): 6y(ﬂc,y), ) (32%, —4y, 1)
e quindi
|N(z,9)| = v/92* 4+ 16y2 + 1.
Essendo ) )
2z* + 2y
o(z, = f(z,y,2y° — 23 +6) = ,
si ha che

222 + 2y 2, .2
fdo = -\/9x4—|—16y2+1dwdy:2/ x“ 4+ y*) dedy =
/2 K /92* 4+ 1692 + 1 K( )



passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= 2/ pdpdd =
K/

dove K’ = [0, 3] x [7/2,3m/2], e quindi si ottiene

3 3
1 81
7T/op g W[‘lp}o 2"

La risposta corretta e .

Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F'(x,y) = (\/ 1+ 22 — 122y, 122y + log (1 + y2)> e linsieme
Q:{(x,y)eRQ: 2y < x < 3—1y? y > 0}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R? e che F & di classe C'' su R%.
Posto F' = (f1, f2), per il Teorema di Green si ha che

[0k, R N

:/48xyd:cdy. v A
Q

Osserviamo che {2 € un insieme y-semplice. Infatti,
Q:{(:{,"y)ERQ: 0<z <1, 2x§y§3—x2} 1T obeee

Ne segue che 0

1 3—z2
/ F-dP:/48xydxdy:48/ x(/ ydy) dr = 0 3
a0 Q 0 2

1orq 139 1 )
:48/ x[—yQ] dx:24/ x[(3—x2) —4x2} dr =
o L27 Jo 0
1

1
224/ |:£C (3—302)2—4:63] dr =24 [—l (3—302)3—:64] = 52.
0 6 0

La risposta corretta ¢ 52.

3 3
Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(x,y,z) = (m +e%, cosy — m, 20— 4z>
e la superficie ¥ = {(x,y, z) € R3: 22 —|—y2 +22=48, 0<z< 6}.

Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a
Y che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27
SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha che

/ F-dP:/rotF-nda,
% b

dove per ogni (z,y,z) € R?

i J k
) 0 9 § ’
_ or Bz o | = — -
rotF(x,y,z) = “ Y T T (6(x2+y2)’ 6 (22 +y?)’ 0) .
y2’3 + e ng 6 4
———y F€" oSy — —5—5 2 —4z
18 (22 1 42) T (22 +y?)

|Y



Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

{x2+y2+z2:48 {z:\/48—x2—y2
—

0<2<6 12 < 22 4 y? < 48.
Quindi la superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /48 — 22 — y2, dove

K={(z,y) e R*: 12 <z®+y? <48}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(x,y) = (:c, Y, /48 — a2 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
)y by K

dove N(x,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

dg dg ) x Y
Ny(z,y) = —=—(x,y), —=—(x,y), 1 | = , , 1.
(@) ( 835( v) 32/( 2 <\/48—x2—y2 /48 — 12 — 92

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. X Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(@) (@) VA8 — a2 — 2 /48 — 12 — 42

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (ac, Y, \/48 — 12 — y2) . < < Y 1) =

\/48—3v2—g/27 \/48—3v2—g/27

_ x(48—x2—y2) y(48—x2—y2) o). T Y 1] =
6(x2+y?) ° 6(2*+y?) VA8 — a2 — 2 \f48 — 42 — 2

1
= 6\/48—x2—y2.

Ne segue che
1
/ F-dpP = / rotF(o(x,y)) - N(z,y) dedy = / —/48 — 22 — y? dx dy.
ox K K6

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

1 1
F-dP:—/ V48 — x2 — y? d:cdy:—/ p\ 48 — p2dpdd =
% 6 /K 6 Jk

dove K’ = [v/12,1/48] x [0,27] e quindi si ottiene

1V 11 3/2] V'
= —71'/ pVAB — p2 dp = =7 [—— (48 — p?) } = 24r.
3 Jyiz 3 3 Vi2

La risposta corretta e 24r.




