Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 11/02/2026 ore 17

Versione: V1

Quiz 1. IlvolumediQ:{(x,y,z)€R3: 202+t +yt <z < a4yt +16, 22 +4y% >4, x>0} vale

187, 72r. 36mw. |[D] 3. 97.

SVOLGIMENTO

Il volume di €2 &
m(Q) = / ldzdydz =
Q

integrando per fili parallelli all’asse z si ottiene

z2+y* 416
:/ / 1dz d:cdy:/ (16—x2—y2) dx dy,
D 2x24y2+y4 D

D:{(x,y)eRQ: 202 + 2 +yt <22 +yt+16, 22 +4% >4, z>0} =
:{(:c,y)E]RZ: 4 < 2? +y? < 16, :cz()}.

dove

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene
m(Q) = / (16 — 2% - y2) dxdy = / p (16 — p2) dpdd =
D D’

con D' = [2,4] x [-7/2,7/2], da cui segue
4

4
:w/ p (16 — p?) dp:ﬂ[—1(16—p2)2] — 36m.
2 4 2

La risposta corretta e .

Quiz 2. Si considerino la superficie ¥ = {(m,y, z) €R®: z=2+3log (1 + 22 + y2), 2?42 < 9} e il campo
vettoriale F'(z,y,z) = (y [3log (1+ z? + y2) —z], x [z —3log (1 + z? + y2)] , 4/ 2% + y2>.

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

9.
367.
72m.
[D] 0.

187

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 2 + 3log (1 + 22+ y2), dove
K={(z,y) e R*: 2*+y*<9}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica
o(z,y) = (z,9,9(x,y)) = (z,9,2+ 3log (1 + 2% + 7)) .

Per definizione
/F-ndff:/ F(o(z,y)) - N(z,y) dz dy,
) K



dove N(z,y) € un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse

z.
Un vettore normale a ¥ €

Oo

A@(xvy)::_—($,y)/\%%(x’y)::<

ox

dg dg B 6z 6y
2w~ pht1) = ( 1).

_1+$2+y2’ _1+$2+y2’

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo

N(x,y>:Na<x,y>:( 6o 6y 1>.

Ne segue che

_1+x2+y2’ _1+x2+y2’

F(o(z,y)) - N(2,y) = F (2,y,2 + 3log (1 + 2* + %)) - < bz Oz 1) =

= (—Qy, 2z, 4+/2? +y2> : (

Quindi

_1+$2+y2’ —1+$2+y2’

_ 6x _ 6y
1+x2+y2’ 1+x2+y2’

1> =4/ 2% + 92

/F-ndaz/ F(J(m,y))-N(m,y)dmdy:/ 4/ x? +y?dax dy =
2 K K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:4/ pdpdd =
K/

dove K’ = [0, 3] x [0, 27], e quindi si ottiene

La risposta corretta e .

1 o
Quiz 3. Sia a € R tale che |a| < T La serie Z (—4)"a"

n=2
164>
converge al numero .
1—4a
diverge positivamente.
1
converge al numero .
1—4a
@ converge al numero 16a”
Vi .
& 1+4a
1
converge al numero .
1+ 4a
SVOLGIMENTO
Si ha che
oo oo
S (=)mat =) (—da)".
n=2 n=2
o
Si tratta quindi di una serie geometrica di ragione b = —4a. Poiché la serie geometrica Z b" converge al numero
1 1 "
T e solo se |b] < 1, ed essendo |a| < 1 si ha che | — 4a| = 4]a|] < 1, ne segue che la serie data converge e la

sua somma e
D

n=2

> (~da)' = 3 (~da)" — (1~ da) = ; j4a —(1—da) = 252

1+4a’



La risposta corretta e @ .

Quiz 4. Siano  C R? un aperto non vuoto e F : Q@ — R? un campo vettoriale di classe C'.

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

Se non esiste G : Q — R3 si classe C! tale che rotG = F in Q, allora F non ¢ indivergente.

Nessuna delle altre ¢ corretta.

Se € & connesso per archi e F ¢ indivergente, allora esiste G : Q — R3 si classe C! tale che rotG = F in Q.

@ Se Q ¢ stellato e F ¢ irrotazionale, allora esiste G :  — R3 si classe C! tale che rotG = F in Q.

Se € ¢ stellato e F ¢ indivergente, allora esiste G : Q — R? si classe C! tale che rotG = F in .
SVOLGIMENTO

Per la Condizione sufficiente affinché un campo vettoriale ammetta potenziale vettore, se €1 & stellato e F' &
indivergente, allora F' ammette un potenziale vettore di classe C!, e quindi esiste G : Q — R3 si classe C'! tale che
rotG' = F in (). La risposta corretta e .

Quiz 5. Siano (79,70) € R? e f : R? — R una funzione di classe C? tale che il suo sviluppo di Taylor centrato in
(zo,yo) arrestato al secondo ordine &

fl@,y) =1+a(x—20) — bz — 20)> + ¢y — 0)* + o ((x — 20)* + (y — w0)?) , per (z,y) = (20,%0), con a,b,c € R.
Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

Per ogni a € R, se b > 0 e ¢ < 0, allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.

Sea=0,b>0ec<0,allora (zg,yp) € un punto di sella per f.

Sea=0,b<0ec>0,allora (xg,yo) € un punto di minimo locale per f.

@ Per ogni a € R, se bc > 0, allora (¢, yp) & un punto di sella per f.

Sea=0,b<0ec>0,allora (zg,yo) € un punto di sella per f.
SVOLGIMENTO

Dallo sviluppo di Taylor segue che

of of o2 f O f O’ f
8—:6(900,?/0) = a, a—y(ﬂﬁo,yo) =0, @(ﬂﬂo,yo) = —2b, 8—y2($0,y0) = 2c, &C—ay(%,yo) =0.

Ne segue che se a # 0 il punto (z¢,yp) non & stazionario e quindi non & né di estremo né di sella per f. Quindi le
risposte e @ sono errate.

Se a = 0, allora (z¢,0) € un punto stazionario per f e in tal caso la matrice Hessiana di f in (xg,yp) €

—-2b 0
Hf(anyO) = < 0 26) .

Ne segue che:

e se b<0ec>0, allora (zg,y9) € un punto di minimo locale per f;

(0, y0)
e seb>0ec>0,allora (zg,yp) € un punto di sella per f;
e se b<0ec<0,allora (xg,yp) € un punto di sella per f;
e seb>0ec<0,allora (z9,y0) € un punto di massimo locale per f.

La risposta corretta & .




Quiz 6. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (6(.%' —v), 3(z —|—y)> lungo la curva parametrica
7y :[0,1] — R? definita da y(t) = (t2 —t, t? + t)  vale

0.
6.
12.
D] 3.
9.

SVOLGIMENTO

Per definizione I'integrale di linea di F' lungo v ¢ dato da

1
[Fedp= [ Fow) 0=
o 0
essendo
F(y@) - ~(t)=F (£ —t, > +1) - (2t — 1, 2t + 1) = (=12t,6t%) - (2t — 1, 2t + 1) = 123 — 18> + 12,

si ottiene

1
1
= /0 (12¢% — 18> + 12t) dt = [3t* — 6t° + 6t*] , = 3.

La risposta corretta e @ .

Domanda 7. Si considerino l'insieme ) = {(x, y,2) € R3: 4<%+ y2 +22 <16, =, Y,z > 0} e il campo vetto-

4
riale F(x,y,z) = <3x2yz +e¥ —sinz, € + cosz — 3zy’z, %Y + 3 log (x2 + 92 + z2)>
Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di Q7

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R3\ {(0,0,0)}, F & di classe C' su dom (f) e Q C dom (f). Per il Teorema di Gauss si

ha che
F - -ndo = / divF(x,y, z)dzdy dz,
o0 Q
dOVG, posto F= (flaf?af?))a si ha che diVF(‘T’y’ Z) = %(‘T’y’ Z) + %(‘T’y’ Z) + %(‘T’y’ Z)'
Oz dy 0z
8z

(22 +y2 +22)

Quindi divF(z,y,z) = . Di conseguenza

- F - ndo = /QdivF(x,y, z)dxdydz = /Q 302 +8;2 e dz dy dz.
Passiamo in coordinate sferiche con la colatitudine misurata dall’asse z. Si ha che
x = psindcos
D y = psindsin g p>0,0<9<m 0<p<2m, detJp (p, 9, p)| = p? sin 0.

z = pcosv

Si ottiene che

8 z
F-ndo= | divF(x,y,2)dxdydz = = | ————drdydz =
/69 ndo /Q ivF(z,y,2)dxdydz 3/§2x2+y2+z2 xdydz

doveQ’z{(p,z?,gp)ERgz 2<p<4, 0<9<7/2 0§go§7r/2}.

Quindi
] ) 4 4 /2 )
F-ndo=— pcosIsinddpdidp = - pdp cos¥sinddd | =
3 3
Ly} / 2 0

Wl oo

/ pcossind dpdd dp,
Q/



La risposta corretta e 4.

Domanda 8. Si considerino la superficie 3 = {(:c, y,2) ERY: z=1—-2a?—y2 3 <0, 2> O} e il campo vetto-
riale F(z,y,z) = (5902 (w2 + y2) +xz, Yz — 5y2 (x2 + y2) , TY (x2 + y2) +z— 1).

Quanto vale il flusso del rotore di F' attraverso 3, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse 2?7

SVOLGIMENTO
Si ha che F & di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF-ndJ:/ F-dP.
b} ox

Osserviamo che 0% = I'y UT'y, dove

I‘lz{(x,y,z)eRB: ??4+y2=1, 2=0, y <0}, FQ:{(x,y,z)ERB: z=1—2% y=0, -1<z<1}.

yA A

72

By

Sy
[
—
Q
—

Quindi

/ F-dP:/F-dP+/ F.dP,
0% o4t Y2

dove 1 e 72 sono due curve parametriche che parametrizzano rispettivamente I'y e I'y in modo che 90X =T'1 UT'y
sia percorso in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale a X che deve formare un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Si ha che 7y : [, 27] — R3 & 41 (t) = (cost,sint,0). Quindi

2
[ Feap= [T Fen) - an,
m m
dove
F(n(t)) - 71(t) = F(cost,sint,0) - (—sint,cost,0) = (5cos’t, —5sin’¢,costsint — 1) - (—sint, cost,0) =
= -3 (0082 tsint + sin® t cos t) .

Pertanto

2 2 10

2
1 1
F.dpP ::/ F(fyl(t))-fyi(t)dt:—5/ (COSQtSint—l—SinthOSt) dt = —5|—-cos®t + —sin®t| = .
" x ” 3 3 3

Inoltre si ha che 5 : [-1,1] = R? & 7(t) = (—t,0,1 — ¢?). Quindi

1
‘/FM=Lﬂﬂm%®%



dove
F(y2(t) - 45(t) = F(~t,0,1 — %) - (1,0, -2t) = (5t* — ¢t + 12,0, —#?) - (=1,0, —2t) = —5t* + ¢ + ¢°.

Pertanto
L L 1, 1,]
/ F.dP :/ F(ya(t)) - Ah(t) dt :/ (=5t* +t+ 1) dt = [—t5 + =t + —t4] =2
72 -1 -1 2 41,

In conclusione si ha che

1 4
/rotF-ndJ: F-dP:/F-dP—I—/F-dP:—O—2:—.
= oz " 2 3 3

4
La risposta corretta e 3




Versione V2

Quiz 1. Si considerino la superficie ¥ = {(z,y,2) € R3: 2=7+2log (1+ z? + y2), 2 2 < 4} e il campo
vettoriale F(z,y,z) = (y [z —2log (1+2° +¢%)], z [2log (1 +2° +4°) — 2], 9V/a? + y2).

Il flusso di F attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

0.

48T
127.
[D] 967
24,

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =7 + 2log (1 + 22+ yQ), dove
K= {(z,y) e R*: 2* +y*> <4}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica
o(z,y) = (z,y,9(x,y)) = (z,9,7 + 2log (1 + 2° +y?)) .

Per definizione
/F-nd(f:/ F(o(z,y)) - N(z,y) dz dy,
» K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse
z.

Un vettore normale a ¥ €

do do dg dg 4z 4y
No(xay) = %(:Cay) A 8_y(x’y) = <_a_x(xay)’_a_y(x’y)al> = (_1+IE2 +y2’ _1+$2+y2’ 1> :

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo

4x 4y
N(IE,y):NJ(IE,y): <_1+x2+y2’ _1—|—x2—|—y2’ 1>

Ne segue che

4z 4x
— 2 2 —
F(O'("E,y))N(IE,y)—F($,y,7+2lOg(1+$ +?/ )) (_1+5E2+y2’ —1+§U2+y2’ 1> -

4 4
= (7y, —T7x, 9/ 22 +y2> . ( v Y 1> = 9/ 22 + y2

—1+x2+y2’ _1+x2+y2’
Quindi

/F-ndaz/ F(U(x,y))-N(x,y)dxdy:/ 922+ y?dady =
s K K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:9/ pdpdd =
K/

dove K’ = [0,2] x [0, 2], e quindi si ottiene

2

2
1
= 187r/ p*dp = 18w [—p?’] = 48.
0 3 0

La risposta corretta e .



Quiz 2. Siano  C R? un aperto non vuoto e F : Q — R? un campo vettoriale di classe C'. Quale delle seguenti
affermazioni e corretta?

Se F & indivergente, allora esiste G : 2 — R3 si classe C? tale che rotG = F in .
Se esiste G : @ — R3 si classe C? tale che rotG = F in , allora F & irrotazionale.
Se esiste G :  — R? si classe C? tale che rotG = F in Q, allora F ¢ indivergente.
@ Se non esiste G : Q — R3 si classe C? tale che rotG = F in 2, allora F non & indivergente.
Nessuna delle altre e corretta.
SVOLGIMENTO

Per la Condizione necessaria affinché un campo vettoriale ammetta potenziale vettore, se F ammette un
potenziale vettore di classe C?, e quindi esiste G : © — R? si classe C? tale che rotG = F in €, allora F ¢
indivergente. La risposta corretta e .

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (4(x +v), 8(y — x)) lungo la curva parametrica
7y :[0,1] — R? definita da y(t) = (t2 +t, 1 — t)  vale

0.
16.
2.
[D] 4.
8.

SVOLGIMENTO

Per definizione l'integrale di linea di F' lungo « & dato da

1
[Far = [ P 0=
¥ 0
essendo
F(y®#) -+ (t) = F (£ +t, * —t) - (2t + 1, 2t — 1) = (8¢%,—16¢) - (2t + 1, 2t — 1) = 16¢> — 24¢* + 16¢,

si ottiene

1
= / (166° — 2442 + 16t) dt = [4¢* — 86> + 81%] = 4.
0

La risposta corretta e @ .

Quiz 4. IlvolumediQ:{(ac,y,z)E]R?’: 4?42 <z<at+y? 49, 22+ >1, yz()} vale

8.
2.
4r.
[D] 32n.
167.

SVOLGIMENTO

Il volume di 2
m(Q) = / ldrdydz =
Q



integrando per fili parallelli all’asse z si ottiene

zt4+y2+9
:/ / 1dz d:cdy:/ (9—x2—y2) dx dy,
D z44x24+2y2 D

D:{(x,y)eRQ: et 2 <at v P49, 224yt > 1, yZO}:
:{(m,y)ERZ: 1<2?+4%2 <9, y>0}.

dove

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene
m(Q) = / (9—:62 —y2) drdy = / p(9—p2) dpdd =
D D
con D' = [1,3] x [0, 7], da cui segue
3

:7r/13p(9—p2) dp:ﬂ[—i(f)—p2)2}1:167r.

La risposta corretta e .

Quiz 5. Siano (zg,70) € R? e f: R? — R una funzione di classe C? tale che il suo sviluppo di Taylor centrato in
(x0,yo0) arrestato al secondo ordine &

fla,y) =1+ aly —yo) + bz — 20)* — c(y — y0)* + 0 (& — 20)* + (y — 0)°) , per (z,y) = (20,40), con a,b,c € R.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Per ogni a € R, se bc > 0, allora (z9, ) ¢ un punto di sella per f.

Sea=0,b>0ec<0,allora (zg,yp) ¢ un punto di sella per f.

Sea=0,b<0ec>0,allora (zg,yo) € un punto di sella per f.

@ Sea=0,b<0ec>0,allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.

Per ognia € R, se b > 0 e ¢ <0, allora (z9,y0) € un punto di minimo locale per f.
SVOLGIMENTO

Dallo sviluppo di Taylor segue che

of of O*f O*f O*f
%(9007(@0) =0, 6—y($07y0) = a, @(9007(@0) = 2b, 8—y2($07y0) = —2c, 920y (x0,y0) = 0.

Ne segue che se a # 0 il punto (g, yo) non é stazionario e quindi non & né di estremo né di sella per f. Quindi le
risposte ed sono errate.

Se a = 0, allora (xg,y0) € un punto stazionario per f e in tal caso la matrice Hessiana di f in (zo,yo) €

260
Hf(x07y0) = ( 0 —2C> :

Ne segue che:

e se b<0ec>0,allora (zg,yp) ¢ un punto di massimo locale per f;
e seb>0ec>0,allora (zg,y0) € un punto di sella per f;
e seb<0ec<0,allora (zg,y0) & un punto di sella per f;

(0, yo)

e se b>0ec<0, allora (zg,y9) € un punto di minimo locale per f.



La risposta corretta ¢ @ .

1 o
Quiz 6. Sia a € R tale che |a| < 5 La serie Z (=5)"a"

n=2
25a2
converge al numero .
1—"5a
1
converge al numero .
1—5a

diverge positivamente.

@ converge al numero 25a°
Y .
& 1+ 5a
1
converge al numero .
1+ 5a
SVOLGIMENTO
Si ha che
o o
D (=5)"a” =) (~5a)™.
n=2 n=2
oo
Si tratta quindi di una serie geometrica di ragione b = —5a. Poiché la serie geometrica Z b" converge al numero
1 1 "
T s e solo se |b] < 1, ed essendo |a| < E si ha che | — 5a| = 5|a|] < 1, ne segue che la serie data converge e la
sua somma € - -
1 25a?
—ba)" = —5a)" — (1 —ba) = —(1—5a) = .
3 (-8a)" =3 (-80)" - (1=50) =~ (L= 50 = T

La risposta corretta e @ .

Domanda 7. Si considerino l'insieme ) = {(x, y,2) € R3: 9<%+ y2 + 22 <36, =, Y,z > 0} e il campo vetto-

4
riale F(z,y,z) = (ez +siny — 4a?yz, dxy’z 4+ e — cosz, %Y + g log (w2 +y? + z2)>
Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di 27

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R3\ {(0,0,0)}, F & di classe C' su dom (f) e Q C dom (f). Per il Teorema di Gauss si
ha che

F - -ndo = / divF(x,y, z)dzdy dz,
o0 Q
_oh df2 Ofs

dOVG, pOStO F= (f17f27f3)7 si ha che diVF(.%',y, Z) - ox (xvyv Z) + 8—y(x7y7 Z) + E(xvyv Z)

8z
9 (22 + y? + 22)

Quindi divF(z,y, z) =

. Di conseguenza

- F-ndo = /QdivF(x,y, z)drdy dz = /Q 902 +8;2 ey dxdydz.
Passiamo in coordinate sferiche con la colatitudine misurata dall’asse z. Si ha che
x = psinvcos
D : y = psindsin g p>0,0<9<m 0<¢p<2m, |detJg (p, 9, @)| = p*sin .

z = pcosv

Si ottiene che

8 z
F-ndo= | divF(x,y,2)dxdydz = - | ————drdydz =
/69 ndo /Q ivF(z,y,2)dxdydz 9/§2m2+y2+z2 xdydz

©| 0o

/ pcossind dpdd dp,
Q/



dove @' = {(p,9,p) ER*: 3<p<6, 0<I<7/2, 0<¢p<m/2}.

Quindi
8 ) 4 6 w/2 .
F-ndo=— pcosIsinddpdidp = —m pdp cos¥sinddd | =
9 9
o0N ! 3 0

4 1 6 1 w/2
= —71|=p*| |=sin?¥ = 3m.
20 1512 0
La risposta corretta e 3.

Domanda 8. Si considerino la superficie ¥ = {(m,y, 2)eR?: z=1—-a2?—9% >0, 2> O} e il campo vet-
toriale F(x,y,z) = (mz + 322 (562 + y2) , yz + 3y° (562 + y2) , Y (562 + y2) +z— 1).

Quanto vale il flusso del rotore di F' attraverso 3, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse 2?7

SVOLGIMENTO

Si ha che F & di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF-ndU:/ F -dP.
by )

Osserviamo che 0% = I'y UT', dove

Flz{(x,y,z)€R3: 2?4+y2=1, 2=0, 5620}, ng{(m,y,z)€R3: z=1—y2 =0, —1§y§1}.

Ty V2

Sy

7

r, %

Quindi

/ F-dP:/F-dP+/ F.dP,
0% 71 Y2

dove 71 e 72 sono due curve parametriche che parametrizzano rispettivamente I'y e I's in modo che 0¥ =T'1 U Ty
sia percorso in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale a ¥ che deve formare un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Si ha che vy : [-7/2,7/2] — R3 & v1(t) = (cost,sint,0). Quindi

w/2
/ Fap= [ Fent) ) d,
Y1 —7/2

dove
F(v1(t)) - 71 (t) = F(cost,sint,0) - (—sint,cost,0) = (3cos*t,3sin*¢, costsint — 1) - (—sint, cost,0) =

= 3cos’tsint + 3sin® ¢ cost.



Pertanto

/2 /2
F-dP == / F(yi(t)) -1 (t)dt = / (3 cos®tsint 4 3sin? t cos t) dt = [— cos® t + sin® t]i/:ﬂ
71 —7/2 —7/2

Inoltre si ha che 7y : [—1,1] = R? & 7o(t) = (0, —t, 1 — ?). Quindi

1
[ Fap= [ Feum)
Y2

-1

= 2.

dove
F(ya(t)) - v5(t) = F(0,—t,1 — %) - (0, -1, —2¢t) = (0,3t* — t +*, —?) - (0,1, —2t) = —3t* + ¢t + .
Pertanto
! / ! 4 3 3 5 1 2 1 4 ! 6
F-dP = | F(y(t)) -+(t)dt = (=3t* +t+ ) dt = |——t° + =" + —t =——.

In conclusione si ha che

4
/rotF-ndJ:/ F-dP:/F.dP+/ F.dng_gz_.
z % 7 72 5 5

4
La risposta corretta e 3




Versione V3

Quiz 1. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (3(3@ —y), 6(x +y)) lungo la curva parametrica
v :[0,1] — R? definita da y(t) = (£* — ¢, t* +t) vale

[A]o. [B]27. [C]36. [D]9. [E]1s.

SVOLGIMENTO

Per definizione l'integrale di linea di F' lungo v € dato da

1
[Fedp= [ Fow) -
¥ 0
essendo
F(y(t) -~ (t)=F (£ —t, t*+1t) - (2t — 1, 2t + 1) = (—6t,12¢%) - (2t — 1, 2t + 1) = 24¢> + 6,

si ottiene

1
= /0 (24¢° + 6t) dt = [6t* + 3¢*], = 9.

La risposta corretta e @ .

Quiz 2. Siano (zg,70) € R? e f: R? — R una funzione di classe C? tale che il suo sviluppo di Taylor centrato in
(x0,yo0) arrestato al secondo ordine &

flz,y) =1+a(z —20) — bz — 20)> + c(y — 0)* + o ((z — 20)*> + (y — w0)?) , per (z,y) = (z0,%0), con a,b,c € R.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Sea=0,b<0ec>0,allora (zg,yo) &€ un punto di minimo locale per f.

Per ogni a € R, se b > 0 e ¢ < 0, allora (x,yo) € un punto di massimo locale per f.

Per ogni a € R, se bc > 0, allora (zg,yo) € un punto di sella per f.

@ Sea=0,b<0ec>0,allora (zg,yo) € un punto di sella per f.

Sea=0,b>0ec<0,allora (xg,yo) ¢ un punto di sella per f.
SVOLGIMENTO

Dallo sviluppo di Taylor segue che

of of o2 f O f O’ f
8—:6(900,?/0) = a, a—y(ﬂﬁo,yo) =0, @(ﬂﬂo,yo) = —2b, 8—y2($0,y0) = 2c, &C—ay(%,yo) =0.

Ne segue che se a # 0 il punto (g, yo) non é stazionario e quindi non & né di estremo né di sella per f. Quindi le
risposte e sono errate.

Se a = 0, allora (xg,y0) € un punto stazionario per f e in tal caso la matrice Hessiana di f in (zo,yo) €

—-2b 0
Hf(anyO) = ( 0 2C> .

Ne segue che:

se b < 0ec>0,allora (zg,y9) € un punto di minimo locale per f;

se b>0ec>0,allora (xg,yg) € un punto di sella per f;

(z0,%0)
(0, %0)
(%0,%0)
(z0,%0)

se b < 0ec<0,allora (zg,y9) € un punto di sella per f;

se b > 0ec<0, allora (zg,y9) € un punto di massimo locale per f.



La risposta corretta ¢ .

Quiz 3. Siano Q C R? un aperto non vuoto e F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C'. Quale delle seguenti
affermazioni e corretta?

Se non esiste G : Q — R3 si classe C! tale che rotG = F in Q, allora F non ¢ indivergente.

Se € & connesso per archi e F ¢ indivergente, allora esiste G : 2 — R? si classe C! tale che rotG = F in .
Nessuna delle altre e corretta.

@ Se Q ¢ stellato e F ¢ irrotazionale, allora esiste G :  — R3 si classe C! tale che rotG = F in .

Se € ¢ stellato e F ¢ indivergente, allora esiste G : Q — R? si classe C! tale che rotG = F in .
SVOLGIMENTO

Per la Condizione sufficiente affinché un campo vettoriale ammetta potenziale vettore, se €1 & stellato e F' &
indivergente, allora F' ammette un potenziale vettore di classe C!, e quindi esiste G : Q — R3 si classe C'! tale che
rotG' = F in (). La risposta corretta e .

Quiz 4. Si considerino la superficie ¥ = {(m,y, z)€R?: z=3+5log (1 + 22 + y2), 2?42 < 9} e il campo
vettoriale F'(z,y,z) = (y [51og (1 + z? + y2) —z], x [z —5log (1 + z? + y2)] , By a2 + y2>.

Il flusso di F attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

1807
907
9.
[D] 3.
457.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =3 + 5log (1 + 22+ yQ), dove
K= {(z,y) eR?: 2®+y> <9}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica

o(z,y) = (z,y,9(x,y)) = (x,y, 3+ 5log (1 + 22 + y2)) .

Per definizione
/F-ndff:/ F(o(z,y)) - N(z,y) dz dy,
» K

dove N(z,y) ¢ un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse
z.
Un vettore normale a X ¢
do do dg dg 10z 10y
N, ’ = a5\ N —— ) =\ 5\ s\ ) 1)=1- s T ) ).
o) = 5o A g e = (<5 - FHan ) = (e T

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo

10x 10y
— , — ;1.
1+x2+y2 1+x2+y2

N(z,y) = Ny(z,y) = (

Ne segue che

F(o(z,y)) - N(z,y) = F (z,y,3 + 5log (1+x2+y2)).( 102 10z >:

- - 1
1+$2+y2’ 1+$2+y2’



_ 102 _ 10y
1+x2+y2’ 1+x2+y2’

= (—3y, 3$, 5! 2 +y2> . ( 1> =5 2 —|—y2

Quindi

/F-ndaz/ F(J(m,y))-N(m,y)dmdy:/ 5va? 4+ y?dedy =
2 K K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:5/ pdpdd =
K/

dove K’ = [0, 3] x [0, 27], e quindi si ottiene

3 1 3
= 107r/ prdp =10m [—;;3] = 90m.
0 3 0

La risposta corretta e .

Quiz 5. Il volume diQ:{(x,y,z)ERB: 322+ +yt <z <2t 4yt +16, 22+ >4, z <0} vale

72m.,
18
0.

[D] 9r.
367

SVOLGIMENTO

Il volume di €2 e
m(Q) = / ldzdydz =
Q

integrando per fili parallelli all’asse z si ottiene

222 +y*+16
:/ / 1dz d:cdy:/ (16—302—3/2) dzx dy,
D 3x2+y2+yt D

D={(z,y) eR*: 32 +¢2 +y* <22 +y' +16, 2 +y> >4, £ <0} =
:{(:c,y)E]RZ: 4 < 2?2 +y? < 16, :c§0}.

dove

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene

m(Q):/ (16—x2—y2) d:cdy:/ p(16—p2) dpdd =
D /
con D' = [2,4] x [r/2,3/2x], da cui segue
! 2 1 2)2
:w/ p(lﬁ—p)dp:ﬂ[—z(w—p) ] = 36.
2

La risposta corretta e .

1 oo
Quiz 6. Sia a € R tale che |a| < 7 La serie Z (—=2)"a"
n=2
diverge positivamente.

402
1—2a’

converge al numero



converge al numero

1+ 2a
1
@ converge al numero .
1—2a
4a?
converge al numero .
1+ 2a
SVOLGIMENTO
Si ha che
oo oo
S (=29mat =) (—2a0)"
n=2 n=2
o0
Si tratta quindi di una serie geometrica di ragione b = —2a. Poiché la serie geometrica Z b" converge al numero
n=0
1
T s e solo se |b] < 1, ed essendo |a| < 5 si ha che | — 2a| = 2|a|] < 1, ne segue che la serie data converge e la
sua somma €
= > 1 4a?
—2a)" = —2a)" = (1 —2a) = —(1—=2a) = .
> (k) =3 (20" - (1= 20) = g - (-2 = T

La risposta corretta e .

Domanda 7. Si considerino l'insieme ) = {(x, y,2) € R3: 4<%+ y2 +22 <16, =, Y,z > 0} e il campo vetto-

8
riale F(z,y,z) = <6x2yz +e¥ —cosz, € +sinz — 6ay?z, —e™ + 3 log (ac2 +92 + 22)>
Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di Q7

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)}, F & di classe C! su dom (f) e Q@ C dom (f). Per il Teorema di Gauss si
ha che

F-ndaz/divF(x,y,z)dxdydz,
o0 Q

df1 P af.

dOVG, posto F= (flaf?af?))a si ha che diVF(‘T’y’ Z) = %(‘T’y’ Z) + 8—y(x’y’ Z) + a—;(‘r’y’ Z)'
indi di 16z . )
Quindi divF(z,y, z) = S D) Di conseguenza
F-nd /d'F( ) da: dy d / 162 dz dy d
‘ndo = ivF(z,y,2)dx z= x 2.
o9 Q Y Y 03@ 222

Passiamo in coordinate sferiche con la colatitudine misurata dall’asse z. Si ha che
T = psindcos
D : y = psindsin g p>0,0<9<m 0<¢p<2m, |detJg (p, 9, p)| = p? sind.
z = pcosv
Si ottiene che

1 1
/ F~nd0:/divF(:c,y,z)dxdydz:—6/ ;dxdydz:—fs/ pcosdsind dp di dp,
a0 Q 3 Qx2+y2+22 3 Q/

doveQ’:{(p,0,¢)€R3: 2<p<4, 0<9<7/2, 0§<p§7r/2}.

Quindi
16 ) 8 4 7T/2 )
/ F-ndo=— pcos¥sinddpdidp = - / pdp / cos¥sinddd | =
B 3 Jor 3 2 0



La risposta corretta ¢ 8.

Domanda 8. Si considerino la superficie ¥ = {(x, y,2) € R3: 2=1-—2%— y2, y<0, z> 0} e il campo vetto-
riale F(x,y,z) = (10:62 (acQ + y2) + zz, yz — 10y> (acQ + y2) , TY (acQ + y2) +z— 1).

Quanto vale il flusso del rotore di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse z?
SVOLGIMENTO

Si ha che F & di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF-ndU:/ F -dP.
) )

Flz{(x,y,z)E]RB: 2?4+y2=1, 2=0, ySO}, ng{(x,y,z)E]RB: z=1—-2% y=0, —1§x§1}.

Osserviamo che 0% = I'y UT'y, dove

yA A

V2

By

Sy
[
—
Q
—

Quindi

/ F-dP:/F-dP+/ F.dP,
0% o4t Y2

dove 1 e 72 sono due curve parametriche che parametrizzano rispettivamente I'y e I'y in modo che 90X =T'1 UT'y
sia percorso in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale a X che deve formare un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Si ha che 7y : [, 27] — R3 & 1 (t) = (cost,sint,0). Quindi

2
[ Feap= [ Fen) - an,
7 ™
dove
F(y1(t)) -7, (t) = F(cost,sint,0) - (—sint,cost,0) = (10 cos®t,—10sin® ¢, costsint — 1) - (—sint,cost,0) =

=-10 (0052 tsint + sin® t cos t) .
Pertanto
2 2 1 1 20
F.-dP == F(fyl(t))-fy{(t)dt:—l()/ (cos?tsint + sin®t cost) dt = —10 —§COS3t—|—§sin3t =3

71 m s T

Inoltre si ha che 5 : [—1,1] — R? & 7(¢) = (—,0,1 — ¢2). Quindi

1
[ Feap= [ Feam)

-1



dove
F(ya(t)) - 1h(t) = F(=1,0,1 — %) - (1,0, =2t) = (10t* — t + 3,0, —%) - (=1,0, —2t) = —10t* + ¢ + 1°.

Pertanto

1

1 1 1 1
/ F.dP = / F(y2(t)) - v (t) dt = / (—10t* + ¢ + %) dt = {—2#” + -2+t =4
72 -1 -1 2 41,

In conclusione si ha che

2
/rotF-ndJ: F-dP:/F~dP+/F-dP:—O—4:§.
s ) " v 3 3

. .8
La risposta corretta e 3




Versione V4

Quiz 1. IlvolumediQ:{(x,y,z)E]RB: x4+x2+3y2§z§x4+2y2+9, 22+ > 1, y§0} vale

4.
8.
2.

SVOLGIMENTO

I1 volume di €2 e
m(Q) = / ldzdydz =
Q

integrando per fili parallelli all’asse z si ottiene

x4 429249
:/ / 1dz dxdy:/ (9—:62—3/2) dx dy,
D xt+x243y? D

D:{(:c,y)E]RQ: st + 32 <at4+202 49, 22+ >1, ySO}:
:{(x,y)€R2: 1<a2?4+4%<9, y<0}.

dove

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene

m(Q):/D(Q—xQ—y2) dwdy:/D/p(Q—p2) dpdd =

con D' = [1,3] x [, 2], da cui segue

La risposta corretta e .

Quiz 2. Si considerino la superficie ¥ = {(m,y, z)€R®: z="5+4log (1 + 22 + y2), 2?42 < 4} e il campo
vettoriale F(z,y,z) = (y [z —4log (1+2° +¢%)], z[4log (1 +2” +4°) — 2], 6/22 + y2).

Il flusso di F attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

0.

167.
127
[D] 32r.
2.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =5 + 4log (1 + 2% 4+ y?), dove

K= {(z,y) e R*: 2®+y*> <4}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica

o(z,y) = (z,y,9(x,y)) = (z,y,5 + 4log (1 + 2° + ¢*)) .



Per definizione
/F-ndff:/ F(o(z,y)) - N(z,y) dz dy,
) K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse
z.

Un vettore normale a > &

0o oo g dg 3T 8y
No(xay) = %(:Cay) A 8_y(x’y) = (_a_x(xay)’_a_y(x’y)al) = <_1+IE2 +y2’ _1+$2+y2’ 1) :

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo

8x 8y
N(IE,y):NJ(IE,y): (_1+x2+y2’ _1—|—x2—|—y2’ 1)

Ne segue che

8z 8z
— 2 2 —
F(O'("E,y))N(IE,y)—F(ZE,y,5+4lOg(1+$ +?/ )) <_1+x2+y2) _1+x2+y25 1) -

_ 8x _ 8y
1+x2+y2’ 1+x2+y2’

:(5y, —5z, 6 x2+y2>-( 1>:6 2 + 12

Quindi

/F-ndaz/ F(J(m,y))-N(m,y)dmdy:/ 6y 22 + y?dady =
2 K K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:6/ pdpdd =
K/

dove K’ = [0,2] x [0, 27], e quindi si ottiene

2 1 2
= 127r/ pdp =121 [—pB] = 327.
0 3 0

La risposta corretta e @ .

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (2(ac +y), 4(y — x)) lungo la curva parametrica
v :[0,1] — R? definita da y(t) = (£* +¢, t* —t) vale

[A]4. [B]o. [C]s. [D]1. [E]2

SVOLGIMENTO

Per definizione I'integrale di linea di F' lungo v ¢ dato da

1
[Fedp= [ Fow) -
¥ 0
essendo
F(y(t)) - ~/(t) = F (£ +1t, t* —t) - (2t + 1, 2t — 1) = (4%, —8¢t) - (2t + 1, 2t — 1) = & — 12¢ + &,

si ottiene .
= / (86% — 1262 + 8t) dt = [2¢* — 4¢° + 4¢%] , = 2.
0

La risposta corretta e .




Quiz 4. Siano (zg,70) € R? e f: R? — R una funzione di classe C? tale che il suo sviluppo di Taylor centrato in
(x0,yo0) arrestato al secondo ordine &

flz,y)=1+aly — o) +b(x —x0)*> — cly —yo)> + 0 ((x —20)? + (y — yo)z) , per (z,y) — (z0,%0), con a,b,c € R.
Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

Sea=0,b>0ec<0,allora (zg,yo) € un punto di sella per f.

Sea=0,b<0ec>0,allora (xg,yo) ¢ un punto di massimo locale per f.

Sea=0,b<0ec>0,allora (xg,yo) € un punto di sella per f.

@ Per ogni a € R, se bc > 0, allora (g, yp) & un punto di sella per f.

Per ogni a € R, se b > 0 e ¢ <0, allora (z¢,y0) € un punto di minimo locale per f.
SVOLGIMENTO

Dallo sviluppo di Taylor segue che

of of o2 f O f Of
8_56(960’%) =0, 8—y($0,yo) = a, @(ﬂﬂo,yo) = 2b, a—yQ(ﬂﬂo,yo) = —2c, 920y (x0,10) = 0.

Ne segue che se a # 0 il punto (zg, yo) non é stazionario e quindi non & né di estremo né di sella per f. Quindi le
risposte @ ed sono errate.

Se a = 0, allora (¢, o) € un punto stazionario per f e in tal caso la matrice Hessiana di f in (xg,yp) €

26 0
Hf(anyO) = < 0 —2C) .

Ne segue che:

e se b<0ec>0,allora (zg,y9) € un punto di massimo locale per f;

(0, 90)

e seb>0ec>0,allora (zg,y0) & un punto di sella per f;

e se b<0ec<0,allora (zg,yp) € un punto di sella per f;
(0, yo)

e se b>0ec<0, allora (zg,y9) € un punto di minimo locale per f.

La risposta corretta ¢ .

1 o
Quiz 5. Sia a € R tale che |a| < 3 La serie Z (—=3)"a"

n=2

9 2
converge al numero a
1—-3a
converge al numero 1 .
14 3a

diverge positivamente.

1
@ converge al numero .
1—3a

converge al numero 9a*
& 1+ 3a’

SVOLGIMENTO

Si ha che



(e o]

Si tratta quindi di una serie geometrica di ragione b = —3a. Poiché la serie geometrica Z b" converge al numero
n=0
1
T e e solo se |b] < 1, ed essendo |a| < 3 si ha che | — 3a| = 3|a|] < 1, ne segue che la serie data converge e la
sua somma e
> > 1 9a?
—3a)" = —3a)" — (1 —3a) = —(1—=3a) = .
S (8ay' =3 (80— (1-80) = g - (=80 = T

La risposta corretta e .

Quiz 6. Siano Q C R? un aperto non vuoto e F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C!. Quale delle seguenti
affermazioni & corretta?

Se F ¢ indivergente, allora esiste G : 2 — R3 si classe C? tale che rotG = F in €.
Nessuna delle altre e corretta.

Se esiste G :  — R? si classe C? tale che rotG = F in Q, allora F ¢ indivergente.

@ Se non esiste G : Q — R3 si classe C? tale che rotG = F in 2, allora F non & indivergente.

Se esiste G :  — R3 si classe C? tale che rotG = F in , allora F & irrotazionale.
SVOLGIMENTO
Per la Condizione necessaria affinché un campo vettoriale ammetta potenziale vettore, se F' ammette un

potenziale vettore di classe C?, e quindi esiste G : © — R? si classe C? tale che rotG = F in €, allora F ¢
indivergente. La risposta corretta e .

Domanda 7. Si considerino l'insieme ) = {(x, y,2) € R3: 9<a?+42+22<36, z,y,2> 0} e il campo vetto-

8
riale F(x,y,z) = <ez — cosy — 8z%yz, Sxy’z +€° +sinx, Y + 9 log (wz +y? + z2)>
Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di Q7

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R3\ {(0,0,0)}, F & di classe C' su dom (f) e Q C dom (f). Per il Teorema di Gauss si
ha che

F - -ndo = / divF(x,y, z)dzdy dz,
0N Q
_oh df2 Ofs

dOVG, pOStO F= (flaf?af?»)a si ha che diVF(‘T’y’ Z) - ox (‘T’y’ Z) + 8—y(x’y’ Z) + E(‘T’y’ Z)'

16z
9(x2+y%+ 2?)

Quindi divF(z,y, z) =

. Di conseguenza

162

aQF ‘ndo = /QdivF(x,y,z)d:cdydz = /Q 92 7 1 ) dx dy dz.
Passiamo in coordinate sferiche con la colatitudine misurata dall’asse z. Si ha che
x = psinv cos
D : y = psindsin g p>0,0<9<m 0<p<2m, |detJg (p, 9, @)| = p*sin .

z = pcosv

Si ottiene che

16 16
/E)QF-nda:/QdivF(x,y,z)dxdydz:g/ﬂmdxdydz:g Q/pcosﬂsinﬂdpdﬁdap,

dove Q' = {(p,9,p) ER*: 3<p<6, 0<I<7/2, 0<¢<m/2}.

Quindi
16 ) 8 6 71'/2 )
/ F-ndo=— pcos¥sinddpdidp = —m / pdp / cos¥sinddd | =
B! 9 Jor 9 \Js 0



La risposta corretta ¢ 6.

Domanda 8. Si considerino la superficie ¥ = {(x,y, z) € RY: z2=1-—2°— y2, x>0, z> 0} e il campo vet-
toriale F(x,y,z) = (acz + 622 (x2 + y2) , 6y (ac2 + y2) +yz, Y (ac2 + y2) +z— 1>.

Quanto vale il flusso del rotore di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse z?
SVOLGIMENTO

Si ha che F & di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF-ndJ:/ F-dP.
b} ox

Osserviamo che 02 = I'y U T, dove

I‘lz{(x,y,z)eRB: 2?4+y2=1, 2=0, x>0}, FQ:{(x,y,z)ERB: z=1—y? x=0, -1<y<1}.

yA A

V2

Sy

il

Quindi

/F-dP:/F-dP+/ F - dP,
0% o4t Y2

dove 1 e 72 sono due curve parametriche che parametrizzano rispettivamente I'y e I'y in modo che 90X =T'1 UT'y
sia percorso in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale a X che deve formare un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Si ha che v : [-7/2,7/2] — R3 & 71(t) = (cost,sint,0). Quindi

/2
[ Feap= [ Foue) i
gt —7/2
dove
F(y1(¢t)) - y1(t) = F(cost,sint,0) - (—sint, cost,0) = (6 cos®t,6sin’t, costsint — 1) - (—sint,cost,0) =
= 6cos’tsint + 6sin®t cost.
Pertanto

w/2

/2 /2
F.dP == F(y (b)) -y (t)dt = / (6 cos? tsint + 6sin’ ¢ cos t) dt = [-2 cos®t + 2sin® t] oy

=4.
Y1 —7/2 —r/2 2



Inoltre si ha che 3 : [—1,1] — R3? & 7o(¢) = (0, —¢, 1 — ?). Quindi
1
[ Feap= [ Feum)
72 -1
dove
F(ya(t)) - 5(t) = F(0,—t,1 — %) - (0, -1, —2¢t) = (0,6t* —t +¢°, —¢%) - (0, -1, —2t) = —6t* + ¢ + ¢°.
Pertanto

! / ! 4 3 6 5 1 2 1 4 ! 12
/F-dP:/ F(fyg(t))-fyZ(t)dt:/ (<6t 4t 4 dt= |20y 2y Ll =12
. B B 50 T2 T, T

In conclusione si ha che

12 8
/rotF-ndJ: F-dP:/F-dP+/F-dP:4——:—.
z % " 72 5 5

. .8
La risposta corretta e 5




