Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 30/01/2025 ore 11

Versione: V1

Quiz 1. SianoR>0eE:{(z,y,z)6R3: z:2—3($2—|—y2)3/2, z® +y* < R?, yZO}.

L’integrale / Z-2 do  vale
¥ /81 (22 +y2)° +1
—%wR‘*
—ngP
3R
D] -7 R
SR

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =2 -3 (x2 + y2)3/2, dove
K = {(z,y) e R*: 2 4+ y? < R?, y>0}.
Quindi ¥ = 0(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o (x,y) = (z,v, g(z,y)) = (x, y,2—3 (ac2 + y2)3/2>.
-2

\/81 (22 +y2)% +1

Posto f(z,y,z , per definizione

z—2
/ do= [ fio = [ Jotay) Nyl dedy,
> \/81 (22 +y2)* +1 > K
do Jo
dove N(l‘,y) - %(f,y) A @($’y)
Si ha che
_ 8£ 8£ _ @ @ _ 2 2\1/2 2 2\1/2
NGo) = o) Gt = (= 52w~ ) = (90 (2 +09)"%, o0 (22 407) 1)
e quindi
[Nyl = /81 (a2 +2) + 1.
Essendo 4/ 5/
fo(ey) = f (2,5,2=3 (@2 +92)"?) = =3(2? + )",
si ha che
33 + /2
/fda— / v) '\/81(:1:2+y2)2+1d95dy:—3/ (a:2+y2)3/2 dx dy =
= \/81 (z2 +92)° +1 K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

— —3/ ptdpdd =
K/

dove K’ = [0, R] x [0, 7], e quindi si ottiene

R 117 3
= —37?/ p4 dp = —37 [5/)5] = 7R
0



La risposta corretta e .

Quiz 2. Siano f: R? = Re g: R — R due funzioni di classe C', F : R?> — R? il campo vettoriale definito da
of of
F(a,y) = <ax(-’fay) +9(lG i) =2y, Z-(z9) +g(ll(@.v)Dy + 2w> e Q= {(z,y) eR?: 4<a”+y* <9}

L’integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 orientato positivamente vale

4r.
427
207.
D] 137.
5.

SVOLGIMENTO

Sia G : R? — R? il campo vettoriale G(z,y) = ¢(||(x,y)||) (x,y). Evidentemente G & radiale. Poiché g &
continua, essendo di classe C', il campo G & continuo e quindi risulta che G & conservativo. Inoltre anche il campo
vettoriale V f & continuo e conservativo. Posto H(x,y) = (—2y, 2x), osserviamo che

F(.%',y) = Vf(x7y) + G(x,y) + H(ZC?y)'

Quindi l'integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 orientato positivamente ¢
/ F.dP = Vf-dP+ G-dP + H.-dP =
o0 o0 N oN
essendo Jf) I'unione di due circonferenze, parametrizzabili tramite curve parametriche chiuse e regolari, e i campi

V f e G conservativi, risulta che Vf-dP = G - dP =0 e quindi si ottiene
o0 onN

= H-dP =
0

applicando il Teorema di Green al campo H = (hy, ha) che & di classe C! si ha

=/Q [%}f(w,y) - %(x,y)] dr dy = /Q4d3«"dy = 4m(Q) = 20

La risposta corretta ¢ .

In alternativa l'integrale di linea di H lungo Of) orientato positivamente si puo calcolare come la somma
dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio
3 che induce su di essa un verso di percorrenza antiorario e dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica
che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio 2 che induce su di essa un verso di percorrenza orario.

162 16y
Vit 244 224244
curva parametrica 7 : [0,1] — R? definita da y(t) = (2t (4t2 -2t —1), t? — sin (Wt)) vale

[A]32. [B]4 [c]s. [D]o. [E]1se.

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (293 + — 8y> lungo la

SVOLGIMENTO
Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

%(m )= — 162y _9fh
ay Y) = (x2—|—y2+4)3/2 T O

(z,9).



Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che
of 162

—(z,y) = fi(z,y) = 20 + ——————,

e (T s ——
8y ’y 2 7y \/m y.

Integrando la prima uguaglianza rispetto a z si ha che

1
f(:z,y):/<2x+6x> dr = 22 + 16 22+ y?+4+cy),

Va2 +y? +4
dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene
16y , 16y
2 (@Y) = /=t CY) = ———= — 8y
33/( ) Va2 +y? 44 ) Va2 +y?+4

Quindi un potenziale di F su R? &

fla,y) =2 +16V22 + 12 +4— 4% +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

= dy)=-8y = cly)=-4>+k keR

/ FdP = f((1)) = f((0)) = £(2,1) — £(0,0) = 16.
:

La risposta corretta e .

Quiz 4. Sianon € N, n > 2, Q C R" un aperto non vuoto, g € 2 e f :  — R una funzione.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se f non e differenziabile in zg, allora f non e continua in xg.

Se esiste il gradiente di f in zg, allora f e continua in x.

Se f e continua in xg, allora f e differenziabile in xg.

@ Se f e differenziabile in zg, allora f ¢ continua in xg.

Se f non & continua in xg, allora non esiste il gradiente di f in zg.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale, se f e differenziabile in xg, allora f & continua in xg. La risposta
corretta e @ .

net+4
3ner

[e.e]
Quiz 5. La serie numerica Z(—l)

n=1
diverge positivamente.

converge ma non assolutamente.

¢ indeterminata.

@ diverge negativamente.
converge assolutamente.

SVOLGIMENTO

E una serie a termini di segno alterno. Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza

della serie
o0

e+ 4
:Z 3nen’

nel 4
3nenr




Si ha che

e+ 4 1 Ly
~—, n 00
3n en 3n’

o0 o0
1 o
ed essendo divergente la serie Z —, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie Z diverge e
quindi la serie data non converge assolutamente.
. et +4 . R
Studiamo ora la convergenza. Posto b, = e si ha che b, > 0 per ognin > 1, b, — 0 per n — +oc e (b,) €
ne
: . e’ +4 . e ) e’ +4r +4
decrescente. Infatti, la funzione f(z) = 3 +x definita su [1, +00) ¢ derivabile con derivata f'(x) = _Sf:— <0
e e
per ogni z > 1, da cui segue che f & decrescente su [1,4+00) e di conseguenza (b,) ¢ decrescente (in alternativa
1
si puo osservare che b, = — + e che queste due successioni sono decrescenti, da cui segue che anche (by,)

3n  3nem?

oo
e" +4
e d te). Per il Criterio di Leibniz 1 'E—l"b:E—ln
¢ decrescente). Per il Criterio di Leibniz la serie » (—1)"b, (—1) g

Quiz 6. Sia f(z,y) =5 (x2 — 4) (y2 — 9) + 1. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

converge. La risposta corretta e

n=1 n=1

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e tre punti di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale, non ha punti di minimo locale e ha quattro punti di sella.
@ La funzione f non ha punti di massimo e di minimo locale.

La funzione f ha un punto di minimo locale, non ha punti di massimo locale e ha quattro punti di sella.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
- =1 2_ - =1 2_4).
5, (@Y) =10z (y* - 9), 9 (z,y) = 10y (2* — 4)
Quindi
z(y*—9)=0 r=0, y==+3
V(z,y) =(0,0) <= — =  (2,y) =(0,0), (£2,£3).
y(x2—4):() y=0, v ==2

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:

0% f

o0x2

o°f
Oy?

0% f
2 vJ .

(z,y) =10 (y*> —9),
Quindi

-90 O 0 120 0 —120
Hf(0,0)2< 0 _40>7 Hf(273):Hf(_27_3):<120 0 )’ Hf(_Q’S)ZHf(2’_3):(—120 0 >

Ne segue che (0,0) € un punto di massimo locale per f, mentre i punti (£2,+3) sono di sella per f. La risposta

corretta e .

Domanda 7. Sia Q = {(x, y) ER?: Va2 462 <y </8— :B2}. Quanto vale 'integrale / 6y dx dy?
Q

SVOLGIMENTO



L’insieme 2 ¢ y-semplice. Infatti
r<—6, x>0

2%+ 62 >0
Viz+6br<y<v8—12 =— 8—z2>0 = —V2< <22 = 0<z <1,
2?2 +32-4<0 —-4<zr<1
e quindi si ha che
Q:{(x,y)ERQ: 0<z<1, x2+6x§y§\/8—m2}.
Applicando la formula di integrazione per gli insiemi y-semplici, si ha che
1 V8—2? lrq qv8-—a
/6yd1:dy=6/ / ydy dx:6/ [yﬂ dx =
Q 0 Va2 +6x o 127 lvezTesr
1 1
= / (8 — 22% — 6z) dx:3[8a:—x3—3:c2} =13.
0 3 0
La risposta corretta e 13.
22 =2 +y* -2, 0<2<1, >0} elil

Domanda 8. Si considerino la superficie ¥ = {(ac,y,z) eR?: (2
= (\/ 1+22 —2y(z —2)%, 2z(z —2)* +log (1 +y?), €* —sin z)

campo vettoriale F(x,y,z) =
Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a

3 che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27

SVOLGIMENTO
Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Posto I = (f1, f2, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha
che
/ F-dP:/rotF~nda,
ox P
dove per ogni (z,y,z) € R3
i j k
) 9 9 -
dy 0z -

Oz

rotF(z,y, z
2y(z —2)* 2z(z—2)*+log (1+y?) e —sinz

) =
V14 22

= (—a(z—2), —4y(z—2), 4(z — 2)2).

Dalle relazioni che definiscono X deduciamo che

z2=2+ /22 4+y?> -2 2=2— /22 +y2 -2

+y?—2
<z< — 0<z<1 = 3<z?+9y? <6
x>0 x>0 xz > 0.
Quindi la superficie 3 ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 2 — /22 4+ y? — 2, dove

K:{(m,y)€R2: 3<2?+y? <6, xZO}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = (x, Yy, 2 — /a2 +y? — 2). Ne segue che

/ F.dP = / rotF' - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
) ) K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un

vettore normale a X ¢

dg Jg
Ny(z,y) = | —=(x,y), —= ) )
( y) ( 690( y) 8y \/372“‘3/2_2 \/x2+y2_2



Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

N €T Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , ;1.
() = Nol-) Va2 +y2 -2 /22 +y2 -2
Si ha che
rotF(U(J:,y))'N(x,y):rotF(az, y,2—\/:1:2—|—y2—2>- < , Y 1] =
\/$2+y2_2 \/$2+y2_2
£ Y
= (422 +y? — 2, dy/a? +y> — 2,4 ﬂ:2—|—y2—2)- , 1] =
( \/ \/ ( ) \/m2+y2—2 \/m2+y2—2

:8(w2+y2—1).

Ne segue che

F-dP:/rotF'nda:/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dxdy:/ 8($2+y2—1) dz dy.
) b K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

/F-szS/ (x2+y2—1) d:cdyzS/ p(pQ—l) dpdv =
o% K K’

dove K’ = [/3,V/6] x [-7/2,7/2] e quindi si ottiene

:877/\/6,0(/)2—1) dp =8rm [1 (p2—1)2] = 427.
V3 4

La risposta corretta e 42m.




Versione V2

5%% oY
\/x2+y2_|_4’ \/x2+y2+4
la curva parametrica « : [0, 1] — R? definita da v(t) = <4t (5t =3t —1), 4(t* +sin(nt)) ) vale

[A]40. [B]o. [c]5. [D]10. [E] 20

Quiz 1. L’integrale di linea del campo vettoriale F'(z,y) = (32:1: + — 32y> lungo

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

)=V =Py
0y Y (22 +y2+4)%2 Oz e

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of 5z

oz Y (®:9) Vat+y?+4

of 5y

() = fao(z,y) = —32y.

ay( )= Aley) Vaz+y?+4
Integrando la prima uguaglianza rispetto a z si ha che

5T 9 3 3
fz,y) = 322 + ————=| dz = 162" + 5y/2% + y?> + 4 + c(y),
/xQ + yQ + 4

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

gy’ Vil 2 +4 Vai+y?+4

Quindi un potenziale di F su R? &

flo,y) =1622 + 522+ 42 +4—16y° + k, kcR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

-32y = dy)=-32y — c(y)=—-16y>+k, kecR.

/ FdP = [(4(1)) - f(x(0)) = f(4,4) — £(0,0) = 20.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 2. Siano f: R? = Re g: R — R due funzioni di classe C', F : R?> — R? il campo vettoriale definito da

F(z,y) = <g£(x,y) —g(l(z,y)|) = — 3y, gjyc(x,y) —g(H(w,y)ll)y+3w) eQ={(z,y) eR?: 9<a?+y? <16}.

L’integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 orientato positivamente vale

6. 427, 25m. [ D] 7. 1507.

SVOLGIMENTO

Sia G : R? — R? il campo vettoriale G(z,y) = ¢(||(x,9)||) (z,y). Evidentemente G & radiale. Poiché g &
continua, essendo di classe C, il campo G & continuo e quindi risulta che G & conservativo. Inoltre anche il campo
vettoriale V f & continuo e conservativo. Posto H(z,y) = (—3y, 3z), osserviamo che

F(x,y) = Vf(:x,y) - G($7y) + H(x,y)



Quindi l'integrale di linea di F' lungo il bordo di 2 orientato positivamente &
/ F.dP = Vf-dP — G-dP + H.-dP =
o0 o o o0

essendo 0f) 'unione di due circonferenze, parametrizzabili tramite curve parametriche chiuse e regolari, e i campi
V f e G conservativi, risulta che Vf-dP = G - dP =0 e quindi si ottiene
o0 o0

= H.dP =
[2/9]

applicando il Teorema di Green al campo H = (hq, h2) che & di classe C! si ha

8h2 8h1 . o B
/ [63: (z,y) — ay(x,y)] drdy = /QGd:J:dy = 6m(Q) = 427.

La risposta corretta e .

In alternativa l'integrale di linea di H lungo 0f) orientato positivamente si puo calcolare come la somma
dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio
4 che induce su di essa un verso di percorrenza antiorario e dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica
che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio 3 che induce su di essa un verso di percorrenza orario.

5/2

Quiz 3. SianoR>OeE:{(x,y,z)eR3: 2:4—2(x2+y2) , 22 +9? < R%, xZO}.

L'integrale / do vale
\/ 100 (22 + y?)
—%ﬂ#
2R
g
D] —%WR7
—7 RT
SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =4 — 2 (2% + y2)5/2, dove

K:{(x,y)ERQ: 2?4+ y? < R?, z>0}.

Quindi ¥ = 0(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o (x,y) = (z,v, g(z,y)) = (:B, y,4—2 (2 + y2)5/2>.
z—4

Posto f(z,y, 2)
\/100 (z2 +y2)" +1

, per definizione

z—4
/ do — / fdo = / flo(z,9)|IN(z,y)| dz dy,
E\/100(x2+y2)4+1 . "
80‘ 60'
dove N(z,y) = %(x,y) A 87/(3379)
Si ha che

oo oo 0 0
N(z,y) = 5 (x,y) A gy(:c,y) = (—&‘Z(aﬁ,y),—az(fc,y),l) = (10x (2 +y2)3/2, 10y (2? +y2)3/27 1)-



e quindi

NG, Il = /100 (22 + y2)* + 1.

Essendo 5/2 5/2
f(O'(ZL‘,y)) :f<zaya4_2($2+y2) ) = -2 (552"‘]/2) )
si ha che
5/2
/fda—_ / 55 +y) 100(x2+y2)4+1dxdy——2/ (x2+y2)5/2da;dy:
\/100 22 +y2)t 41 K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= —2/ pCdpdd =

dove K’ = [0, R] x [—-7/2,7/2], e quindi si ottiene

R 1% 2
= —27r/ pCdp=—2n [p7] =—-nR".
0 ™ o 7

La risposta corretta e @ .

Quiz 4. Sia f(z,y) =3-9 (xQ — 4) (1 — y2). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

La funzione f ha un punto di minimo locale, non ha punti di massimo locale e ha quattro punti di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e tre punti di sella.

@ La funzione f non ha punti di massimo e di minimo locale.

La funzione f ha un punto di massimo locale, non ha punti di minimo locale e ha quattro punti di sella.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
5 (@Y — 18z (1-97), oy (©:¥) =18y (22 —4).
Quindi
z(1-9%)=0 r=0, y==+1
Vi(z,y)=(0,0) <= — — (x,y) =(0,0), (£2,£1).
y(m274):0 y=0, x ==£2

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:

o f ) 2 f
oa? Ve o

O f

(r,y) =18 (x2 — 4) ,

(z,y) = 36zy.

Quindi

H(0,0) = (‘38 _072>, Hy(2,1) = Hp(-2,-1) = <702 702>, Hp(—2,1) = Hp(2,—1) = (_072 _072>.

Ne segue che (0,0) ¢ un punto di massimo locale per f, mentre i punti (+2,41) sono di sella per f. La risposta

corretta ¢ -

4qn — 3n

Quiz 5. La serie numerica Z(—l)" T

n=1



¢ indeterminata.

converge ma non assolutamente.

diverge negativamente.
@ diverge positivamente.

converge assolutamente.

SVOLGIMENTO

E una serie a termini di segno alterno. Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioé la convergenza
della serie

o0 o
qn — gn qn — gn
I L _
nzl( ) nZ4n 41 ;n24”+1
Si ha che
4qn — 3n
PErTE R A
ed essendo convergente la serie Z ! er il Criterio del confronto asintotico anche la serie Z 73n converge
8 n2’ P n?4n +1 &

n=1

e quindi la serie data converge assolutamente. La risposta corretta e .

Quiz 6. Sianon € N, n > 2, 2 C R” un aperto non vuoto, g € Q e f : 2 — R una funzione.

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se f non & continua in xg, allora non esiste il gradiente di f in xg.

Se f non e differenziabile in g, allora f non e continua in x.

Se f e differenziabile in z, allora esiste il gradiente di f in xo.

@ Se f non e differenziabile in g, allora non esiste il gradiente di f in xg.

Se esiste il gradiente di f in g, allora f & continua in xg.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale, se f e differenziabile in xq, allora esiste il gradiente di f in zg. La

risposta corretta e .

Domanda 7. Sia () = { x,y) € R?: 324+6y<z</8—y } Quanto vale 'integrale / 12z dx dy?

Q
SVOLGIMENTO
L’insieme 2 & z-semplice. Infatti
y*+6y >0 y<—6,y>0
ViP+by<z<B8-y2 = {8_42>0 = {-2V2<y<2y/2 = 0<y<l1,
y? +3y—4<0 —4<y<l1

e quindi si ha che
Q:{(m,y)ERQ: 0<y<1, \/y2+6y§$§\/8—y2}.

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi z-semplici, si ha che

1 \/8—y2 1rq 8—y
/ 12z dx dy = 12/ / xdr | dy = 12/ [wz] dy =
Q 0 \J\/y*+6y o 12 ] /rey

1 1
2
:6/ (8 —2y* — 6y) dy:6[8$—3y3—3y2} = 26.
0



La risposta corretta e 26.

Domanda 8. Si considerino la superficie > = {(z,y, 2)eR?: (z-22=22+42-3, 0<2<1, y> O} e il
1 1
campo vettoriale F(z,y,z) = <\/ 24 22— §y(z —2)?, §x(z —2)? + log (2+ y2), e® — cos z).

Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a
3 che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27
SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' ¢ di classe C! su R3. Posto ' = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha

che
/ F-dP:/rotF~nda,
0% b))

dove per ogni (z,y,z) € R3

i ; k
0 el Js]
I'OtF(x,y, Z) = or oy oz - (_x(z - 2)7 —y(Z - 2)7 (Z - 2)2) .
1

V2422 — Ly(z—2)? Ja(z—2)2+log (2+y%) € —cosz

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

(z—2)2=a2*+y* -3 2=2+ /a2 +y2 -3 z2=2—/224+y2 -3
0<z<1 — 0<z<1 — A<+ <7
y=0 y=>0 y>0

Quindi la superficie 3 ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 2 — /22 4+ y? — 3, dove

K={(z,y) eR?: 4<2®+¢y* <7, y>0}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(x,y) = (x, Y, 2 — \/m) Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo —/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
) ) K

dove N(z,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ ¢

([ Oy dg B x Y
Na(xvy) - <_a$(m7y)7 _aiy(xuy% 1) - <\/1‘2—|—y2 _37 \/x2 +y2 _37 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. X Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(z-9) (z-9) Vet y? =3 o2 +y2 -3

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (:B, Yy, 2 — Va2 +y?— 3) . ( < Y , 1) =

\/x2+y2—4’ Va2 +y? —4

:(w\/x2+y2—4,y\/:v2+y2—4,:v2+y2—3>-( * y 1):

V242 =3 ol 2 =3
=222 + 2% — 3.

Ne segue che

/ F-dP—/rotF-nda—/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzvdy—/ (23:2+2y2—3) dz dy.
o% by K K



Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

/ F.dP:/ (22* 4 2y — 3) d:vdy:/ p(20° —3) dpdv =
0% K !

dove K’ = [2,1/7] x [0, 7] e quindi si ottiene
VT 1 N VT
:71/ p (2% —3) dp:ng(zp?—g)] = 12m.
2 2

La risposta corretta ¢ 127.




Versione V3

Quiz 1. Siano f : R? - Re g : R — R due funzioni di classe C', F : R? — R? il campo vettoriale definito da

F(z,y) = (g‘i(x,y) + (I, 9)l) = — gy, g‘;(x,y) + (I, 9y + ;x> eQ={(z,y) eR?: 4<a?+y* <9}

L’integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 orientato positivamente vale

657. 6. 13r. [ D] 257. 5.

SVOLGIMENTO

Sia G : R? — R? il campo vettoriale G(z,y) = g(||(z,9)|) (z,y). Evidentemente G & radiale. Poiché g &
continua, essendo di classe C!, il campo G & continuo e quindi risulta che G & conservativo. Inoltre anche il campo
vettoriale V f & continuo e conservativo. Posto H(z,y) = (—%y, %:c), osserviamo che

Quindi l'integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 orientato positivamente e
/ F-dP = Vf-dP+ G-dP+ H.-dP =
o0 o0 o0 o0

essendo Jf) I'unione di due circonferenze, parametrizzabili tramite curve parametriche chiuse e regolari, e i campi

V f e G conservativi, risulta che Vf-dP = G - dP = 0 e quindi si ottiene
o0 onN

= H-dP =
applicando il Teorema di Green al campo H = (hy, ha) che & di classe C! si ha
h h
= /Q [aa;(x,y) — %yl(x,y)] drdy = /QSda: dy = 5m(Q) = 257.

La risposta corretta e @ .

In alternativa l'integrale di linea di H lungo 0f) orientato positivamente si puo calcolare come la somma
dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio
3 che induce su di essa un verso di percorrenza antiorario e dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica
che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio 2 che induce su di essa un verso di percorrenza orario.

Quiz 2. Sia f(z,y)=2-7 (m2 — 9) (y2 — 4). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

La funzione f non ha punti di massimo e di minimo locale.

La funzione f ha un punto di massimo locale, non ha punti di minimo locale e ha quattro punti di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e tre punti di sella.

@ La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

La funzione f ha un punto di minimo locale, non ha punti di massimo locale e ha quattro punti di sella.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che o7 of



Quindi

z(y*—4)=0 r=0, y==+2
Vi(z,y) =(0,0) <= — = (2,9) = (0,0), (£3,+2).
y(z2—=9)=0 y=0, z==+3

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:

*f
0z2

o*f 2 0% f
a—yz(:v,y)——lél(m -9), 900y

(z,y) =14 (3/2 —4), (x,y) = —28xy.

Quindi

56 0 0 —168 0 168
Hy(0,0) = < 0 126)’ Hy(3,2) = Hy(=3,-2) = <—168 0 ) Hy(=8,2) = Hy(3,-2) = <168 0 >

Ne segue che (0,0) ¢ un punto di minimo locale per f, mentre i punti (£3,+2) sono di sella per f. La risposta

corretta e .

n€"+5
4n en

o0
Quiz 3. La serie numerica Z(—l)

n=1
diverge negativamente.
E € indeterminata.
diverge positivamente.
@ converge assolutamente.

converge ma non assolutamente.

SVOLGIMENTO

E una serie a termini di segno alterno. Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza

della serie
n=1

dnen
n=1

n€t+5
4n em

(1)

Si ha che

e"+5 1 Ll
~— n 00
4dn e™ 4dn’

e +5
4n en

o0 o0
1
ed essendo divergente la serie E —, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie E diverge e
n

n=1 n=1
quindi la serie data non converge assolutamente.

n
)
Studiamo ora la convergenza. Posto b, = %, si ha che b, > 0 per ognin > 1, b, — 0 per n — +oc e (b,) €
ne
T4+ 5 T4+ 5 )
¢ T definita su [1, +00) ¢ derivabile con derivata f'(z) = —% <0
x?e
per ogni z > 1, da cui segue che f & decrescente su [1,+00) e di conseguenza (b,) ¢ decrescente (in alternativa
1
i puc he b, = —
si puo osservare che by, = -~ + Tnon N

¢ decrescente). Per il Criterio di Leibniz la serie Z(—l)" by, = Z(—l)

n=1 n=1
:

decrescente. Infatti, la funzione f(z) = -
ze

e che queste due successioni sono decrescenti, da cui segue che anche (by,)

ne"+05
4n en

converge. La risposta corretta e

16 16
Quiz 4. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (83: — Y ) lungo

z y _'Qy
Vei+yr+4 Ja?+y?+4

la curva parametrica v : [0, 1] — R? definita da y(t) = (t2 +sin (), 2t (4t — 2t — 1) ) vale

8.



B —4.
—16.
D] o.

—32.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F = (f1, f), si ha che

O (g yy=— 22y 9N
oy Hy= (22 4+ y2 + 4)%/2 = 9z Y

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of 16z

a_ ’ - ’ - 8 D e S

5p (L Y) = filz,y) =8z R

of 16y

—(z,y) = fa(z,y) = ——F———=—= — 2.

8y( )= Aley) 2 +y?+4
Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

16z 9
f(z,y) = 8r — ———| do = 42" — 16/ 22 + y2 + 4 + c(y),
V2 +y2+4

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene
16y

of , 16y
—(z,y) = ——F—=——=+c¢ =2
oy Y I () vt Y

Quindi un potenziale di F su R? &

fz,y) =42* —16y/22 + 92 +4—y> +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

— dy)=-2y = cly)=-v*+k keR

[ F-ap = 16 - 560) = 702 - 1(0.0) = ~16

La risposta corretta e .

Quiz 5. Sianon € N, n > 2, 2 C R” un aperto non vuoto, g € Q e f : 2 — R una funzione.

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se esiste il gradiente di f in g, allora f € continua in xg.

Se f non e differenziabile in g, allora f non e continua in x.

Se f non e continua in xg, allora non esiste il gradiente di f in z.
@ Se f e differenziabile in zg, allora f & continua in xg.

Se f & continua in xg, allora f e differenziabile in xg.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale, se f e differenziabile in xg, allora f & continua in zy. La risposta
corretta e

3/2

Quiz 6. SianoR>OeE:{(x,y,z)€R3: z=7+3(x2+y2) , 22 +y? < R%, ySO}.



L’integrale do  vale

/ z—T
= \/81 (22 +92)* +1
SR
7 R°.
o .
3
@ g’ﬂ'RE].
SR
SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =7+ 3 (2% + y2)3/2, dove
K ={(z,y) eR?: 2% +94? < R? y<0}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o : K — R3¢ la superficie parametrica o (x,y) = (z,v, g(z,y)) = (:c, ¥, 7+ 3 (3:2 + y2)3/2).

z—1T

Posto f(z,y,2) =
\/81 (22 +y2)* +1

, per definizione

z—1T
/ do = / fdo = / F(o (@ w)IIN (2, )] da dy,
E\/81(332+y2)2+1 > K
dove N(a,y) = 57 (5.9) A 5 (0,1).
Si ha che
_ aﬁ @ _ @ @ _ 2 2\ 1/2 2 2\1/2
N(e) = G ) A 5o = (=52 =S ) = (<00 (22 402)", —oy (2 +49)"7, 1)
e quindi
ING,9)| = /81 (22 + 2 + 1.
Essendo 5/ 4/
f(U(w,y)):f<:r,y,7+3(:v2+y2) / ) =32+ y2)",
si ha che
x + 3/2
/fda—S/ y -\/81(m2+y2)2+1dxdy:3/ (x2+y2)3/2dmdy:
\/81 (22 +12)? + 1 K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= 3/ ptdpdd =
K/

dove K’ = [0, R] x [, 27], e quindi si ottiene

R 1% 3
:371/ ptdp =3n [p‘r’} =7 RS
0 5" 1o 5

La risposta corretta e @ .

Domanda 7. Sia () = {(x, y) € R?: Va?+4r<y<+6-— :1:2}. Quanto vale I'integrale / 6y dx dy?
Q



SVOLGIMENTO

L’insieme 2 ¢ y-semplice. Infatti
22 +4x>0 r<—4, x>0
Vil tde <y<vV6-22 = {6-22>0 — { V6<uz
2?2 4+22-3<0 -3<z<1

e quindi si ha che
Q:{(m,y)€R2: 0<z<1, x2+4m§y§\/67x2}.

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi y-semplici, si ha che

1 \/W 1 1 6—x2
/6ydxdy:6/ / ydy dx:G/ [yﬂ dx =
Q 0o \Jvaziiz o 127 lverram
1 9 1
:3/ (6 — 22% — 4z) dx:3[6x—3x3—2x2} = 10.
0

0
La risposta corretta e 10.

Domanda 8. Si considerino la superficie ¥ = {(:U,y,z) eR?: (2-2%=a22+4+42-1, 0<2<1, z< 0} e il
campo vettoriale F(z,y,z) = ( 3422 —y(z —2)%, z(z—2)* —log (3+y?), sinz — ez).

Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a
3 che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27
SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Posto F' = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha

che
/ F-dP:/rotF'nda7
o% by

dove per ogni (z,y,z) € R3

i j K
9 9 9 2
l“OtF(.%',y, Z) = ox oy 0z = (—21’(2’ - 2)7 —2y(2’ - 2)7 Q(Z - 2) ) :

V3+a22—y(z—2)? 2(z—2)?—log (3+y?) sinz—e*

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

(=22 =2 +y* -1 p=24 /22 +y2 - 1 O S gy
0<z<1 e 0<z<1 — 2< 2?2 +4%2 <5

<0 z <0 xz <0.
Quindi la superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 2 — \/22 + y? — 1, dove

K:{(x,y)e]RQ: 2 < a2 +y? <5, :U§0}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = (m, Yy, 2 — /a2 +y? — 1). Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dx dy,
) by K

dove N(x,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

[ Oy dg B x Y
Na(x7y) - <_ax(w7y)7 _@(xay)v 1> - <\/33'2+y2 — 2a \/CCQ +y2 _27 1> .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.




.1 € Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(@) (@) VaZ4+y? =2 a2 $y2 -2

Si ha che
z Y
rotF(o(z,y)) - N(x,y) = rotF (l‘, Y, 2 — 2%+ y? — 1) . , 1
VaZ4y? =2 Jx2 y2 -2
:<2x\/x2+y2—1,2y\/x2+y2—1,2(x2+y2—1))- < , Y 1] =
Vg2 —1 /a2 +y2 -1

=2 (227 +2y° - 1).
Ne segue che
/ F.dP = / rotF' -ndo = / rotF(o(z,y)) - N(z,y) dedy = / 2 (22% +2y* — 1) dady.
0% by K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

/F-dP:2/ (2x2+2y2—1) dwdy:2/ p(2p2—1) dpdy =
o% K

dove K" = [v/2,V/5] x [Z,37] e quindi si ottiene
Ve 1 . V5
= 27‘(’/ p (2p2 — 1) dp =27 [ (2p2 — 1) ] = 187.
V2 8 V2

La risposta corretta e 18.




Versione V4

Quiz 1. SianoR>OeE:{(x,y,z)6R3: z:5+2(x2—|—y2)5/2, 22 +y? < R?, xSO}.

z—5

/ \/100 22 +y2)!

L’integrale da vale

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =5+ 2 (x2 + y2)5/2, dove

K = {(:c,y) eR?: z?+44y? < R, xg()}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o : K — R3¢ la superficie parametrica o (x,y) = (z,v, g(z,y)) = (m, Y, +2 (m2 + y2)5/2>.
zZ—35
\/100 (z2 +y2)* +1

z—35
do= | fdo= [ flo(,y))IN(z,y)|dzdy,
/E\/100(x2+y2)4+1 /E /K

Posto f(z,y,2) =

, per definizione

Oo Oo
dove N(.ﬁU,y) - %(x,y) A Fy(x7y)
Si ha che
do do 0 0 3/2 3/2
N(,y) = 50 () A 50 (y) = ( o2 (). aj(x,w,l) = (<102 (@2 +47)", <10y (22 +97)"*, 1),
e quindi
ING )l = /100 @ +42)" +1.

Essendo 5o <)o

flo(z,y) =f (:v,y,5+2(932+y2) / ) =222 +42)",
si ha che

5/2

-\/100(x2+y2)4+1d$dy:2/ (x2+y2)5/2 dx dy =
0(z2+y2)*+1 K

/fda—Q/ \/le —I—y

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= 2/ pCdpdd =
Kl

dove K' = [0, R] x [r/2,(3/2)7], e quindi si ottiene

R 1% 2
= 27‘(’/ pSdp =2n [,07} = -1 R".
0 "l 7

La risposta corretta ¢ .



Quiz 2. Siano f: R? - Re g: R — R due funzioni di classe C', F : R?> — R? il campo vettoriale definito da

Fe) = (G = olle e = g e = ollenlhy+ o) e@ = (o) B 5 952?442 <16},

L’integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 orientato positivamente vale

6.
| B] 497
7.
(D] 1757.
257.

SVOLGIMENTO

Sia G : R? — R? il campo vettoriale G(z,y) = g(||(z,y)|) (z,y). Evidentemente G & radiale. Poiché g &
continua, essendo di classe C', il campo G & continuo e quindi risulta che G & conservativo. Inoltre anche il campo
vettoriale V f & continuo e conservativo. Posto H(x,y) = (—%y, %x), osserviamo che

F(.T,y) = Vf(x,y) - G(:E,y) —I—H(.’L‘,y)

Quindi l'integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 orientato positivamente &
/ F-dP = Vf-dP— G-dP + H.-dP =
[2/9) o0 o0 o0

essendo Jf) I'unione di due circonferenze, parametrizzabili tramite curve parametriche chiuse e regolari, e i campi
V f e G conservativi, risulta che Vf-dP = G - dP = 0 e quindi si ottiene
o0 onN

= H.-dP =

applicando il Teorema di Green al campo H = (hy, ho) che & di classe C! si ha

= /Q [%}f(m’,y) - ((Z;l(x,y)] drdy = /Q7da: dy = Tm(Q) = 497.

La risposta corretta e .

In alternativa l'integrale di linea di H lungo 0f) orientato positivamente si puo calcolare come la somma
dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio
4 che induce su di essa un verso di percorrenza antiorario e dell’integrale di linea di H lungo una curva parametrica
che parametrizza la circonferenza di centro (0,0) e raggio 3 che induce su di essa un verso di percorrenza orario.

B _ gn

o
. 3. L . . _1 n_- -
Quiz a serie numerica Z( ) n25n 4+ 2

n=1

diverge positivamente.
E ¢ indeterminata.

diverge negativamente.
@ converge assolutamente.

converge ma non assolutamente.

SVOLGIMENTO



E una serie a termini di segno alterno. Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioé la convergenza

della serie -

5 _ gn 5 _ gn
)| = —_.
Z( ) n25m + 2 Zn25”—|—2
n=1 n=1
Si ha che
5 — 4"
n2hn 2 n2’ mteo
00 [e's) n_4n
ed essendo convergente la serie Z o per il Criterio del confronto asintotico anche la serie Z YT converge

n=1 n=1

e quindi la serie data converge assolutamente. La risposta corretta e @ .

Quiz 4. Sianon € N, n > 2, QQ C R” un aperto non vuoto, g € Q e f : £ — R una funzione.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se f non e continua in xg, allora non esiste il gradiente di f in zg.

Se f non e differenziabile in g, allora f non & continua in x.

Se f e differenziabile in zg, allora esiste il gradiente di f in xp.

@ Se f non e differenziabile in g, allora non esiste il gradiente di f in xg.

Se esiste il gradiente di f in g, allora f & continua in xg.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale, se f e differenziabile in x(, allora esiste il gradiente di f in zg. La

risposta corretta e .

5x B oY
\/x2+y2+47 \/x2+y2+4
la curva parametrica v : [0,1] — R? definita da v(t) = (4 (¢ —sin (nt)), 4t (5t — 3t —1) ) vale

—10. |B]o. —20. [D] —4o0. —5.

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F'(z,y) = (32:(} — — 32y> lungo

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

O (pyy=— 2 O
oy (22 4924+ 4)%2  O0x 777

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

af S5z

—(z,y) = filz,y) = 3220 — —F————,

oY) @) Vat+y?+4

of oY

—(z,y :f2 T,y :———32y

8y( )= Aloy) Va2 +y? 44
Integrando la prima uguaglianza rispetto a z si ha che

T 9 5 3
flz,y) = 32 — ————=—=| do = 162" — 5y/2% + y®> + 4 + c(y),
/.7]2 +y2 +4

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of

(2,y) =~V () =
gy Va?+y?+4

-32y = /dy)=-32y = c(y)=—-16y*+k, kcR.

%
Va2 +y?+4



Quindi un potenziale di F su R? &
f(z,y) = 162> —5y/22 +y2 +4—16y° + k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che
[ F-dp = £0(1) = £6(0) = £(4,0) - £0,0) = ~20.
.

La risposta corretta e .

Quiz 6. Sia f(z,y) =11 (1 — x2) (y2 — 4) + 7. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

La funzione f non ha punti di massimo e di minimo locale.

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e tre punti di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

@ La funzione f ha un punto di minimo locale, non ha punti di massimo locale e ha quattro punti di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale, non ha punti di minimo locale e ha quattro punti di sella.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
97 _ 2 _ 97 _ _ 2
oY) — 220 (v —4), oy (©¥) =22 (1-27%).
Quindi
z(y*—4)=0 r=0, y==+2
Vi(z,y) =(0,0) <= — = (2,9) = (0,0), (£1,+2).
y(1—2?)=0 y=0, z==1

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:

0> f 2 0> f 2 0% f
=-922(1* -4 =22(1—- = —44xy.
Quindi
88 0 0 —88 0 88

Ne segue che (0,0) ¢ un punto di minimo locale per f, mentre i punti (£+1,+2) sono di sella per f. La risposta
corretta e @ .

Domanda 7. Sia Q = {(x, Y) ER?: 244y <z <6-— yQ}. Quanto vale I'integrale / 12z dx dy?
Q

SVOLGIMENTO
L’insieme §2 & z-semplice. Infatti
y* +4y >0 y<—4,y>0
Vi+ay<z<y6—y2 = {6-42>0 = ~V6<y<v6 = 0<y<l,
y?+2y—3<0 —3<y<1

e quindi si ha che

Q:{(x,y)ERQ: 0<y<1, \/y2+4y§$§\/6—y2}.



Applicando la formula di integrazione per gli insiemi z-semplici, si ha che

1 \6—y2 1rq 6—y
/ 12z dxdy = 12/ / xdr | dy = 12/ |:£L'2:| dy =
Q 0 Vy?+ay 0 L2 VP ray

1
:6/ (6—2y2—4y) dy:6[6x—y3—2y2} = 20.
0

La risposta corretta e 20.

Domanda 8. Si considerino la superficie ¥ = {(x,y, 2)eRY: (z-22 =22 +9%—4, 0<2<1, y< O} e il
campo vettoriale F(z,y,z) = (\/4 + 22 —y(z —2)%, z(z—2)% —log (4 + y2), cos z — ez).

Quanto vale 'integrale di linea di F' lungo il bordo di 3 orientato positivamente rispetto al versore normale a
> che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27
SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C* su R3. Posto F' = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha

che
/ F-dP:/rotF-nda,
0% b

dove per ogni (z,y,z) € R3

j k
— 9 9 9 _ 2
I‘OtF(.’E,y, Z) - oz Oy 0z - (_21‘('2 - 2)7 —2y(2 - 2)7 2(2 - 2) ) :

Va+a? —y(z—2)? z(z—-2)%+1log(4+y?) cosz—e*

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

(z—2)?=2%+y* -4 2=2+4/22+y? -4 2=2— 22+ y? -4
0<z<1 — 0<z2<1 == 5<a?4+y%<8
y=0 y<0 y < 0.

Quindi la superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 2 — /22 + y? — 4, dove

K:{(:U,y)GRQ: 5<az?+4y% <8, yg()}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = (a:, Yy, 2 — /a2 +y? — 4). Ne segue che

/ F-dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(x,y) dx dy,
% b K

dove N(x,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ ¢

_( 9g dg B x Yy
Na(x’y) - (_am(xay)v _aiy(xay)v 1) - <\/x2+y2 _45 \/1:2 +y2 _4) 1> .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.- X Yy
uindi N(z,y) = Ny(z,y) = , ;1.
@ @) @) (\/x2+y24 VaZ+y? —4 )

Si ha che

rotF(o(xz,y)) - N(x,y) = rotF (ZL‘, Y, 2 — Va2 +y?— 4) . ( < Y , 1) =

\/x2—|—y2—4’ V242 —4

:<2x\/x2+y2—4,2y\/x2+y2—4,2(1‘2+y2—4)>-< < J ,1):

\/x2+y2_4’ Va2 +y? —4



:4(x2+y2—2).

Ne segue che

F-dP—/rotF-ndJ—/ rotF'(o(z,y)) - N(z,y) dacdy—/ 4(x2+y2—2) dx dy.
% b K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

/F-dP:4/ (a;2+y2—2) dxdy:él/ p(p2—2) dpdv =
% K '

dove K’ = [v/5,v/8] x [r,27] e quindi si ottiene

:477/\/§p(p2—2) dp =4m [1 (p2—2)2] = 27T.
NG 4

La risposta corretta e 277.




