Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 15/09/2025 ore 17

Versione: V1

Quiz 1. Siano Q = R3\ {(0,0,0}, F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C! e conservativo e G : Q@ — R? un
campo vettoriale di classe C! e radiale. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Per ogni (z,y, z) € Q si ha che rotF(z,y, 2) = rotG(x,y, z) = (0,0,0).
Esiste ¢ € R tale che F(x,y,2) — G(x,y, z) = ¢ per ogni (z,y, z) € .
Nessuna delle altre e corretta.

@ Esiste (z,y, z) € 2 tale che rotF(z,y, z) # rotG(z,y, 2).

Per ogni (z,y,z) € Q si ha che rotF(z,y, z) = rotG(z,y, z) # (0,0,0).

SVOLGIMENTO

Poiché F & di classe C! su § e conservativo, allora ¢ irrotazionale. Inoltre, essendo G radiale e di classe C! su
Q, quindi anche continuo, anch’esso ¢ conservativo e quindi irrotazionale. La risposta corretta ¢ .
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Quiz 2. La serie E T
n=1 —+2
n

converge ad un numero negativo.

converge a zero.
diverge positivamente.

@ converge ad un numero positivo.

diverge negativamente.

SVOLGIMENTO

Poiché n? < n? per ogni n > 1, la serie & a termini positivi, e quindi converge ad un numero positivo oppure
diverge positivamente.

1 1 1
Essend0—3:0<—2> per n — +o00 e — = 0(2) per n — +oo si ha che
n n n
1 -1"
_2+( 3)
n n
L~ —, n—+4o0.
1 2n?
~+2

oo
Poiché la serie armonica generalizzata E — converge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data converge.
n
n=1

La risposta corretta e @ .

Quiz 3. Si considerino il campo vettoriale F(x,y, z) = (wy6 + 62 +4y° — 2z, 62 + 4y° — 2ty — 2, 42® + 4y2) e
la superficie © = {(z,y,2) € R*: z=6a" + 4% 2> +y* <4, y > 0}.

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z, vale

167. 8. 1—??71'. @ %m 4.



SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 62* + 4y%, dove
K ={(z,y) eR?: 224+ y% <4, y>0}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (x,y,6m4 + 4y6).
Si ha che
/EF ‘ndo = /KF(J(x,y)) - N(z,y) dzdy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse
z.

Un vettore normale a ¥ in o(z,y) &

Oo do 0 0
Na‘(x’y) = %(:p’y) A a_y(xay) = <_8_i(x’y)a _8_z(xay)’ 1> = (_24":635 _24-y5a 1) :

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo
N(w,y) = No(z,y) = (~242°, —24°, 1)

Ne segue che
F(O-(‘T’y)) ’ N('T’y) =F (:c,y,6x4 +4y6) ’ (—24IE3, —24?/5, 1) =
= (:cyG, —zty, 422 +4y2) . (—24303, —244°, 1) = 422 + 492,
Quindi

2 1 12
/F-ndaz4/ (m2+y2) d:cdy:4/ pgdpdﬁzllw/ pddp = 4n [—p4] = 16m7.
> K K'=[0,2]x[0,7] 0 4"

La risposta corretta e .

1
3% dx dy dz vale

Quiz 4. SiaQ:{(x,y,z)ERgz Vaz+y? —4<z< 36—x2—y2}. L’integrale/

Q

4r.

1287
6dr.
[D] 16m.
32,

SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che

1 1
/—zdxdydz:—/ pzdpdddz,
02 2 Joy

dove Q' & I'insieme dei (p, 9, z) € R3 tali che

V2 —4<2< /36— p?

VP2 —4<2<4/36—p? VP2 —4<2<4/36—p?
2<p<6

p=>0 = = 2<p<V20
p?—4<36—p?

0<¥ <27 0<9<27
0<v¥<2m




Ne segue che

[ etraya =L [ prapana /m /de .
—zdraydz = = pzap Z=T P zdz p =
02 2 Jo 2 =1

V20 1 ) V20
:71'/ p(20—p2) dpzw[—— (20—,02) ] = 647.
2 4 2
La risposta corretta e .
. . 2 . . 2 2 . 62 62f
Quiz 5. Siano f : R* — R una funzione di classe C* e (xg,y0) € R* tali che W(xo,yo) = q, W(xo,yo) =0e
T Yy
82
axéfy (zo0,y0) = b, con a,b € R.

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
Se a = b =0, allora (xg,y0) € un punto di sella per f.
Sea>0eb=0, allora (zg,y0) € un punto di minimo locale per f.
Per ogni a € R e per ogni b # 0 il punto (xg,yo) ¢ di sella per f.
@ Se a < 0eb=0, allora (zg,yp) ¢ un punto di massimo locale per f.
Nessuna delle altre e corretta.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, il punto (xg, yo) non & detto che sia stazionario, e quindi se non ¢ stazionario
non puo essere né di estremo locale né di sella.

1
A titolo d’esempio, si consideri la funzione f(x,y) = §ax2 + y* + bay e il punto (zg, o) = (1,0).
Per questo punto sono soddisfatte le ipotesi e V f(xo,y0) = (a,b).
Se a # 0 il punto non & stazionario e quindi non e né di estremo locale né di sella.

Se a = b = 0, allora ¢ stazionario, ma f(z,y) = y* ed & un punto di minimo assoluto.

Quiz 6. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y,z) = (x +y, * —y, 3z) lungo la curva parametrica
7y 1 [0,27] — R3 definita da v(¢) = (sint — cost, sint + cost, 2t) vale

[A] 127.
1272,
2472,
[D] 0.

[E] 24r.

SVOLGIMENTO
Si puo procedere in due modi.

Primo modo. Per definizione 'integrale di linea di F' lungo ~ € dato da

2
/F -dP = / F(y(t)) -9/ (t) dt.
o 0
Essendo +/(t) = (cost +sint, cost —sint, 2) per ogni t € [0, 27|, si ha che
vVt € (0,27 : F(y(t)) -+ (t) = F (sint — cost, sint+ cost, 2t) - (cost + sint, cost — sint, 2) =

= (2sint, —2cost, 6t)- (cost +sint, cost —sint, 2) =



— 4sintcost 4 2sin®t — 2cos® t + 12¢,

si ottiene che

21 27
/F -dP = F(y(t) -/ (t)dt = / (4sintcost + 2sin*t — 2cos® t + 12t) dt =
ol 0 0

27
= [2sin2t+t—sintcost —t— sintcost+6t2]0 = 2472,

La risposta corretta e .

Secondo modo. Si osserva che F' & conservativo. Infatti, F' & di classe C! su R3 che & semplicemente connesso
e inoltre & anche irrotazionale. Quindi per la condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C'! risulta essere
conservativo.

Un potenziale di F su R3 ¢

1 1 3
f(z,y,2) = 5562 — §y2 +zy + 522.

Per la proprieta dell’integrale di linea di un campo conservativo si ha che l'integrale di linea di F' lungo v ¢

/ F-dP = [(7(2r)) — f(1(0) = F(~1,1,4m) — f(~1,1,0) = 24x°.

3 3
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y) = <4xy2 + T—SQ’ 8a?y + TEZP) e l'insieme
1
Q:{(x,y)eRQ: 2?4 y? > 1, x2+1y2§1, x>0, yZO}.
Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R%\ {(0,0)} e che F & di classe C* su dom (F). Inoltre Q C dom (F). Posto F = (fi, fa),
per il Teorema di Green si ha che

ap= [ (22 2N .
/aQF dP_/Q<6x (z,y) oy (x,y)) dx dy /QSxydxdy.

YA
Osserviamo che {2 € un insieme y-semplice. Infatti,
2
Q:{(m,y)€R2: 0<z<1, 1—x2§y§2\/1—x2}.
Ne segue che Q
1
1 2/ 1—a2
/ F-dP:/8xyd:cdy:8/x / ydy | de =
o0 Q 0 1—x2
1 1 2] ) >
:12/x(1—x2)d:c:12 ——(1-2%)"| =3. 0 1 z
0 4 0
In alternativa, passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che
/ 8zy dr dy = 8/ p? cos ¥ sin ¥ dp d,
Q o
dove € & dato dalle relazioni
2., .2 2>1
vty >1 Pz 5
1 9 9 1., 1<p< ———
(x,y) €eQ = ;C2+Zy2§1 = p° | cos 79—|—Zs1n79 <1l = V14 3cos? ¢
0<9<m/2

r=>0, y=>0 p>0,0<9<m7/2



< 2
V14 3cos?

/2 -2
F-dP:S/ pgcosﬁsinﬂdpdﬁ:8/ cos ¥ sin (/ 1+3C082ﬁP3dl)> dy =
o0 Q/ 0 1

Quindi Q’:{(p,ﬁ)ERQ: 0<d9<m/2 1<p } Ne segue che

w/2 —2 w/2
= 8/ cos ¥ sin Fp‘l] FEcost o dy = 2/ cos ¥ sin ¥ [Lz — 1] dy =
0 4" ]y 0 (14 3cos?9)
w/2 : w/2
:2/ [M—cosﬁsinﬁ} dﬁ:Q[%—lsinzﬂ} =3.
0 (1+ 3cos2) 3(143cos?d) 2 0

La risposta corretta ¢ 3.

1
Domanda 8. Sia W = {(x,y,z) eER?: 22 4+9%<36, (z—3)24+9>>9, >0, 0<2< ny}
Quanto vale il volume di W?

SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che il volume di W &

1y 1
m(W):/Wldxdydz:/D</04 1dz> dxdy:/Dnydxdy,

dove D = {(z,y) e R*: 2® +y> <36, (z—3)* +y*>9, 2 >0, y >0}.

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che

1 1 3 . y A
m(W)= | —zydedy = - p° cos ¥ sind dp did,
b4 1/
6
dove D’:{(p,ﬁ)eRzz 0<9<7/2, 6cosﬁ§p§6}. Ne segue
che D
1 1 w/2 6
m(W) = —/ 0 cosﬁsinﬁdpdﬁ—/ cos ¥ sin v (/ 0 dp> dy =
4 / 4 0 6 cos ¥
1 7'('/2 1 6 1 7'('/2
= —/ cos¥sind | ~p* dy = —/ cosﬂsinﬁ(64—64cos419) dy =
4 0 4 6 cos 16 Jo .
= 81/ (cosﬁsinz? — cos® ¥sin 19) dy = 81 [5 sin? 9 + G cos® 19] = 27.
0 0

La risposta corretta e 27.

In alternativa l'integrale doppio su D si puo calcolare con la formula di integrazione sugli insiemi y-semplici,
perché D si puo scrivere come

D:{(x,y)eRQ: 0<z<6, 9—(x—3)2§y§\/36—x2}.




Versione V2

o0 —+3
. . n
QulZ 1. La serie 22 w
n= J—

n2 n3

converge ad un numero positivo.
converge a zero.
diverge negativamente.
@ diverge positivamente.
converge ad un numero negativo.
SVOLGIMENTO

Poiché n? < n? per ogni n > 1, la serie ¢ a termini positivi, e quindi converge ad un numero positivo oppure
diverge positivamente.

1 1 1
Essendo — :0<—2> per n — +0o e — = 0(3) per n — +0o0 si ha che
n n n
1
—+3 )
n
1 (_1)n~3n, n — +00.
w2 T
o

Poiché la serie Z n? diverge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data diverge. La risposta corretta &

Quiz 2. Si considerino il campo vettoriale F(x,y,z) = (:cy4 + 428 + 6y* — 2, 42% + 6y* — 2By — 2, 422 + 4y2) e
la superficie ¥ = {(x,y,z) eR3: z=425+6y* 22 +42<9, > 0}.

n=1

Il flusso di F' attraverso 3, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z, vale

127
3.
277.
[D] 367
8l

SVOLGIMENTO
La superficie X & il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 42° + 6y*, dove
K ={(z,y) eR?: 22 +¢% <09, x>0},
Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (x,y,4:c6 + 6y4).
Si ha che
/EF ‘ndo = /KF(J(x,y)) - N(z,y) dzdy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse
z.

Un vettore normale a ¥ in o(z,y) &

Oo do 0
Na‘(x’y) = %(:p’y) A a_y(xay) = (_8_i(x’y)a _8_y(x’y)’ 1) = (_24":65’ _24-y35 1) :



Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo
N(fI,',y) = NJ(xvy) = (_24‘7’57 _242137 1) .

Ne segue che
F(o(z,y)) - N(z,y) = F (2,y,42° + 6y") - (—242°, —24¢°, 1) =
= (:cy4, —25y, 422 +4y2) . (—24305, —24y3, 1) = 422 + 492,
Quindi

3 1 3
/F-ndaz4/ (m2+y2) d:cdy:4/ pgdpdﬂzllw/ pddp = 4n [—p4] = 8lm.
> K K'=[0,3]x[—7 /2,7 /2] 0 4"

La risposta corretta e .

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y,z) = (x +y, x —y, —3z) lungo la curva parametrica
7 :[0,27] — R3 definita da (¢) = (sint + cost, sint — cost, —2t) vale

—1272. — 2472, 0. [D] —24r. —12m.

SVOLGIMENTO
Si puo procedere in due modi.

Primo modo. Per definizione 'integrale di linea di F' lungo ~ € dato da

LF-dP _ /0% Fy(t) -+ (1) dt.

Essendo v/(t) = (cost — sint, cost — sint, —2) per ogni t € [0, 27], si ha che
vt € [0,2n] : F(y(t)) -+ (t) = F (sint + cost, sint — cost, —2t) - (cost —sint, cost +sint, —2) =
= (2sint, 2cost, 6t)- (cost —sint, cost +sint, —2) =
— 4sintcost — 2sin’ ¢t + 2cos’ t — 12¢,

si ottiene che

21 27
/F -dP = F(y(t)) -4/ (t)dt = / (4sintcost — 2sin*t + 2cos® t — 12t) dt =
o7 0 0

27
- [2s1n2t—t+sintcost+t+sintcost—6t2]0 — _94r2.

La risposta corretta e .

Secondo modo. Si osserva che F' & conservativo. Infatti, F' & di classe C! su R? che & semplicemente connesso
e inoltre & anche irrotazionale. Quindi per la condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C' risulta essere
conservativo.

Un potenziale di F su R3 e
1 5, 1, 3 5

f(xvyvz):§x —§y —|—xy—§z.

Per la proprieta dell’integrale di linea di un campo conservativo si ha che l'integrale di linea di F' lungo -y €

[ Fdp = £0(2m) = £(0)) = F(1, -1 ~4) - F(1,-1,0) = ~247%
:

Quiz 4. Siano 2 = R3\ {(0,0,0}, F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C! e radiale e G : Q — R? un campo
vettoriale di classe C'! e conservativo. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?



Esiste (z,y, z) € Q tale che rotF(z,y, z) # rotG(z, y, 2).

Nessuna delle altre e corretta.

Esiste ¢ € R tale che F(z,y,2) — G(x,y, z) = ¢ per ogni (x,y, z) € (.

@ Per ogni (x,y, z) € Q si ha che rotF(z,y, z) = rotG(z,y, z) # (0,0,0).

Per ogni (z,y,z) € Q si ha che rotF(z,y, z) = rotG(z,y,z) = (0,0,0).
SVOLGIMENTO

Poiché G ¢ di classe C! su 2 e conservativo, allora ¢ irrotazionale. Inoltre, essendo F' radiale e di classe C! su
), quindi anche continuo, anch’esso € conservativo e quindi irrotazionale. La risposta corretta & .

Quiz 5. Sia ) = {(x,y, 2)eRY: Vo242 —4<2< /16— 22 — yz}. L’integrale / 3z dx dy dz vale
Q

27r.
3.

54,
[D] 187.
1087

SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che

/3zdxdydz:3/ pzdpdddz,
Q o4

dove Q' & l'insieme dei (p, 9, 2z) € R3 tali che

V2 —4<2<4/16 — p? - VR —4<2<4/16 — p?

2<p<4
p>0 = — 2 < p <10
p? —4 <16 — p?
0<9<2nm 0 <9 < 2m.
0<9<27
Ne segue che
V10 \/16—p?
3zdacdydz:3/ pzdpdt?dz:67r/ ) / zdz | dp =
/Q Q 2 v/ p2—4
V10 1 ) V10
:67r/ p (10 — p?) dp = 67 [—Z(lO—pQ) ] = 54.
2 2

La risposta corretta e .

2

Quiz 6. Siano f : R? — R una funzione di classe C? e (g, o) € R? tali che %(mo,yo) =0,
T

f

0xdy

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

(xo,y0) = b, con a,b € R.

Sea>0eb=0, allora (zg,y0) & un punto di minimo locale per f.
Nessuna delle altre e corretta.
Se a = b =0, allora (zg,y0) € un punto di sella per f.

0% f
8—y2($0,y0) =ac



@ Se a < 0eb=0, allora (zg,yp) ¢ un punto di massimo locale per f.
Per ogni a € R e per ogni b # 0 il punto (z,yo) ¢ di sella per f.
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, il punto (xg, yo) non & detto che sia stazionario, e quindi se non ¢ stazionario
non puo essere né di estremo locale né di sella.

1
A titolo d’esempio, si consideri la funzione f(x,y) = xt + an2 + bxy e il punto (xo,y0) = (0,1).
Per questo punto sono soddisfatte le ipotesi e V f(xo,y0) = (b, a).

Se a # 0 il punto non & stazionario e quindi non e né di estremo locale né di sella.

Se a = b = 0, allora ¢ stazionario, ma f(z,y) = 2* ed & un punto di minimo assoluto.

7 7
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y) = <6xy2 — wa 1022y — %) e l'insieme
Yy x
1
Q:{(x,y)eRQ: 2?4 y? > 1, §x2+y2§1, x>0, yZO}.
Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R%\ {(0,0)} e che F & di classe C* su dom (F). Inoltre Q C dom (F). Posto F = (fi, fa),
per il Teorema di Green si ha che

. = %x —%x rdy = zy dx
/BQF dP—/Q(ax(,y) ay(,y))d dy /Q8yd dy.

Osserviamo che §2 & un insieme y-semplice. Infatti,

Q:{(x,y)eRQ: 0<y<1, \/1—y2§x§3\/1—y2}.

YA

Ne segue che 1

1 3¢/1—y2
F-dP:/8xydxdy:8/ Y xdx | dy = Q
o0 Q 0 \V 1—y?

1 @] 1 3 T

:32/01y(1—y2) dy = 32 [—3(1—952)2} -3,

0

In alternativa, passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che

/8:cydxdy:8/ p? cos ¥ sin ¥ dp d,
Q Q

dove ' & dato dalle relazioni

2
2y >1 Pzl o 3
1 SPS
(x,y) e = %x2+y2§1 == p2<5005279+sin219>§1 = V1 + 8sin? 9
0<v<m/2

>0, y=>0 p>0,0<9<m7/2

/1 + 8sin?29

/2 —
/ F-dP:S/ p3cosv9$in79dpd19:8/ cos ¥ sin ¥ (/ 1+8Sm”p‘%lp) dy =
o0 o 0 1

w/2 1 7% /2
= 8/ cos ¥ sin [Zpﬂ Y g = 2/ cos ¥ sin ¢
0 1 0

Quindi Q’:{(p,ﬂ)ERQ: 0<v9<m/2, 1<p< 5 } Ne segue che

8t =
(1+ 8sin? )




81 1 2
—5 — Zsin?9 = 8.
16 (1+881n 79) 2

81 cos ¥sin ¥
(1+ 8sin? )

ﬂ/2
/
0

La risposta corretta ¢ 8.

— cosz?sim?] dg =2 [—

Domanda 8. Sia W = {(z,y, 2) eR?: 224+ <16, 22 +(y—2)>>4, y>0, 0 <z < 3wy}

Quanto vale il volume di W?
SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che il volume di W &

3xy
m(W)z/Wld:I:dydzz/D(/O 1dz> dxdyz/D?)xyd:l:dy,

doveD:{(x,y)ERZ: 22492 <16, 22+ (y—2)2 >4, >0, y >0}

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che

m(W) :/ 3ry drdy = 3/ p° cos ¥ sind dp dv, vl
D D’
dove D' = {(p,ﬁ) eR?: 0<9¥<7/2, 4sind < p< 4}. Ne segue
che
/2 4
m(W):3/ p3cos19$in19dpd793/ cos ¥ sin ¥ (/ p3dp) d =
D’ 0 4sind

/2 1 4 3 /2
= 3/ cos ¥ sin 1 [—p4] dy = —/ cos ¥ sin 1 (44 — 4*gin* 19) dy =
0 4 4sind 4 0

/2 1 1 /2 0] 4 x
= 192/ (cos 9 sind — cos 9 sin® 19) dd =192 [5 sin? 9 — 6 sin® 19] = 64.
0 0
La risposta corretta e 64.

In alternativa I'integrale doppio su D si puo calcolare con la formula di integrazione sugli insiemi x-semplici,
perché D si puo scrivere come

D={(@y eR: 0<y<a VI6—(y—2 <z </16- 47},




Versione V3

Quiz 1. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y,z) = (z+ vy, * —y, 2z) lungo la curva parametrica
7y :[0,27] — R3 definita da (t) = (sint — cost, sint + cost, 3t) vale

1272,
36m2.
367
[D] .

127

SVOLGIMENTO
Si puo procedere in due modi.

Primo modo. Per definizione 'integrale di linea di F' lungo ~ € dato da

2
/F~dP:/ F(y(t)) -9/ (t) dt.
¥ 0

Essendo +/(t) = (cost +sint, cost —sint, 3) per ogni t € [0, 27|, si ha che
vVt € (0,27 : F(y(t)) -+ (t) = F (sint — cost, sint+ cost, 3t)-(cost +sint, cost —sint, 3) =
= (2sint, —2cost, 6t) - (cost +sint, cost —sint, 3) =
= 4sintcost + 2sin®t — 2cos? t + 18t,

si ottiene che

21 27
/F -dP = / F(y(t)) -/ (t)dt = / (4sintcost + 2sin*t — 2cos® t + 18t) dt =
vy 0 0

27
= [2sin2t+t—sintcost —t— sintcost+9t2]0 = 3672.

La risposta corretta e .

Secondo modo. Si osserva che F' & conservativo. Infatti, F' & di classe C'! su R? che & semplicemente connesso
e inoltre & anche irrotazionale. Quindi per la condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C'! risulta essere
conservativo.

Un potenziale di F su R3 e

1 1
f(zyy,2) = 5902 — §y2 + zy + 22,

Per la proprieta dell’integrale di linea di un campo conservativo si ha che l'integrale di linea di F' lungo -y €

/ F.dP = f(4(2m)) — f(7(0)) = f(~1,1,6m) — f(~1,1,0) = 367>,
:

Quiz 2. Sia Q = {(m,y, ) ERY: Valty?—16<2< /36— 22 — y2}. L’integrale / 22 da dy dz vale
Q

5. 1007 257, [D] 2007. 50m.

SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che

/2zdxdydz:2/ pzdpdddz,
Q Q



dove Q' & I'insieme dei (p, 9, z) € R3 tali che

V2 —16 < 2 < /36 — p?

VP2 —16 < 2 < 4/36 — p? VP2 —16 <z < /36 — p?
4<p<6

p>0 — — 4<p <26
p? — 16 < 36 — p?

0<9<2r 0<9<2m.

Ne segue che
V26 \/36—p?
2zdacdydz:2/ pzdpdﬁdz:élﬂ/ 1) zdz | dp =
/Q o 4 Vp2-16

V26

V26 1 )
= 47'r/ p (26 — p?) dp = 4r [_Z (26 — p?) } = 1007
4 4

La risposta corretta e .

L ="
. . n2  nd
Quiz 3. La serie Z T
n=1 — 4+ 4
n

diverge negativamente.
diverge positivamente.
converge ad un numero positivo.

@ converge ad un numero negativo.

converge a zero.

SVOLGIMENTO

Poiché n? < n? per ogni n > 1, la serie & a termini positivi, e quindi converge ad un numero positivo oppure
diverge positivamente.

1 1 1
Essendo — = o <—2> per n — +o00 e — = 0(4) per n — +oo si ha che
n n n

o
Poiché la serie armonica generalizzata E — converge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data converge.
n
n=1

La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano Q = R3\ {(0,0,0}, F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C! e conservativo e G : @ — R? un
campo vettoriale di classe C! e radiale. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

Per ogni (x,y, z) € Q si ha che rotF(z,y, z) = rotG(z,y, z) # (0,0,0).
Esiste (z,y, z) € Q tale che rotF(z,y, z) # rotG(z, y, 2).
Esiste ¢ € R tale che F(x,y,z) — G(x,y,2) = ¢ per ogni (x,y,z) € Q.
@ Per ogni (z,y, z) € Q si ha che rotF(z,y, z) = rotG(x,y, z) = (0,0,0).
Nessuna delle altre e corretta.

SVOLGIMENTO



Poiché F & di classe C'! su § e conservativo, allora ¢ irrotazionale. Inoltre, essendo G radiale e di classe C! su
Q, quindi anche continuo, anch’esso ¢ conservativo e quindi irrotazionale. La risposta corretta ¢ @ .

Quiz 5. Si considerino il campo vettoriale F(x,y,z) = (6304 + 498 — 2y® — 2, 62t + 4y° + 2ty — 2, 822 + 8y2) e
la superficie ¥ = {(x,y,z) ER3: z=6x"+495 22 +9° <4, y < 0}.

Il flusso di F' attraverso 3, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z, vale

167
32m.

SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 62* + 4y%, dove
K ={(z,y) eR?: 22447 <4, y<0}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (x,y,6x4 + 4y6).
Si ha che
/EF ‘ndo = /KF(J(x,y)) - N(z,y) dzdy,

dove N(z,y) ¢ un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse
z.

Un vettore normale a ¥ in o(z,y) &

do do 0 0
No‘(x’y) = %(:p’y) A a_y(xay) = <_8_i(x’y)a _8_z(xay)’ 1> = (_24':63’ _24-y5a 1) :

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo
N(fI,',y) = NJ(xvy) = (_241'3, _242157 1) .

Ne segue che
F(O-(‘T’y)) ’ N('T’y) =F (SC,y,6IE4 +4y6) ’ (—24IE3, —24?/5, 1) =
= (—xy6, zty, 822 —|—8y2) . (—24.%'3, —24y°, 1) = 8z2 + 82,
Quindi

2 1 2
/F-ndaz8/ (x2+y2) dxdy:8/ p3d,od19:87r/ p®dp = 8n [—p4] = 327.
5 K K'=[0,2]x [r,27] 0 4" |y

La risposta corretta e .

2 82
Quiz 6. Siano f : R? — R una funzione di classe C? e (g, y0) € R? tali che W(xo,yo) =a, W(xo,yo) =0e
x y
O f
0xdy

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

(xo,y0) = b, con a,b € R.

Sea>0eb=0, allora (zg,y0) ¢ un punto di minimo locale per f.

Se a < 0eb=0, allora (zg,yo) € un punto di massimo locale per f.



Nessuna delle altre e corretta.

@ Se a =b =0, allora (x0,y0) € un punto di sella per f.

Per ogni a € R e per ogni b # 0 il punto (xg,yo) ¢ di sella per f.
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, il punto (xg, yo) non & detto che sia stazionario, e quindi se non ¢ stazionario
non puo essere né di estremo locale né di sella.

1
A titolo d’esempio, si consideri la funzione f(x,y) = §ax2 + y* + bay e il punto (zg, o) = (1,0).
Per questo punto sono soddisfatte le ipotesi e V f(zo,y0) = (a,b).
Se a # 0 il punto non ¢ stazionario e quindi non ¢ né di estremo locale né di sella.

Se a = b = 0, allora ¢ stazionario, ma f(z,y) = y* ed & un punto di minimo assoluto.

) )
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y) = 8xy? + %, 162y + % e l'insieme
¢ +y e +y
1
Qz{(x,y)eRQ: Py 21 2+t < w20, yzo}.
Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0)} e che F & di classe C'! su dom (F). Inoltre Q2 C dom (F). Posto F = (fi, f2),
per il Teorema di Green si ha che

Of2 of1
F-dP:/ (— z,y ——:c,y) d:cdy:/16xydxdy.
o Q 590( ) 8y( ) Q

YA
Osserviamo che §2 & un insieme y-semplice. Infatti,
2
Q:{(m,y)€R2: 0<z<1, 1—x2§y§2\/1—x2}.
Ne segue che Q
1
1 2v/1—22
/ F~dP:/16xyd:cdy:16/ x / ydy | de =
o0 Q 0 V1—1z2
1 1 o1 ‘ >
:24/x(1—x2)dx:24 ——(1-2%)"| =6. o 1 z
0 4 0
In alternativa, passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che
/ 16y dx dy = 16/ p? cos ¥ sin ) dp did,
Q Q
dove € & dato dalle relazioni
2., .2 2>1
2?2 >1 p* > 5
1 2 2 1 .5 l=<p= L 200220
(x,y) €eQ = 2?+oyi<1 = p°lcos®d+ —sin“Y | <1 = V1+ 3cos? v
4 = 4
0<9<m/2
20, y=0 p>0,0<9<7/2

<2
V14 3cos?

/2 2
/ F.-dP= 16/ p? cos ¥sind dp di) = 16/ cos ¥ sin (/V“B“’S” p3dp> 4 =
00 / 0 1

Quindi Q’:{(p,ﬁ)€R2: 0<d9<m/2, 1<p } Ne segue che



w/2 —2 w/2
= 16/ cos ¥ sin 1 [1,04] HE oo dy = 4/ cos ¥ sin ) [LQ — 1] dy =
0 4" | 0 (14 3cos? )

w/2 : /2
= 4/ [—16 cos Jsin 792 — cos ¥ sin 19] dy =4 [—8 T 1SiH2 19] = 6.
0 (1 + 3cos2 ) 3(14+3cos?29) 2

La risposta corretta e 6.

1
Domanda 8. Sia W = {(:I:,y,z) eER?: 22 4+9%<36, (z—3)24+9>>9, >0, 0<2< gmy}

Quanto vale il volume di W?
SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che il volume di W &

1y 1
m(W)z/Wld:I:dydzz/D</03 1dz> dxdyz/Dg.’z:yda:dy,

doveDz{(x,y)eRQ: 22 4+9y? <36, (-3 4+y2>9, >0, y > 0}.

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che

1 1
m(W)z/ —xydrdy = —/ 02 cos ¥ sind dp dd, y
b3 3/,
6

dove D' = {(p,ﬁ) eER?: 0<¥< m/2, 6cos < p< 6}. Ne segue
che

1 5 ‘ 1 w/2 ) 6 5
m(W) == p° cos v sind dp di— cos ¥ sin ¢ p>dp ) di =

3 / 3 0 6 cos ¥

1 7'('/2 1 6 1 7T/2
= —/ cos ¥ sin) [—p‘l] dy = — cos ¥ sin (64 — 6% cos® 19) dy =
3 Jo 4 6 cos 12 Jo

\J

1 /2 Ol

71‘/2 1
= 108/ (cos¥sin® — cos® ¥sinv?) d) = 108 [5 sin? 9 + G cos® 19] = 36.
0
La risposta corretta e 36.

In alternativa l'integrale doppio su D si puo calcolare con la formula di integrazione sugli insiemi y-semplici,
perché D si puo scrivere come

D:{(:I:,y)ERZ: 0<z <6 9—(:1:—3)2§y§\/36—:1:2}.




Versione V4
Quiz 1. Sia Q = {(w,y, 2) R : a2+ 92 —16 <2< /32— 22— y2}. L’integrale / zdz dy dz vale
Q
. 8. 167. [D] 32n. 64.

SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che

/zd:cdydz:/ pzdpdddz,
Q Qf

dove Q' & I'insieme dei (p, 9, z) € R3 tali che

VP2 =16 <2 <4/32—p?
VP2 =16 <2< 4/32 — p? VP2 =16 < 2 < /32 — p?
4<p<V32
p>0 = = 4<p< V24
p? —16 < 32 — p?
0<d¥<2m 0<d<2m.
0<Y9<27r

Ne segue che

V24 \/32—p2
zdxdydz:/ pzdpdﬂdz:%r/ P / zdz | dp =
/Q o 4 Vp?—16

V24

(24— p2)2] — 32,

V18
:27r/ p(24—p2)dp:27r[—
4 4

La risposta corretta e @ .

1
4

Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y,z) = (r +vy, x —y, —2z) lungo la curva parametrica
71 [0,27] — R3 definita da v(¢) = (sint + cost, sint —cost, —3t) vale

—1272.
BJo.
—12
—36.
—3672

SVOLGIMENTO

Si puo procedere in due modi.

Primo modo. Per definizione I'integrale di linea di F' lungo v & dato da

2T
[Feap= [T F6@) A @
¥ 0

Essendo v/(t) = (cost — sint, cost — sint, —3) per ogni t € [0, 27], si ha che
vt € [0,2n] : F(y(t)) -+ (t) = F (sint + cost, sint — cost, —3t) - (cost —sint, cost +sint, —3) =

= (2sint, 2cost, 6t)- (cost —sint, cost +sint, —3) =
= 4sintcost — 2sin’ ¢t + 2cos? t — 18t,



si ottiene che

2 2
/F -dP = F(y(t) -4/ (t)dt = / (4sintcost — 2sin*t + 2cos® t — 18¢) dt =
o 0 0

Towin2y gt . ; 2] a2
= |2sin“t —t+sintcost +t+sintcost — 9t 0 = 3677

La risposta corretta e .

Secondo modo. Si osserva che F & conservativo. Infatti, F ¢ di classe C! su R? che & semplicemente connesso
e inoltre & anche irrotazionale. Quindi per la condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C' risulta essere
conservativo.

Un potenziale di F su R3 e
Lo 1,

f(x,y,2) = 52° = 5y +zy — 2%

Per la proprieta dell’integrale di linea di un campo conservativo si ha che l'integrale di linea di F' lungo v ¢

/ F-dP = f(3(2n)) — f(4(0)) = f(1,~1,~6m) — f(1,~1,0) = —36x2,
:

2 82
Quiz 3. Siano f : R? — R una funzione di classe C? e (g, y0) € R? tali che W(xo,yo) =0, W(xo,yo) =ae
T Y
0% f
0xdy

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

(zo0,y0) = b, con a,b € R.

Sea <0eb=0,allora (zg,yp) ¢ un punto di massimo locale per f.

Nessuna delle altre e corretta.

Se a>0eb=0, allora (zg,yo) € un punto di minimo locale per f.

@ Per ogni a € R e per ogni b # 0 il punto (zg,yo) ¢ di sella per f.

Se a =b =0, allora (xp,y0) € un punto di sella per f.
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, il punto (xg, yo) non & detto che sia stazionario, e quindi se non ¢ stazionario
non puo essere né di estremo locale né di sella.

1
A titolo d’esempio, si consideri la funzione f(x,y) = xt + §ay2 + bxy e il punto (xo,y0) = (0,1).

Per questo punto sono soddisfatte le ipotesi e V f(xo,y0) = (b, a).
Se a # 0 il punto non & stazionario e quindi non e né di estremo locale né di sella.

Se a = b = 0, allora ¢ stazionario, ma f(z,y) = 2* ed & un punto di minimo assoluto.

1
00 —+5
. . n
QulZ 4. La serie E 17(_1)71
n=2 —
n?2 n3

diverge positivamente.

converge ad un numero positivo.

converge a zero.

@ converge ad un numero negativo.

diverge negativamente.



SVOLGIMENTO

Poiché n? < n? per ogni n > 1, la serie & a termini positivi, e quindi converge ad un numero positivo oppure
diverge positivamente.

1 1 1
Essendo — =0 | — | per n = 400 e — = 0(5) per n — 400 si ha che
n3 n2 n

o0
Poiché la serie Z n? diverge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data diverge. La risposta corretta &

:

Quiz 5. Siano 2 = R3\ {(0,0,0}, F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C! e radiale e G : Q — R? un campo
vettoriale di classe C'! e conservativo. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

Esiste (z,y, z) € Q tale che rotF(z,y, z) # rotG(z, y, 2).

Per ogni (x,y, z) € Q si ha che rotF(z,y, 2) = rotG(z,y, z) = (0,0,0).
Per ogni (z,y,z) € Q si ha che rotF(z,y, z) = rotG(z,y, z) # (0,0,0).
@ Nessuna delle altre € corretta.

n=1

Esiste ¢ € R tale che F(x,y,z) — G(z,y, z) = ¢ per ogni (z,y, z) € §).
SVOLGIMENTO

Poiché G & di classe C! su e conservativo, allora ¢ irrotazionale. Inoltre, essendo F radiale e di classe C! su
Q, quindi anche continuo, anch’esso ¢ conservativo e quindi irrotazionale. La risposta corretta ¢ .

Quiz 6. Si considerino il campo vettoriale F(x,y,z) = (4306 + 6yt — xy? — 2, 428 + 6yt + 2By — 2, 822 + 8y2) e
la superficie ¥ = {(x,y,z) eR3: z=425+6y* 22 +42<9, = < 0}.

Il flusso di F' attraverso 3, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z, vale

54,
1627.
3.

[D] 24.
72m.

SVOLGIMENTO
La superficie X & il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 42° + 6y*, dove
K={(z,y) eR*: 2 +y*> <9, 2<0}.
Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(z,y)) = (z,y,425 + 6y*).
Si ha che
/EF ‘ndo = /KF(U(:c,y)) - N(z,y) dz dy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ in o(z,y) che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse
z.

Un vettore normale a ¥ in o(z,y) &

Oo do 0
Na‘(x’y) = %(:p’y) A a_y(xay) = (_8_i(x’y)a _8_y(x’y)’ 1) = (_24":65’ _24-y35 1) :



Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi consideriamo
N(w,y) = No(z,y) = (~242, —243°, 1)

Ne segue che
F(o(z,y)) - N(z,y) = F (z,y,42° + 6y") - (—242°, —249°, 1) =
= (—xy4, x6y, 82 +8y2) . (—24305, —24y3, 1) = 822 + 8y2.
Quindi

3 1 13
/F-nda:8/ (m2+y2) d:cdy:8/ p3dpd19:87r/ pddp = 8n [—p‘l} = 1627.
> K K'=[0,3]x[r/2,(3/2)7] 0 4" 1y

La risposta corretta e .

9 9
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y) = (3:cy2 — 27x 2 i ) e l'insieme
x

T2 ry = 22+ o2
1
Q:{(x,y)€R2: 2?4 y? > 1, §x2+y2§1, x>0, yZO}.
Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di €2 percorso in verso antiorario?

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R%\ {(0,0)} e che F & di classe C* su dom (F). Inoltre Q C dom (F). Posto F = (fi, fa),
per il Teorema di Green si ha che

. = %x —%x rdy = zy dx
/BQF dP—/Q(ax(,y) ay(,y))d dy /Q4yd dy.

Osserviamo che §2 & un insieme y-semplice. Infatti,

YA
0={@yeR: 0<y<1, Vi—yZ <z <3V/I- 47}
Ne segue che 1
1 3y/1-y2
émF-dP:/Qllxydxdy:ZL/O y(/m xdm) dy = 0
1 1 21 (0] 1 3 ::c
:16/0 y(l—yQ)dy:16[—Z(1—x2)} =4.

0

In alternativa, passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che
/ 4oy dx dy = 4/ p° cos 9sin ) dp dv,
Q o

dove ' & dato dalle relazioni

2 4+y?>1 = 3
1 1<p<————
(r,y) € = %x2+y2 <1 = 0> (§COSQ79+SH1219) <]l = V' 1+ 8sin? ¢
0<v<m/2

20, y=0 p>0,0<9<m/2

~ \/1+4 8sin?¥

/2 4
/ F-dP:4/ pBCosﬁsinﬁdpdﬂ:ZL/ cos ¥ sin ¥ </V1+Bsm”p3dp> i) =
oN / 0 1

3
Quindi Q’:{(p,ﬁ)ERQ: 0<9<7/2, 1<p< } Ne segue che



81

w/2 —3 w/2
= 4/ cos ¥ sin ) [1,04] et dy = / cos¥sint | —————
0 4 0 (1+8sin? )

1
w/2
-,

La risposta corretta e 4.

_1] a0 =

81 cos I sin ¥ . 9
(1 + 8sin 19)

16 (1 + 8sin®v) 2 =4

81 1 r/?

— cosﬁsinﬁ] dd = [—
0

3
Domanda 8. Sia W = {(:I:,y,z) ER?: 22492 <16, 2?2 +(y—2)?>4, y>0,0<2< §:I:y}

Quanto vale il volume di W?
SVOLGIMENTO

Integrando per fili paralleli all’asse z si ha che il volume di W &

3y
m(W)z/Wld:Edydzz/L;(/o 1dz> dxdyz/D;a:yd:z:dy,

doveDz{(x,y)eRQ: 22 4+y? <16, 22+ (y—2)2 >4, >0, y > 0}.

N

Passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che

m(W)z/ gxydxdyzg/ p% cos ¥ sin dp dd, y
D D’

dove D' = {(p,ﬁ) eER?: 0<¥< w/2, 4siny < p < 4}. Ne segue
che

w/2 4
m(W) = ;/lp?’cosﬁsinﬁdpdﬁ: ;/0 cosﬁsinﬁ([1 ,03d,0) dg = 2

sin ¥

3 w/2 1 4 3 w/2
= —/ cos ¥ sin ) [—p‘l] dy = —/ cos ¥ sin ) (44 — 44sin? 19) dy =
2 0 4 4sind 8 0

= 96/ (cos J¥sin ¥ — cos 9 sin® 19) dd = 96 [5 sin? 9 — 6 sin® 19} = 32.
0 0
La risposta corretta e 32.

In alternativa l'integrale doppio su D si puo calcolare con la formula di integrazione sugli insiemi z-semplici,
perché D si puo scrivere come

D:{(x,y)eRQ: 0<y<4, \/16—(y—2)2§x§\/16—y2}.




