Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 11/06/2025 ore 14

Versione: V1

Quiz 1. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione g : [-m,7) — R
o

definita da g(x) = 23 — 7%z e per ogni n € N, n > 1, siano b, i coefficienti di Fourier di f. La serie Z bi

n=1
converge a 7T6.
converge a %WG.

converge a %WG.

@ converge a iﬂ‘ﬁ
105

diverge.

SVOLGIMENTO

Per I'identita di Parseval si ha che

/_ |f(2))? dz = 27al +7TZ (a2 +02).

n=1

Poiché g e dispari anche f e dispari e quindi i coefficienti a,, della serie di Fourier di f sono zero, per ogni n € N.
Ne segue che 'identita di Parseval diventa

/ F@)Pde == 82,
-r n=1
da cul si ricava che
1 s
2 _ 2
Str=1 [ @l
n=1 T
Essendo |f|? pari si ha che

[irpar= [" @ - ar =2 [ @0 - dr =

—T

& 1 2 1 T 9 4 2 16
= 2/0 (ac6 A 7T4x2) dr =2 [?aﬂ — g7r2x5 + §7r4x3} . = ?7'(7 — 57r7 + §7T7 = ﬁw7.

Quindi

™

> 1 1
St=1 [ If@Pde= o
T 105

—T

La risposta corretta e .

Quiz 2. Sia F: R3\ {(1,2,3)} — R?® un campo vettoriale di classe C! indivergente ma non solenoidale, e siano
¥ e S due superfici chiuse e diverse che sono i bordi rispettivamente di due aperti con bordo D e V di R? che
contengono il punto (1,2, 3).

Indicati con Iy, e Ig i flussi uscenti di F rispettivamente dal bordo di D e dal bordo di V', quale delle seguenti
affermazioni e corretta?

[A] I # Is = 0.
[B] Is = Is # 0.
[C] Is=1s=0.
[D] 0=1Ix # Is.



[E] Iz # Is con Iy # 0 e I # 0.

SVOLGIMENTO
La risposta corretta ¢ .

Senza perdita di generalita possiamo supporre che il punto (1,2, 3) sia il punto (0,0,0). Il campo F' ¢ indiver-
gente ma non solenoidale e il suo dominio non ¢ stellato (altrimenti F' avrebbe potenziale vettore e quindi sarebbe
solenoidale dato che per ipotesi & indivergente). Quindi esiste almeno una superficie chiusa 7 C R\ {(0,0,0)}
tale che il flusso di F' attraverso T non ¢ zero. Evidentemente T deve essere il bordo di un aperto con bordo W
che contiene (0,0,0), perché, se non contenesse (0,0,0), allora T sarebbe contenuta in un sottoinsieme stellato di
R3\ {(0,0,0)} e quindi F ristretto a questo insieme avrebbe potenziale vettore e quindi sarebbe solenoidale e di
conseguenza il flusso di F' attraverso 1" sarebbe zero.

Consideriamo il flusso uscente di F' da T = 0W (analogamente si procede nell’altro caso).

Proviamo che esiste una palla di centro (0,0,0) e raggio
r tale che il flusso uscente di F' dal bordo di questa palla
coincide con quello uscente di F' da T = oW.

Poiché W = W U OW & un insieme limitato, esiste 0
r > 0 tale che W C B,(0,0,0). Denotiamo con S,

la superficie sferica di centro (0,0,0) e raggio r, ovvero

Sy = 0B,(0,0,0).

Sia Q = B,.(0,0,0) \ W. Evidentemente 092 = S, UT e

(0,0,0) ¢ Q. Quindi 2 C R?\ {(0,0,0)} = dom (F).

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso

uscente di F' dal bordo di 2, che & 'unione di S, orienta-

ta secondo il verso uscente da B,.(0,0,0) e di T orientata

secondo il verso entrante in W, e

Ns

/ F-ndU:/ F-ndo+ F-ndaz/divF(m,y,z) dxdydz =0
o0 St T Q) N——

da cui segue che

F-ndo=— F -ndo,
g =

ed essendo
F-ndaz—/ F - ndo,
T+ -

/ F-ndU:/ F - ndo,
i T+

dove S, indica S, orientata secondo il verso entrante, S;" indica S, orientata secondo il verso uscente, T~ indica
T orientata secondo il verso entrante, 7" indica T orientata secondo il verso uscente.

si ottiene che

Poiché il flusso uscente di F' da T'= OW non & zero, si ha che

F-ndo # 0.
St

Ripetendo lo stesso ragionamento fatto sopra per S, e T', prima con S al posto di 1" e poi con X al posto di T, si

ottiene che
/ F-ndaz/F-ndJ:/F-nda#O.
S;F S by

Concludiamo osservando che un campo vettoriale F' avente le caratteristiche indicate esiste. Ad esempio

F(z,y.7) . ’ :
x? y7 z = ) ) .
(@2 +y2+ 222 (22 + 92+ 22)%7 (22 + 2 + 22)%°



Quiz 3. Si consideri la funzione f(x,y) = (xQ — 1) log (62 +1- yz). Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale e ha quattro punti di sella.

La funzione f ha due punti di minimo locale, due punti di massimo locale e un punto di sella.

@ La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.

La funzione f ha un punto di minimo locale e ha quattro punti di sella.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (f) = {(m,y) eR?: |yl <Ve?+ 1} e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di

massimo e di minimo locale di f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che ( 9 )
of 9 9 of 29 (z“ — 1
2L =221 1- A =
ax(x,y) zlog (e + 1 —y?), ay(:c,y) 21—
Quindi
2xlog(62—|—1—y2):0 rx=0, y=-=e
Vi(z,y)=(0,0) <« =
2y (22 —1) =0 y=0, z==I.
Quindi i punti stazionari di f sono: (0,0), (£1, *e).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:
0 f 0% f e+ 141y 0*f 4y
2 = 2log (2 + 1 — 32 L = 2(z?2—-1) — T =——
5oz (z,y) og (e +1—y%), oy (z,y) (x ) EFEETT 920y (z,y) o
Quindi
~ (2log(e*+1) 0 _ (0 —de _ [0 de
H(0,0) = ( 0 1) Hy(e)=Hp(=1,—e)={ _, () Hr(li=e)=Hp(=Le)={, |-

Ne segue che (0,0) & un punto di minimo locale per f, (£1,£e) sono quattro punti di sella per f.

La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano (a,) una successione tale che a,, > 0 per ogni n € N. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

o
1
Se Zan diverge, allora a, ~ — per n — +oc.
n=0 n

o
1
Se Z a, converge, allora a,, = o (—) per n — 4o0.
n=0 n

oo
Se Z a, converge, allora lim /a,, = L € [0,1).
n

n=0

@ Se Zan diverge, allora lim /a,, = L € (1,4+00) U {+0o0}.

n=0
o
Se E a, converge, allora lima,, = 0.
n
n=0

SVOLGIMENTO

o0

Per la condizione necessaria per la convergenza di una serie, se E an converge, allora lim a,, = 0. La risposta
n

n=0
corretta e .



oo
1
Osserviamo che le altre risposte sono certamente errate. Infatti, la serie armonica generalizzata g dlverge

n= 1

1 1
iz At - per n — 400, e quindi la risposta & errata.

o
. . . 1 . 1 .1 .
Inoltre la serie armonica generalizzata E — converge anche se lim \ — =1, e quindi la risposta e errata.
n n n
n=1

oo
o . . . .ol o . .
Similmente la serie armonica E — diverge anche se lim {/— = 1, e quindi la risposta @ ¢ errata.
n n n
n=1

Infine, se consideriamo la successione (a,,) definita da

sen =2k
k eN,

S
—  sen#2%,

o0 o0
1 1
si ha che la serie E a,, converge perché E ap < E oF + E — (si vedano i dettagli a pié pagina)®, ed entrambe
n
n=1

n=1 n=1 k=0
le serie a destra della disuguaglianza convergono. Pero a, # < ) per n — 400, essendo
1 sen=2F
na, =< 1 L keN
— sen # 2%
n
e quindi
. Qn . .
lim 4 = limna, non esiste.
n = n
n

Ne segue che anche la risposta e errata.

6xy? +2y 622y + 2z |
14+ a22y? 7 1+ 22y?

Quiz 5. Un potenziale del campo vettoriale F(z,y) = (

[A] f(a,
[B] f(a,

y) = 3log (1 + 2°y?) + 2arctan (zy) — 1.
(z,y) =
f(z,y) = 3log (1 + 2%y?) + arctan (zy) — 2.
(,y) =
(2,y) =

3log (1 + x2y2) — 2arctan (zy) — 3.

@ Iz, log (1 + x2y2) + 2arctan (zy) + 1.

(E] f(x,

log (1 + x2y2) + arctan (zy) + 2.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

ofi

(2.9) (12zy + 2) (1 4 22y?) — 222y (6zy® +2y)  12zy +2 — 222>  Ofs
- &,Y) = =
Jy

(1+ 3623/2)2 B (1+ x2y2)2 B %(x’ y)-

om

n m
1
1 . . _ . L L . . .
Se per ogni n € N, n > 1 si pone S, = E ag, si osserva che Sam < ,;, o E =k per ogni m € N. Se ora si considera un

k=0 k=1
2m

1 1
qualunque n € N, n > 1, esiste almeno un m € N tale che 2™~ < n < 2™. Di conseguenza si ha che S, < Som < Z ok Z =k
k=0 k=1

.y SRR N T :
Poiché le serie Z ok © Z %z COmVergono, per il Primo teorema del confronto sui limiti esiste in R il limite della successione (S,) e
k=0 k=1

quindi E an converge e, sempre, per il Primo teorema del confronto sui limiti, vale la disuguaglianza

n=1

> =1 =1
Z ;—k;ﬁ

n=1



Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of B B 6zy> + 2y
8$($’y) _fl(x’y) - 1+x2y2 ’
of B B 622y + 2z
8—y($,y) = fa(z,y) = Tt a2

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

6y + 2y 2zy? Y
fo) = [ Fiad ae= [ (3 s 215 ) o = 3108 (14.2%07) s 2avctan () + ),

dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

_ 622y + 2z

9 (2,y) = _6:C2y+2:c
oy 1+ 22y?

/
+c(y) = 15 227
Quindi un potenziale di F su R? &
f(z,y) = 3log (1 + 2?y®) + 2arctan (zy) + k, k€R.

La risposta corretta e .

Quiz 6. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y,2) = (r +y — 2z, y, 2 —x — y) lungo la curva parametrica
v :[0,1] — R3 definita da y(t) = (2%, 3t +¢*, 2t*) vale

[A]s. [B]2. [C]o. [D]a [E]1s6.

SVOLGIMENTO
Si ha che .
[Fedp= [ Fow) -
¥ 0
essendo v/(t) = (4¢, 3+ 2t, 4t) per ogni t € [0,1] e
vt € [0,1] : F(y(t)) -+ (t) = F (2t2, 3t + 12, 2t) - (4t, 3+ 2t 4t) =
= (3t +1%, 3t+1t2, =3t —1?) - (4, 3+2t, 4t) = (3t + 1) (3 +2¢)

si ottiene .

:/01 (3t +12) (3 + 2t) dt = E (3t+t2)2]0 =8.

La risposta corretta e .

Domanda 7. Sia 2 = {(:c,y,z) eR: 22442 4+22<Ve—-1, 0<z2< \/xQ—l—yz}.

16
Quanto vale I'integrale / :

drdydz ?
Q (22 +y% + 22) Y

2+1

SVOLGIMENTO
Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0, 0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo
x = psinvcos
D : y=psindsing p>0, 0<9<m, 0<p<2m |detJo(p,d,¢)| = p®sind.
z = pcosi,

Si ha che

1 3 cos ¥ sin ¥
/ bz dxdydz:16/ PR dpdv de,
o (@2+y2+22)"+1 o prtl



dove ' C R3 ¢ tale che ®(€') = Q. Si ha che

pQSVe_l 0< <4 1
<p<ve-
24y 422 <Ve—-1 0 < pcosd < psind T T
(r,y,2) €Q <— = = — <9< =
0<z</a2+12 p>0, 0<9<m, 4 2
0<p<2rm Osps2m

Quindi ' = [0, Ve — 1] x [Z, Z] x [0,2n]. Ne segue che

1 3 cos 19 sin ¥
/ bz dxdydz:16/ PR dpd dp =
(@2 +y2+22)°+1 ropt+l

™

4671 p3 2
=327 / i dp / cos¥sinddd | =
0 pr+1 z

= 2.

Il
w
[\
3
| — |
=~ =
—
o
o
—
he)
S
+
—_
SN—
—_
=~
i
—
|
=.
]
o
)
—_
]

La risposta corretta e 27.

Domanda 8. Si considerino la superficie 3 = {(x, y,2) €ER3: 2?42 422 =17, 2>1, 22 +4> > 1} e il cam-
po vettoriale
V17 V17
9z i , COS (24 + 2) .
(22 +y?) Va2 + y? + 22 (22 +y?) Vo + y? + 22

Quanto vale l'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a >
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27

+ e sinx, log (1 + y2) —

F(x7 y7 z) = (

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su dom (F) = {(z,y,2) € R*\ {0,0,0} : 22 +y* # 0}, ovvero su tutto
R? escluso l'asse z. Osserviamo che ¥ C dom (F). Posto F = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore)

si ha che
/ F-dP:/rotF-nda,
% p)

dove per ogni (r,y,z) € R?

i i K
rotF(z,y,z) = 8% 8% % =
fl(xvyv Z) fQ(xvyv Z) f3(x7yvz)
— <aa—fy.3(x)y’ Z) - %(m’yaz)) %(mayaz) - %(mayaz)) %(‘Tag/) Z) - 66—];1(30,?/, Z)> =

21 .21 2 22 2 21 .2 _ 22
Itz VO TV 2 = 5mms Iy VU T TR T
z? + y? x? +y? + 22 ’

)

z? + y? x? +y? + 22

(@ +2) VT E 2z |20/ s Pt 2 )
= Ve |
— z

@+ (@21 + )

2 2 / / y(l2 y2)
- 1IZ

(22 +y2)% (22 + y2 + 22)

VT JT7y JT72
(@2 +y2 + 222 (@2 + 92+ 22)%% (a2 442 +22)%2 )



Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

2?2+ + 22 =17 z:\/m

2= /17— 22— y?
1 <2+ y2 < 16.
2?2 +y?>1 2 4y?>1

Quindi la superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /17 — 22 — y2, dove

K={(z,y) eR*: 1<a®+y* <16}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = (x, Y, /17 — 22 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(x,y) dzdy,
ox % K

dove N(x,y) ¢ un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

_(_99 9y _ x y
Na‘(x’y) - ( ax(xay)’ 8y<x’y)’ 1) - <\/17—:C2 —yQ’ \/17—5E2 —yQ’ 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. x Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(z,y) (z,y) ST VT

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (ac, y, V17— % — y2) : < i Y 1) =

\/17—3v2—g/27 \/17—3v2—g/27

:(1 iyji\/m)( z Y 1>:

[T V1T =22 — 42" 1T — a2 — 2
.’IJ2 2

+ Y +i,/17_x2_y2:;
17— a2 —y?2 17\ /17 — a2 —y2 17 V1T — 22 — 2

Ne segue che

1

/ F-dP:/rotF-ndU:/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) d:cdy:/ —_—
(o) = K K /17—562—3/2

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

dx dy.

dp di =

1 p
F-dP:/—dxdy: __r
/82 K A/17T— 22 — 92 K' /17 — p?
dove K’ = [1,4] x [0,27] e quindi si ottiene

4
= 27r/1 p (17 - pz)—1/2 dp =27 [_ (17 - Pz)l/Q]j = 6bm.

La risposta corretta ¢ 6.

Osservazione. Si puo procedere anche calcolando direttamente I'integrale di linea di F' lungo il bordo di X che
¢ cosituito dall’unione di due circonferenze. Infatti, si ha che ¥ =T'1 UT'y, dove

Flz{(m,y,z)€R3: z=1, :c2+y2:16}, ng{(x,y,z)€R3: z =4, x2+y2:1}.
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Quindi

/F-dP: F-dP+/F-dP.
ox I T

Si ha che I'y = im(v;), dove 71 : [0,27] — R3 & la curva parametrica 1 (t) = (4cost, 4sint, 1) e ['y = im(7z), dove
v : [0,27] — R3 & la curva parametrica y2(t) = (cost, —sint, 4).

Ne segue che

2m
F-dP= [ F(n(t) mn(t)dt=
r 0

essendo

F(y1(t)) -v1(t) = F(4cost, 4sint, 1) - (—4sint, 4cost, 0) =

1 1
= (Z sint + et6¢0s” tgin (4cost), log (1 + 16 sin? t) ~1 cost, cos 3> - (—4sint, 4cost, 0) =

= —4sin te' Fgin (4cost) +4costlog (1 + 16sin?t) — 1

si ottiene

27
= / [—4 sin te6 <5 sin (4cost) +4costlog (1 + 16 sin? t) — 1} dt =
0

27
=27+ / [—4 sin te'6<°”  sin (4cost) +4costlog (1 + 16sin® t)] dt = 27
0

perché questo integrale di destra & zero. Infatti,

2
/ [—4 sin el t gin (4cost) +4costlog (1 + 16sin® t)] dt =
0

27 2T
= / [—4 sin te'0<05” ¢ gin (4 cos t)] dt + / 4costlog (1+ 16sin’t) dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene

™ ™
= / [—4 sin te!0<°” ¢ gin (4 cos t)] dt + / 4costlog (1 + 16sint) dt =

—T —T

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

s
:2/ 4costlog(1+168in2t)dt:
0
essendo cost = sin (7/2 —t) e sint = cos (w/2 — t)
™
:2/ 4sin (m/2 —t)log (1 + 16 cos® (7/2 — t)) dt =
0

posto u = 7/2 — ¢ si ha

w/2
:2/ 4sinulog(1+160082u)du:0
—7/2



perché la funzione integranda ¢ dispari.

Similmente
27

F-dP= [ F(7(t) v(t)dt =
I 0

essendo
F(y2(t)) - v4(t) = F(cost, —sint, 4) - (—sint, —cost, 0) =

= (—4 sint + %t sin (cost), log (1 +sin®t) — 4cost, cos (4* + 1)) - (—sint, —cost, 0) =

— —sinte® ! sin (cost) — costlog (1 +sint) +4
si ottiene

2
= / [— sin e sin (cost) — costlog (1 + sin? t) + 4] dt =
0

2
=871 + / [— sin e sin (cost) — costlog (1 + sin? t)} dt = 8«
0

perché questo integrale di destra e zero. Infatti,

27
/ [— sin e ! sin (cost) — costlog (1 + sin® t)] dt =
0

2m 2m
— / [_ sin e * sin (cos t)} dt — / costlog (1 +sin’t) dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene
s 2 s
= / [— sin £’ sin (cos t)} dt — / cos tlog (1 + sin’ t) dt =

—T —T

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

™
= —2/ costlog (1 +sin2t) dt =
0

essendo cost = sin (7/2 —t) e sint = cos (w/2 — t)

_ _2/W sin (/2 — t) log (1 + cos? (/2 — 1)) dt =
0

posto u = /2 — ¢ si ha

w/2
= —2/ sin u log (1—1—008211,) du=20
—7/2

perché la funzione integranda ¢ dispari.

In conclusione

/ F-dP = F-dP+/ F.-dP = —27 + 8t = 67.
[2)> I't Ty




Versione V2

Quiz 1. Sia F : R3\ {(~1,-2,-3)} — R? un campo vettoriale di classe C! indivergente ma non solenoidale, e
siano ¥ e S due superfici chiuse e diverse che sono i bordi rispettivamente di due aperti con bordo D e V di R?
che contengono il punto (—1, -2, —3).

Indicati con Iy, e Ig i flussi uscenti di F rispettivamente dal bordo di D e dal bordo di V, quale delle seguenti
affermazioni e corretta?

[A] Is # I con Iy, #£ 0 e Ig # 0.
[B] Iz = Is # 0.
[C] Is #1s=0.
[D] 0= Iy # Is.
[E] Is = Is =0.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta ¢ .

Senza perdita di generalita possiamo supporre che il punto (—1,—2,—3) sia il punto (0,0,0). II campo F
¢ indivergente ma non solenoidale e il suo dominio non ¢ stellato (altrimenti F' avrebbe potenziale vettore e
quindi sarebbe solenoidale dato che per ipotesi & indivergente). Quindi esiste almeno una superficie chiusa T' C
R3 \ {(0,0,0)} tale che il flusso di F attraverso T non & zero. Evidentemente T deve essere il bordo di un
aperto con bordo W che contiene (0,0,0), perché, se non contenesse (0,0,0), allora T' sarebbe contenuta in un
sottoinsieme stellato di R3\ {(0,0,0)} e quindi F ristretto a questo insieme avrebbe potenziale vettore e quindi
sarebbe solenoidale e di conseguenza il flusso di F' attraverso T sarebbe zero.

Consideriamo il flusso uscente di F' da T = 0W (analogamente si procede nell’altro caso).

Proviamo che esiste una palla di centro (0,0,0) e raggio
r tale che il flusso uscente di F' dal bordo di questa palla
coincide con quello uscente di F' da T = oW.

Poiché W = W U OW & un insieme limitato, esiste 0
r > 0 tale che W C B,(0,0,0). Denotiamo con S,

la superficie sferica di centro (0,0,0) e raggio r, ovvero

Sy = 0B,(0,0,0).

Sia Q = B,.(0,0,0) \ W. Evidentemente 002 = S, UT e

(0,0,0) ¢ Q. Quindi Q C R3\ {(0,0,0)} = dom (F).

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso

uscente di F' dal bordo di €2, che € I'unione di S, orienta-

Ns

r

ta secondo il verso uscente da B,.(0,0,0) e di T orientata
secondo il verso entrante in W, e

/ F-ndU:/ F-ndo+ F-ndaz/divF(m,y,z) dxdydz =0
o0 St T Q) N——

da cui segue che

F-ndo=— F -ndo,
St T-

ed essendo
F-ndaz—/ F - ndo,
T+ -

/ F-ndU:/ F - ndo,
g T+

si ottiene che



dove S, indica S, orientata secondo il verso entrante, S, indica S, orientata secondo il verso uscente, T~ indica
T orientata secondo il verso entrante, 7" indica T orientata secondo il verso uscente.

Poiché il flusso uscente di F' da T = OW non ¢ zero, si ha che

F-ndo # 0.

S5

Ripetendo lo stesso ragionamento fatto sopra per S, e T, prima con S al posto di T" e poi con X al posto di T, si

ottiene che
/ F-ndJ:/F-ndU:/F-ndJ;«éO.
S S by

Concludiamo osservando che un campo vettoriale F' avente le caratteristiche indicate esiste. Ad esempio

T Y z
F(:L" y’ Z) = ) Y N
((x2 +12+ 2277 (a2 492+ 22 (a2 42 +22)3/2>

Quiz 2. Siano (a,) una successione tale che a,, > 0 per ogni n € N. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

o0
Se Zan converge, allora lim Intl _ [ ¢ [0,1).
n=0 m O

1

o0
Se Z an converge, allora a,, = o (—) per n — 4o0.
n
n=0

oo
Se Z a, diverge, allora lim Intl _ e (1, +00) U {+o0}.
n

a
n=0 n

[e.e]
1
@ Se E an, diverge, allora a, ~ — per n — +o00.
n

n=0

[o.¢]
Se Z a, converge, allora lima, = 0.
n

n=0

SVOLGIMENTO

oo
Per la condizione necessaria per la convergenza di una serie, se E an converge, allora lima, = 0. La risposta
n

n=0
corretta e .

oo
Osserviamo che le altre risposte sono certamente errate. Infatti, la serie armonica generalizzata E 7 diverge
n=1 n
1

1
¢ 7 % — per n — 400, e quindi la risposta @ & errata.
n n

1

o0
. . . 1 . n+1)2 .. . N
Inoltre la serie armonica generalizzata E — converge anche se lim % =1, e quindi la risposta e
n n =
n=1 n2

o
o . . L .. . n+l o .
errata. Similmente la serie armonica E — diverge anche se lim “=— = 1, e quindi la risposta ¢ errata.
n n

n=1

Sy

Infine, se consideriamo la successione (a,,) definita da



oo oo oo
1
si ha che la serie E a, converge perché E an < g — 4+ E — (si vedano i dettagli a pi¢ pagina)?, ed entrambe
n=1 n=1 k=0 n=1

1 sen=2F
na, =< 1 keN
— sen#2F,
n
e quindi
. Gn . .
lim T = lim na,, non esiste.
n = n
n

Ne segue che anche la risposta e errata.

10y — 4y 1022y — 4
Quiz 3. Un potenziale del campo vettoriale F(z,y) = < ff nyzy’ 1:c+yx2y2:c> &
(4] f(a,
[B] f(z,

y) = log (1 + z%y*) — 4arctan (vy) + 2.
(z,y) =
fz,y) = 5log (1 + 2%y?) — 4arctan (zy) — 2.
(2,9)
(2,y) =

=5log (1 + x2y2) — arctan (zy) — 3.

(D] f(z,
[E] f(x,

= 5log (1 + x2y2) + 4 arctan (xy) — 4.

log (1 + 2?y?®) — arctan (zy) + 3.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

9f

(2.9) (20zy — 4) (1 + x2y2) — 22%y (10xy2 — 4y) 20y — 4 + 422y Ofo
——=(z,y) = -
dy

(1 + 22y2)2 T (L +a2)? = 9z Y

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

af B B 10xy? — 4y
%(x,y) = fi(z,y) = Tz
af B B 1022y — 4z
a—y(fﬂay) = f2($ay) = W

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

10zy? — 4y 227> Y
o) = [ Rt r= [ (57 A g ) do = 5108 (140%7) — darctan () + (),

dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

1022y — 4z
1+ 2%y?

1022y — 4z

/ —
+C(y)_ 1+x2y2

6_(xay) =

Ms
x-|’_‘

2Se per ognin € N, n > 1 si pone S, = E ag, si osserva che Som <
k=0 k=0 k=1

, per ogni m € N. Se ora si considera un

m

2m
. _ . . 1 1

qualunque n € N, n > 1, esiste almeno un m € N tale che 27! < n < 2™. Di conseguenza si ha che S, < Som < Z ok Z =k

k=0 k=1
o e IR . .
Poiché le serie Z ok © Z %z COmVergono, per il Primo teorema del confronto sui limiti esiste in R il limite della successione (S,) e
k=0 k=1
quindi Z an converge e, sempre, per il Primo teorema del confronto sui limiti, vale la disuguaglianza

n=1

oo oo 1 oo 1
k=0 k=1

n=1



Quindi un potenziale di F su R? &
f(z,y) =5log (1 + x2y2) — 4arctan (zy) + k, k€eR.

La risposta corretta e .

Quiz 4. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione ¢ : [-7,7) — R

o0
definita da g(x) = 72z — 522 e per ogni n € N, n > 1, siano b, i coefficienti di Fourier di f. La serie Z b2

n=1

A| converge a @776.
21

diverge.

C'| converge a @7'('6.
21

@ converge a 7.

converge a %w(j.

SVOLGIMENTO

Per l'identita di Parseval si ha che

| V@Pds=2mad s w Y (a2 +32).

n=1

Poiché g e dispari anche f e dispari e quindi i coefficienti a,, della serie di Fourier di f sono zero, per ogni n € N.
Ne segue che l'identita di Parseval diventa

[ wra=x3 0
- n=1

da cul si ricava che
™

> 1
> R

—T

Essendo |f|? pari si ha che

/ﬂ \f(x)]* dx = /ﬂ (7r2x—5x3)2 dx = 2/7T (7r2x—x3)2 dr =
0

—T —T

=nl —dn + nT = —=a'.

& 1 25
/0 (7730 ToxT + x) X 37T£C mex” + —x . 3 7 91

T2 50 80
7

Quindi

—T

> 1 (7 80
2 1 2 5. _ 6
ngl by, = 7r/ f(z)]* dz TR

La risposta corretta e .

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F'(z,y,2) = (x, * +y — z, z — x — y) lungo la curva parametrica
v :[0,1] — R3 definita da y(t) = (7t + ¢, 6t%, 6t°) vale

[4] 8. [B]e64. [C]16. [D]32. [E]o.

SVOLGIMENTO
Si ha che

L roar= [ P (1) /(1) di =



essendo 7/ (t) = (7+ 2t, 12t, 12t) per ogni t € [0,1] e
vt € [0,1] : F(y(t)) -~ (t) = F (Tt + 3, 6%, 6t%) - (T+2¢t, 12t 12¢) =
= (Tt+¢%, Tt+ 12, =Tt —t%) - (T+2¢, 12¢t, 12t) = (Tt + %) (T +2t)
si ottiene

1

[ a b -
0 2 0

La risposta corretta e @ .

Quiz 6. Si consideri la funzione f(z,y) = (25 — :cz) log (62 +1- yz). Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.
La funzione f ha un punto di minimo locale e ha quattro punti di sella.

@ La funzione f ha un punto di massimo locale e ha quattro punti di sella.

La funzione f ha due punti di minimo locale, due punti di massimo locale e un punto di sella.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (f) = {(x,y) eR?: |yl <Ve2+ 1} e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di

massimo e di minimo locale di f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che 5 5 o (25 )
— X
Lo = —2wlog (#+1-17), a_i(x’y):‘eyz(T_yQ)-
Quindi
2xlog(62+1—y2):0 r=0, y=-=e
Vf(z,y) =(0,0) <= =
2y (25 —2?) =0 y=0, xz=d5.

Quindi i punti stazionari di f sono: (0,0), (£5, te).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:

f 2 2 >*f o H1+y° f dzy
— =21 1— — =—-2(25—- =537 3
g2 (@) og (e +1-v), dy? (z.9) (2 -27) (2 +1—y2)* dxdy @) =5 +1—y?
Quindi
([ —2log (62 + 1) 0 _ (0 20e
Hf(0,0)— ( 0 _62521 s Hf(5,€)—Hf(—5,—€)— 206 0 5

0 —20e
Hf(57 _e) = Hf(_5ve) = <—20€ 0 ) .

Ne segue che (0,0) € un punto di massimo locale per f, (£5, +e) sono quattro punti di sella per f.

La risposta corretta ¢ @ .

Domanda 7. SiaQ:{(m,y,z) eR?: 22+ +22<Ved -1, 0<2< \/$2+y2}-

8
Quanto vale l'integrale / : drdydz ?

(@2 +y2+22)° +1
SVOLGIMENTO
Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0,0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo
x = psindcos
D y=psindsing p>0, 0<9<7m 0<¢p<2r |detJo(p,?,¢)| = p®sind.

z = pcosi,



Si ha che

8 ¥sin ¢
/ S dxdydz:8/ /)C(TiSIdedﬁdgo,
Q2+ y2+22)"+1 o prtl
dove ' C R3 ¢ tale che ®(€') = Q. Si ha che
2<Ved 1
pr=ve 0<p< VB _1
( ) e 22y 422 < Vel —1 0 < pcos? < psind T
z,Y,2) € <~ — - <9< =
0<2< 22+ p>0, 0<V¥<m, 4 2
0<¢<2rm
0<e<2rm

Quindi Q' = {0 Ve3 ] [5.%] x [0,27]. Ne segue che

3 .
/ 82 . d:cdydz:8/ p“’fﬂdpdﬁd@:
o@®+y?+22)"+1 o pttl

Vel 3 z
= 167 / 1 dp / cos¥sinddv | =
0 pt+1 z

1 Ve 1
4 .2
= 167 [4log (p +1)]0 [2 sin 19} = 3.

(VB

el

La risposta corretta e 3.

Domanda 8. Si considerino la superficie 3 = {(x,y, 2)eRY: 22492 +22=13, 2>2, 22 +4> > 4} e il cam-
po vettoriale

cos (y2 + 1) —

V13 13
F(z,y,2z) = (log (1+ :c2) + Jz Vi3ez e” sin z> .

(22 +y2) /a2 + 2 + 22 (22 +12) /22 + 2 + 22

Quanto vale l'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a 3
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F ¢ di classe C! su dom (F) = {(,y,2) € R¥\ {0,0,0} : 2?+y? # 0}, ovvero su tutto
R3 escluso I'asse z. Osserviamo che ¥ C dom (F). Posto F = (f1, f2, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore)

si ha che
/ F-dP:/rotF-nda,
) )

dove per ogni (,y,z) € R?

i j k
o) 0 0
rotF(z,y,z) = = 3 2 —

fl(.’IJ,y,Z) fg(.’IJ,y,Z) fg((L‘,y,Z)

0 0 0 0 0 0
= <8—J;3(.T,y, Z) - 8—J;2($ayaz) fl (CC,y,Z) - a—J‘;g(x’y’Z)’ 8—.];2(‘T’y’ Z) o 8—fy1(x’y’ Z)> -

2 2 2
Ve VET TP~ s gy VIV - m
x2—|—y 22+ y? + 22 T 4 y? 22+ y? + 22

0z

2
2 2 +y
(2 +y*) Va2 + 2+ 22— [2%/952 +y? + 22+ ﬁﬂ/%z?] .
(a2 +y2)* (a2 + y? + 22)

2 2
(22 +4?) \/$2+y2+z2—y[2y oy S | G ) }

—V13z

’z2+y2+22
132

@+ ) (@2 + )



- NGET 3y V3
(22442 +22)%2 (224 2+ 222 (24 2+ 22)%2 )

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

2 +y?+22=13 2= /13 — 22 — 42

z=+/13 — 2% —y?
4 <zr4+y <9
x2+y224 $2+y224 Yy

Quindi la superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(x,y) = /13 — 22 — y2, dove

K={(z,y) eR?: 4<2®+y*<9}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(zx,y) = (:c, Y, /13 — a2 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
0% b K

dove N(x,y) e un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X ¢

dg 0g x Y
N = _—— _—— 1 = 1 .
U(x,y) ( 8x(x’y)’ 6y(x’y)’ ) <\/13—x2—y27 \/13__%.2_(@27 )

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. iy Yy
uindi N(x,y) = Ny(z,y) = , , 1.
@ (@) (@) <\/13—:c2—y2 V13 — 22 — 2 )

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (m, Y, V13 —a? — y2) . < il Y 1) =

\/13—x2—y2’ \/13—x2—y2’

:<1 iy,i\/m)( v y 1>:

[ERNFIAE V13 =22 — 42 /13— a2 — 2
2 2

1 1
- - + Y TRLINYT Y S S
13y/13 — 22 —y2  13/13 — 22 — 92 13 V13 — 22 — 42

Ne segue che

1

/ F.dpP = / rotF -ndo = / rotF(o(z,y)) - N(z,y) dedy = / —— dxdy.
% b K K /13 — 22 — 92
Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

dxdy = dpdv =

1 p
F-dP:/— P
/82 K /13 — 22 — 32 K’ /13 — p?

dove K’ = [2,3] x [0,27] e quindi si ottiene
3 —1/2 1/213
:27'('/2 p(13—p2) dp:27r[—(13—p2) ]2:271'.

La risposta corretta e 27.

Osservazione. Si puo procedere anche calcolando direttamente 'integrale di linea di F' lungo il bordo di X che
¢ cosituito dall’unione di due circonferenze. Infatti, si ha che ¥ =T1'1 UT's, dove

I‘lz{(x,y,z)eRg: z2=2, x2+y2:9}, I‘Q:{(x,y,z)eRgz 2 =3, x2+y2:4}.



YA

Quindi

/F-dP: F-dP+/F-dP.
ox I T

Si ha che I'y = im(v;), dove 71 : [0,27] — R3 & la curva parametrica v1 (t) = (3cost, 3sint, 2) e ['y = im(7z), dove
v : [0,27] — R3 & la curva parametrica v2(t) = (2cost, —2sint, 3).

Ne segue che

2w
F-dP= [ F(n(t) nt)dt=
I 0
essendo
F(v1(t)) -71(t) = F(3cost, 3sint, 2) - (—3sint, 3cost, 0) =
2 2
= (log (1 + 9 cos? t) + 3 sint, cos (9 sin’ ¢ + 1) 3 cost, e? sin 2> - (—3sint, 3cost, 0) =
= —3sintlog (1 + 9 cos? t) + 3 costcos (981n2t + 1) -2

si ottiene

2m
= / [—3sintlog (1 + 9 cos? t) + 3 cos tcos (95in2t—|— 1) — 2] dt =
0

2
= —4r + / [—3 sintlog (1 + 9 cos? t) + 3costcos (9 sint + 1)] dt = —4rw
0

perché questo integrale di destra & zero. Infatti,

2m
/ [—3 sin t log (1 + 9 cos? t) + 3 costcos (981n2 t+ 1)} dt =
0

2m 2m
:/ [—3sintlog (1—}—9008215)] dt—i—/ 3 costcos (QSin2t+1) dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene

™

™
:/ [—3sintlog(1+90082t)] dt—i—/ 3 costcos (981n2t+1)dt:

—T —T

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

K
:2/ 3costcos (981n2t—|—1) dt =
0
essendo cost = sin (7/2 —t) e sint = cos (7/2 — t)
s
:2/ 3sin (1/2 — t) cos (9cos? (1/2 —t) + 1) dt =
0

posto u = 7/2 — ¢ si ha

w/2
:2/ 3sinucos(9(:os2u+1)du:0
—7/2



perché la funzione integranda ¢ dispari.

Similmente
27

F-dP= [ F(7(t) v(t)dt =
I 0

essendo
F(ya(t)) - v4(t) = F(2cost, —2sint, 3) - (—2sint, —2cost, 0) =

3 3
= <10g (1 + 4 cos? t) ~ 3 sint, cos (4 sin?t + 1) ~3 cost, €sin 2) - (—2sint, 2cost, 0) =

=3 — 2sintlog (1 —1—4008275) — 2costcos (4sin2t+ 1)

si ottiene

2
:/ [3 — 2sintlog (1 —|—4cos2t) — 2costcos (4sin2t+ 1)] dt =
0

2m
= 6m —|—/ [—QSintlog (1 + 4 cos? t) — 2costcos (4sin2t+ 1)] dt = 6m
0

perché questo integrale di destra e zero. Infatti,

2m
/ [—2 sin t log (1 + 4 cos? t) — 2costcos (4$in2 t+ 1)] dt =
0

2 2
:/ [—2sintlog (1—}—400821‘,)] dt+/ [—2costcos (4sin2t—|—1)] dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene

™ ™
:/ [—QSintlog(1+4cos2t)] dt—2/ cost cos (4sin2t+1)dt:

—T —T

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

T
= —4/ cos t cos (4sin2t+ 1) dt =
0

essendo cost = sin (7/2 —t) e sint = cos (w/2 — t)
:2/ 3sin (1/2 — t) cos (4 cos? (1/2 —t) + 1) dt =
0

posto u = 7/2 — ¢ si ha

w/2
:2/ 3sinucos(4cos2u+1)du:0
—7/2

perché la funzione integranda e dispari.

In conclusione

/ F-dP = F-dP+/ F-dP = —47 + 67 = 27.
) Iy I's




Versione V3

Quiz 1. Si consideri la funzione f(z,y) = (y2 — 16) log (62 +1- x2). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale e ha quattro punti di sella.
La funzione f ha un punto di minimo locale e ha quattro punti di sella.
La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.
@ La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.

La funzione f ha due punti di minimo locale, due punti di massimo locale e un punto di sella.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (f) = {(:c,y) eER?: |z] < Ver+ 1} e che f ¢ di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di

massimo e di minimo locale di f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che (2 )

of 2 (y2-16)  of 2 2

el — — =2yl 1-— .

B oY) N 8y(fﬂ,y) ylog (¢ +1—a?)

Quindi
2z (y* —16) =0 r=0, y==+4
Vi(z,y)=(0,0) <= =

2ylog(62—|—1—x2):0 y=0, xz==e.

Quindi i punti stazionari di f sono: (0,0), (Le, +4).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:

’f 2 e* +1+a? >’f 2 2 >’f dzy
W) =2 G Ty gy =e(Erlos) pa e =—mi
Quindi

32
0 0 —16e
H(0,0) = ( ¢*+1 Hele,4) = Hi(—e, —4) =
f(7 ) < 0 210g(62+1)>7 f(ev ) f( 6, ) (—166 O >7

0 16e
Hf(e7 _4) - Hf(_ev4) - (166 0 > .
Ne segue che (0,0) € un punto di minimo locale per f, (+e, £4) sono quattro punti di sella per f.

La risposta corretta & .

Quiz 2. Siano (a,) una successione tale che a,, > 0 per ogni n € N. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

o
Se Z a, converge, allora lim /a,, = L € [0,1).
n

n=0
o
Se Z a, converge, allora lima,, = 0.
n
n=0
> 1
Se Z an converge, allora a, = o <—> per n — —+o0.
n=0 n

o
1
@ Se Zan diverge, allora a, ~ — per n — +o0.
n=0 "

o0
Se Z a, diverge, allora lim {/a,, = L € (1,4+00) U {+o0}.
n
n=0

SVOLGIMENTO



o0

Per la condizione necessaria per la convergenza di una serie, se E an converge, allora lima, = 0. La risposta
n

corretta e .

oo
Osserviamo che le altre risposte sono certamente errate. Infatti, la serie armonica generalizzata E 7 diverge
n

n=0

n=1

1

e —_
nl/2

1
% — per n — 400, e quindi la risposta @ & errata.
n

o
. . . 1 . 1 C e R
Inoltre la serie armonica generalizzata E — converge anche se lim \ — = 1, e quindi la risposta e errata.
n n n

n=1

o
. . . .. . 1 . . R
Similmente la serie armonica E — diverge anche se lim {/ — = 1, e quindi la risposta e errata.
n n n
n=1

Infine, se consideriamo la successione (a,,) definita da

sen =2k
keN,

ap =
se n # 2F,

n
1
n2
si ha che la serie Z a, converge perché Z ap < Z =t Z — (si vedano i dettagli a pi¢ pagina)?, ed entrambe
k=0

n=1 n=1

1
le serie a destra della disuguaglianza convergono. Pero a, # o <—> per n — —+o00, essendo
n

1 sen=2F
na, =< 1 keN
" — sen#2F,
n
e quindi
. Qp . .
lim — = lim na,, non esiste.
n l n
n
Ne segue che anche la risposta ¢ errata.
Quiz 3. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione g : [-m,7) — R

2

o
definita da g(x) = 7%z — 2% e per ogni n € N, n > 1, siano b, i coefficienti di Fourier di f. La serie Z bi

converge a
diverge.

converge a <-x
[D] converge a °.

8 6
converge a To5™ -

n=1

n om

m
1 1
3Se per ogni n € N, n > 1 si pone S,, = Zak, si osserva che Som < Z oF + 72 per ogni m € N. Se ora si considera un
k=0 k=0 k=1
m 1 2m 1
qualunque n € N, n > 1, esiste almeno un m € N tale che 2™~ < n < 2™. Di conseguenza si ha che S, < Som < Z ok + Z =R
k=0 k=1

.y SRR N T :
Poiché le serie Z ok © Z %z COmVergono, per il Primo teorema del confronto sui limiti esiste in R il limite della successione (S,) e
k=0 k=1

quindi Z an converge e, sempre, per il Primo teorema del confronto sui limiti, vale la disuguaglianza
n=1
k=0 k=1

n=1



SVOLGIMENTO

Per l'identita di Parseval si ha che

/ |f(2)]? doz = 27a? +7TZ (a?1 —I—b%).

n=1

Poiché g e dispari anche f e dispari e quindi i coefficienti a,, della serie di Fourier di f sono zero, per ogni n € N.
Ne segue che 'identita di Parseval diventa

/7T |f(z)|? dz = Wibi.
- n=1

da cul si ricava che
™

02— L [ ) 2o
nzl W/ o) de

—T

Essendo |f|? pari si ha che

T 2 o2 2 16
= 2/ (7T4:c2 oot 4+ x6) de =2 | =7%2® — 27225 + 27| = 247 ST = g7
0 3 5 T ]y 3 5 7 105
Quindi
[oe)
1 [7 16
2 14 2,._ 9 6
=1 [ @l de= ot
n=1 T

La risposta corretta e .

Quiz 4. Sia F : R3\ {(1,2,3)} — R? un campo vettoriale di classe C' indivergente ma non solenoidale, e siano
¥ e S due superfici chiuse e diverse che sono i bordi rispettivamente di due aperti con bordo D e V di R? che
contengono il punto (1,2, 3).

Indicati con Iy, e Ig i flussi uscenti di F rispettivamente dal bordo di D e dal bordo di V', quale delle seguenti
affermazioni e corretta?

[A] Ik =1Is=0.
[Blo=1Ix +#Is.
[C] Is = Is #0.
[D] Is # Is = 0.
[E] Is # Is con Iy # 0 e Is # 0.

SVOLGIMENTO
La risposta corretta e .

Senza perdita di generalita possiamo supporre che il punto (1,2, 3) sia il punto (0,0,0). Il campo F' ¢ indiver-
gente ma non solenoidale e il suo dominio non & stellato (altrimenti F' avrebbe potenziale vettore e quindi sarebbe
solenoidale dato che per ipotesi & indivergente). Quindi esiste almeno una superficie chiusa 7 C R3\ {(0,0,0)}
tale che il flusso di F' attraverso 1T non ¢ zero. Evidentemente T deve essere il bordo di un aperto con bordo W
che contiene (0,0,0), perché, se non contenesse (0,0,0), allora T" sarebbe contenuta in un sottoinsieme stellato di
R3\ {(0,0,0)} e quindi F ristretto a questo insieme avrebbe potenziale vettore e quindi sarebbe solenoidale e di
conseguenza il flusso di F' attraverso 1" sarebbe zero.

Consideriamo il flusso uscente di F' da T'= 0W (analogamente si procede nell’altro caso).



Proviamo che esiste una palla di centro (0,0,0) e raggio N
S

r

r tale che il flusso uscente di F' dal bordo di questa palla
coincide con quello uscente di F' da T = oW

Poiché W = W U OW & un insieme limitato, esiste 0
r > 0 tale che W C B,(0,0,0). Denotiamo con S,

la superficie sferica di centro (0,0,0) e raggio r, ovvero

Sy = 0B,(0,0,0).

Sia Q = B,.(0,0,0) \ W. Evidentemente 002 = S, UT e

(0,0,0) € Q. Quindi Q C R3\ {(0,0,0)} = dom (F).

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso

uscente di F' dal bordo di €2, che € I'unione di S, orienta-

ta secondo il verso uscente da B,.(0,0,0) e di T orientata

secondo il verso entrante in W, e

/ F-ndU:/ F-ndo+ F-ndaz/divF(m,y,z) dxdydz =0
o0 St T Q) N——

da cui segue che

F-ndo=— F -ndo,
St T-

ed essendo
F-ndaz—/ F - ndo,
T+ -

/ F-ndU:/ F - ndo,
g T+

dove S, indica S, orientata secondo il verso entrante, S;" indica S, orientata secondo il verso uscente, T~ indica
T orientata secondo il verso entrante, 7" indica T orientata secondo il verso uscente.

si ottiene che

Poiché il flusso uscente di F' da T'= O0W non & zero, si ha che

F-ndo # 0.

SF

Ripetendo lo stesso ragionamento fatto sopra per S, e T', prima con S al posto di T" e poi con X al posto di T, si

ottiene che
/ F-ndaz/F-ndJ:/F-nda#O.
S;F S by

Concludiamo osservando che un campo vettoriale F' avente le caratteristiche indicate esiste. Ad esempio

F(z,y.7) . ’ :
€r,Y,z) = 3 y .
(@2 +y2 + 222 (22 + 2+ 22)%% (22 + 2 + 22)%°

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y,2) = (r —y — 2, y, 2 — = + y) lungo la curva parametrica
v:[0,1] — R3 definita da y(t) = (4%, 5t + >, 4t*) vale

[a]o. [B]9. [c]36 [D]3. [E]1s.

SVOLGIMENTO
Si ha che .
[Feap= [ Fow) -
¥ 0



essendo 7/ (t) = (8t, 5+ 2t, 8t) per ogni ¢t € [0,1] e
vt €[0,1] : F(y(t)) -+ (t) = F (462, 5t + 12, 4¢%) - (8, 5+ 2t 8¢t) =

= (=5t — %, 5t + %, 5t + ) - (8, 5+ 2¢t, 8t) = (5t + %) (5 + 2t)

si ottiene 1

:/1 (5t + %) (5+2t) dt = F (5t+t2)2} = 18.
0 2 0

La risposta corretta e .

4oy + 3y 4xly + 330) .

Quiz 6. Un potenziale del campo vettoriale F(z,y) = < T2 1125

flx,y) =2log (1 + :c2y2) + 3arctan (zy) + 1.

[B] f(z,

(z,y) = 2log (1+ x2y2) — 3arctan (zy) + 3.
f(z,y) =log (1+ x2y2) + 3arctan (zy) — 1.
@ f(z,y) =log (1 + x2y2) + arctan (zy) — 2.
f(z,y) = 2log (1 + 2°y?) + arctan (zy) + 2.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

o

(z.9) (8zy + 3) (1 + 2%y?) — 222y (dzy® + 3y)  Szxy+3 —32%y>  Ifs
x7 y g g = —
Ay

(1 + $2y2)2 (1 + $2y2)2 - A (.’L',y)

Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of B B 4zy® + 3y
%(xvy) - fl(xvy) - m’
of B B 4a2y + 3
6_y($’y) = fa(z,y) = EETSIER

Integrando la prima uguaglianza rispetto a = si ha che

4zy? + 3y 22y Y
e = [T an= [ (27 e 37 ) e = 2108 (14.4%57) 4 Bavctan () + (),

dove c(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of B 42’y + 3z

OF (4. ) = _4:C2y+3:c
oy 1+ 22y?

/
+c(y) = 15 227
Quindi un potenziale di F su R? &
f(z,y) = 2log (1 + 2y®) + 3arctan (zy) + k, k€ R.

La risposta corretta e .

Domanda 7. Sia Q = {(x,y,z) eERY: 22 4+y°+22<Ve—1, 0<2z< \/x2+y2}-

2
Quanto vale I'integrale / 322 dedydz ?

0 (22 +y2+22)° + 1
SVOLGIMENTO



Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0,0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo

x = psind cos

D y=psindsing p>0, 0<9<m 0<p<2r |deto(p,?,¢)| = p®sind.
z = pcos?,
Si ha che 5 o8 sin g
32 i
/ S dxdydz:32/ PERTERT dpdi de,
o(z2+y?+22)°+1 opt+l
dove ' C R3 & tale che ®(Q)') = Q. Si ha che
2<Ve—1
pr=ve 0<p<ve—-1
24?422 <Ve—1 0 <pcos? < psind T T
(x,y,2) €N — = = — <9< =
0<2< a2 +y? p>0, 0<9<m, 4 2
0<¢<2m
0<e<2m

Quindi ' = [0, Ve — 1] x [Z,Z] x [0,27]. Ne segue che

32 3 cos ¥ sin ¥
/ S dxdydz:32/ Ponmr dpdiddp =
o(@2+y2+22)"+1 ropt+1

™

4671 p3 2
= 64~ / i dp / cosvsinddy | =
0 pr+1 z

1 “1r
= 647 [— log (p4 + 1)] [— sin? 19] = 4.
4 0 2

(SIE]

k]

La risposta corretta e 4.

Domanda 8. Si considerino la superficie 3 = {(m, y,2) ER?: 2?4y +22=26, 2>1, 22 +¢* > 1} e il cam-
po vettoriale

V26yz \V26xz . ( 2 4)
, sin (2 .
(22 +y?) Va2 +y? + 22 (22 +y%) Va2 +y? + 22

Quanto vale l'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a 3
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7

SVOLGIMENTO

+e* cosz, log (1 + y4) —

F(ac,y,z) = (

Il campo vettoriale F ¢ di classe C' su dom (F) = {(x,y,2) € R¥\ {0,0,0} : 2? +y? # 0}, ovvero su tutto
R? escluso l'asse z. Osserviamo che ¥ C dom (F). Posto F = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore)

si ha che
/ F-dP:/rotF-nda,
o% by

dove per ogni (r,y,z) € R?

i i K
rotF(z,y, z) = a% 8% % —
fl(x’y’ Z) fQ(x’y’ Z) f3(xayaz)
0 0 0 0 0 0
= <a—f3($,y, Z) - 6—J;2($,y,2’), a—J;l(xayaZ) - a—ié(xayaz)’ 6—.];?(‘T’y’ Z) - a—fyl(x,y, Z)> =
fo2 2 2 _ 22 f2 2 2 _ z2
o \/%SC Ay \ x2+y2+22 \/Q—Gy YTz Vr2+y2+22
- $2+y2 $2+y2+22 ) $2+y2 $2+y2+22 ’

2 2

(22 + ) Val+y?+ 22— 2x\/x2+y2+22+7m($ +v7) ]
2 2 2

—V262 VI +yT+z n

(22 + 2)% (22 + 12 + 22)




(2 +y°) Vet + 2+ 22—y [2y/a? + 2+ 22 4 ulate?)
26 z2+y2+22
J— Z =
(a2 +12)° (22 + 3% + 22)

V26 V26 V262
_ y
(22 + 2+ 2232 (22 42+ 22)%27 (224424 22)%2 )

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

2?2+ y? + 22 =26 z:\/m

2z =1/26 — 2% — y?
1 <a*+y2 < 25.
2l +y? 21 2yt >1

Quindi la superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /26 — 22 — y2, dove

K= {(z,y) e R*: 1<2®+y*<25}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(z,y) = (:c, Y, /26 — 22 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(x,y) dzdy,
)y by K

dove N(x,y) ¢ un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

_(_9 9y _ x y
Na‘(‘r’y) - ( ax(xay)’ 8y<x’y)’ 1) - (\/26—562 —yQ’ \/26—352 —yQ’ 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. x Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(z,y) (z,y) T VP

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (ac, Y, /26 — 22 — y2) . < < Y 1) =

\/26—3v2—y27 \/26—3v2—y27

1 1 1 % 3 3 T Y 1
==z =y, — —x?— : =
26" 26" 26 Y V26 — 22 — 27 /26 — 22 — 2

72 2

+ Y +i,/26_x2_y2:;
26 — 22 —y?  264/26 — 2 —y2 206 /26 — 22 — 2

Ne segue che

1

/ F-dP:/rotF-ndU:/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) d:cdy:/ _—
1)y z K K /26 — 22 — 92

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

dx dy.

dp di =

1 p
F-dP:/—dxdy: __r
/82 K /26 — 22 — 92 K’ /26 — p?

dove K’ = [1,5] x [0,27] e quindi si ottiene

5
= 27r/1 p (26 - pz)—1/2 dp =27 [_ (26 - Pz)l/Q]j = 8.

La risposta corretta e 8.



Osservazione. Si puo procedere anche calcolando direttamente 'integrale di linea di F' lungo il bordo di X che
¢ cosituito dall’unione di due circonferenze. Infatti, si ha che ¥ =TI'1 UT'9, dove

Flz{(x,y,z)€R3: z=1, x2—|—y2:25}, FQ:{(x,y,z)€R3: 2 =5, x2—|—y2:1}.

A

YA

5 z=1
YA

71 1 2=5
(TN
_5 o 5 —1QJ1 z

1

5

Quindi

/F-dP: F-dP+/F-dP.
ox I T

Si ha che T'y = im(71), dove 71 : [0,27] — R3 & la curva parametrica v (t) = (5cost, 5sint, 1) e I'y = im(2), dove
e : [0,27] — R3 & la curva parametrica vo(t) = (cost, —sint, 5).

Ne segue che

2m
F-dP= [ F(y(t) nt)dt =
r 0
essendo
F(y1(t)) -v1(t) = F(5cost, bsint, 1) - (=5sint, 5cost, 0) =
1 1
= (g sint + €' cos (5cost), log (1 + 5 sin’ t) — R cost, sin 5> - (—5sint, bcost, 0) =
= —5sinte®“ cos (5cost) + Heostlog (1 + 5*sin®¢) — 1

si ottiene

27
= / [—5sin te5 St cos (5cost) + Heostlog (1+ 5% sin’ t) —1] dt =
0

27
=27+ / [—5sin te® ! cos (5cost) + 5eostlog (1 + 5 sin? t)] dt = —2m
0

perché questo integrale di destra e zero. Infatti,

27
/ [—5sinte® ! cos (5cost) + 5costlog (1+ 5 sin't)] dt =
0

27 2
= / [—5sinte® ! cos (5cost)] dt + / 5costlog (1+ 5*sint) dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene

™ ™
= / [—5sin te” 5 cos (5 cos t)] dt + / 5costlog (1+ 5% sin* t)dt =

—r —7

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

s
= 2/ Scostlog (1+54sin4t) dt =
0



essendo cost = sin (7/2 —t) e sint = cos (w/2 — t)
= 2/ 5sin (7/2 — t)log (1 + 5% cos? (7/2 — t)) dt =
0

posto u = w/2 —t si ha
/2
:2/ 5sinulog(1+54cos4u)du:0

—m/2

perché la funzione integranda ¢ dispari.
Similmente
2w
Foap= [ F(on(t)-(t)dt =
Ty 0
essendo
F(y2(t)) - v4(t) = F(cost, —sint, 5) - (—sint, —cost, 0) =
= (—5 sint + e cos (cost), log (1 + sin? t) — 5cost, sin 29) - (—sint, —cost, 0) =
= —sin e’ cos (cost) — costlog (1 + sin’ t)+5

si ottiene

27
= / [5 — sinte®* cos (cost) — costlog (1 + sin* t)] dt =
0

2
=107 + / [—sinte®s! cos (cost) — costlog (1 +sin*t)] dt = 107
0

perché questo integrale di destra & zero. Infatti,

2
/ [— sinte®®" cos (cost) — costlog (1 + sin* t)] dt =
0

2 2
= / [— sin te®* cos (cos t)] dt — / costlog (1 +sin*t) dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene
s ™

= / [— sinte®®" cos (cost)] dt — / costlog (1 + sin®t) dt =
—r -7

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

™
= —2/ costlog (1 +sin4t) dt =
0

essendo cost = sin (/2 —t) e sint = cos (7/2 — t)
= —2/ sin (7/2 —t) log (1 + cost (m/2 — t)) dt =
0

posto u = w/2 —t si ha
/2
:—2/ sin u log (1+cos4u) du=20
—m/2

perché la funzione integranda e dispari.

In conclusione

/ F-dP = F-dP + F-dP = —27 + 107 = &.
ox Iy I




Versione V4

Quiz 1. Siano (a,) una successione tale che a,, > 0 per ogni n € N. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

o0
1
Se Zan diverge, allora a, ~ — per n — +oc.
— n
[e.e]
Se Z an converge, allora liTan an = 0.

oo
1
Se g an converge, allora a, = o <—> per n — —+o0.
n

@ Se Zan diverge, allora lim Intl _ e (1,400) U {+o0}.

an
> a
: 1
Se E a, converge, allora hﬁn Z: =Le0,1).
SVOLGIMENTO

o0

Per la condizione necessaria per la convergenza di una serie, se E an converge, allora lima, = 0. La risposta
n

n=0
corretta e .
o0

Osserviamo che le altre risposte sono certamente errate. Infatti, la serie armonica generalizzata E 7 diverge
n

n=1
1 1 o . R
e —= o0 — per n — +00, e quindi la risposta e errata.
nl/2 " n
) 1 .
. . . . n+1 . . . N
Inoltre la serie armonica generalizzata E — converge anche se lim ( T F _ 1, e quindi la risposta e
n=1 n " n?
00 1
errata. Similmente la serie armonica E — diverge anche se lim "TH =1, e quindi la risposta @ ¢ errata.
n n =
n=1 n

Infine, se consideriamo la successione (a,,) definita da

1
— sen=2F
an = nl k eN,
k
3 se n # 2%

1

oo
r . . N . \4
o + Z o (si vedano i dettagli a pie pagina)*, ed entrambe

1

oo
si ha che la serie E a, converge perché E an < g
n=1 n=1 =0

S
Il

1
le serie a destra della disuguaglianza convergono. Pero a, # o ( > per n — —+o00, essendo
n

1 sen=2F
. Qn . .
na, =4 1 X keN == lim 4 = limna,, non esiste.
— sen#2° noo— n
n
Ne segue che anche la risposta ¢ errata.
m 1 2m 1
4Se per ogni n € N, n > 1 si pone S, = Zak, si osserva che Som < Z —k 72 per ogni m € N. Se ora si considera un
k=0 k=0 k=1

m 2
. _ . . 1 1
qualunque n € N, n > 1, esiste almeno un m € N tale che 27! < n < 2™. Di conseguenza si ha che S, < Som < E —k E k:_
k=0
s | . .
Poiché le serie E — e E — convergono, per il Primo teorema del confronto sui limiti esiste in R il limite della successione (S,) e

2k k2
k=0 k=1



Quiz 2. Sia F : R3\ {(~1,-2,-3)} — R? un campo vettoriale di classe C! indivergente ma non solenoidale, e
siano ¥ e S due superfici chiuse e diverse che sono i bordi rispettivamente di due aperti con bordo D e V di R?
che contengono il punto (—1, -2, —3).

Indicati con Iy, e Ig i flussi uscenti di F rispettivamente dal bordo di D e dal bordo di V', quale delle seguenti
affermazioni & corretta?

[A] In #Is=0.
[B] Is = Is # 0.
[C] Is = Is=0.
[D] 0=1Ix # Is.
[E] Is # Is con Iy # 0 e Is # 0.

SVOLGIMENTO
La risposta corretta e .

Senza perdita di generalita possiamo supporre che il punto (—1,—2,—3) sia il punto (0,0,0). II campo F
¢ indivergente ma non solenoidale e il suo dominio non & stellato (altrimenti F' avrebbe potenziale vettore e
quindi sarebbe solenoidale dato che per ipotesi ¢ indivergente). Quindi esiste almeno una superficie chiusa 7' C
R3 \ {(0,0,0)} tale che il flusso di F attraverso T non & zero. Evidentemente T deve essere il bordo di un
aperto con bordo W che contiene (0,0,0), perché, se non contenesse (0,0,0), allora T' sarebbe contenuta in un
sottoinsieme stellato di R3\ {(0,0,0)} e quindi F ristretto a questo insieme avrebbe potenziale vettore e quindi
sarebbe solenoidale e di conseguenza il flusso di F' attraverso T sarebbe zero.

Consideriamo il flusso uscente di F' da T = 0W (analogamente si procede nell’altro caso).

Proviamo che esiste una palla di centro (0,0,0) e raggio

r tale che il flusso uscente di F' dal bordo di questa palla Ns,
coincide con quello uscente di F' da T = OW. g
Poiché W = W U OW & un insieme limitato, esiste ! 0

r > 0 tale che W C B,(0,0,0). Denotiamo con S,
la superficie sferica di centro (0,0,0) e raggio r, ovvero
S, = 8B,(0,0,0).

Sia Q = B,(0,0,0) \ W. Evidentemente 092 = S, UT e
(0,0,0) ¢ Q. Quindi 2 C R3\ {(0,0,0)} = dom (F).

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso
uscente di F' dal bordo di €2, che € I'unione di S, orienta-
ta secondo il verso uscente da B,(0,0,0) e di T orientata
secondo il verso entrante in W, e

/ F-ndU:/ F-ndo+ F-ndaz/divF(m,y,z) dxdydz =0
o0N St T QN——

da cui segue che

F-ndo=— F -ndo,
o T-

ed essendo
F-ndaz—/ F - ndo,
T+ -

oo

quindi E an converge e, sempre, per il Primo teorema del confronto sui limiti, vale la disuguaglianza

n=1
k=0 k=1

n=1



si ottiene che

/ F-ndU:/ F - ndo,
g T+

dove S, indica S, orientata secondo il verso entrante, S;' indica S, orientata secondo il verso uscente, T~ indica
T orientata secondo il verso entrante, 7" indica T orientata secondo il verso uscente.

Poiché il flusso uscente di F' da T'= O0W non & zero, si ha che

F-ndo # 0.

S5

Ripetendo lo stesso ragionamento fatto sopra per S, e T, prima con S al posto di 1" e poi con X al posto di T, si

ottiene che
/ F-ndJ:/F-ndU:/F-ndJ;«éO.
S S by

Concludiamo osservando che un campo vettoriale F' avente le caratteristiche indicate esiste. Ad esempio

F( ) X y z
xvyvz - 3 3 .
(m2+y2—|—22)3/2 (m2+y2+z2)3/2 (:c2—|—y2+22)3/2

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y, z) = (z, 2z —x —y, z+ x — y) lungo la curva parametrica
v :[0,1] — R3 definita da y(t) = (9t + ¢, 8%, 8*) vale

[4] 50. [B]o. [C]25. [D]s5. [E] 100.

SVOLGIMENTO

Si ha che
1
/ F.dP = / Fy(t)) - +/(t) dt =
¥ 0

essendo 7/ (t) = (9 + 2t, 16t, 16t) per ogni t € [0,1] e
vt e [0,1] : F(y(t))-+/'(t) = F (9t + 12, 8%, 8¢%) - (9 + 2t, 16t 16t) =

= (9t +t%, =9t — 3, 9t +1%) - (T+2¢, 12¢, 12t) = (9t + %) (9 + 2t)

si ottiene .

:/1 (9t + ) (9+2t) dt = F (9t+t2)2} = 50.
0 2 0

La risposta corretta e .

Quiz 4. Un potenziale del campo vettoriale F(z,y) = <8ffx_2y52y, 8136?;2;;) ¢

f(z,y) =4log (1 + x2y2) — Sarctan (zy) + 2.

f(z,y) =4log (1 + x2y2) + Sarctan (zy) + 4.

f(a,
(
(

(D] f(z,
[E] f(z,

)

) = 4log (1 + 2%y?) — arctan (zy) + 3.
) = log (1 + 2y?) — arctan (zy) — 3.

)

Yy
Y
Y
y) = log (1 + x2y2) — Sarctan (zy) — 2.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

on ( (16zy —5) (1 +2”y*) — 22%y (8ay® — By)  16xy — 5+ 52> 0fy
—_— "E’ = — _YJj2
Iy / (14 x2y2)? (1 + 22y2)> or

(z,9).



Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of B B 8xy? — by
6(L‘<x,y) _fl(x’y) - 1+x2y2 ’
of B B 82y — bx
8—y($,y) = fa(z,y) = 1 a2

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

8ry? — by 221 Y
flz,y) = / T+ dr = / (41 i 51 T dr = 4log (1 + x2y2) — barctan (zy) + c(y),

dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

_ 8x2y — b

(2,7) 8x2y — bx
—(x - - @@ —

/
—|—C(y) - 1+x2y2
Quindi un potenziale di F su R? &
f(z,y) =4log (1+ x2y2) — barctan (zy) + k, k€eR.

La risposta corretta e .

Quiz 5. Sia f: R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione g : [-m,7) — R
o0

definita da g(x) = 523 — 722 e per ogni n € N, n > 1, siano b, i coefficienti di Fourier di f. La serie Z b2

n=1

converge a %7‘(6.
converge a %7‘(‘6.

converge a %w@

@ converge a 7T6.

diverge.

SVOLGIMENTO
Per I'identita di Parseval si ha che
T o0
/ \f(x)\de:QWag—i-WZ(ai—i—bi).
- n=1

Poiché ¢ & dispari anche f & dispari e quindi i coefficienti a,, della serie di Fourier di f sono zero, per ogni n € N.
Ne segue che l'identita di Parseval diventa

T o0
/ F@)Pde =73 82,
- n=1
da cul si ricava che

gbi — [ WP

—T

Essendo |f|? pari si ha che

/W |f(2)]? dz = /W (5303—77230)2 dx = 2/7r (5303—77230)2 dr =
0

—T —T

i 25 1 0 2 80
= 2/ (25x6 —10m%2* + 7r4x2) dr =2 [7.%'7 — o2z + §7r4x3] =0 —4n 4+ T = 1"
0



Quindi
1 (7 80
2 1 25 6
nglbn— 7T/_7r\]”(ac)\ dr = TR

La risposta corretta e .

Quiz 6. Si consideri la funzione f(z,y) = (36 — yz) log (62 +1- :cz). Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
La funzione f ha un punto di minimo locale e ha quattro punti di sella.

La funzione f ha due punti di minimo locale, due punti di massimo locale e un punto di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.
@ La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale e ha quattro punti di sella.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (f) = {(x,y) eER?: |z| < Ve2 + 1} e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di

massimo e di minimo locale di f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che ( 2)
ZL =__\ " 7 — = -2yl 1-— .
5 (@) e — 6y(ﬂc,y) ylog (¢ +1 —z?)
Quindi
2 (36 —y*) =0 r=0, y==6
Vf(z,y) =(0,0) <= =
2ylog(62—|—1—x2):0 y=0, xz==e.

Quindi i punti stazionari di f sono: (0,0), (Le, £6).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 5 punti. Si ha che:

>*f
0z2

e +1+ a2 ﬁ
(€2 +1—a2)% dy?

82f( )= 4y
Oxdy DY T a2

(z,y) = —2 (36 — y2) (z,y) = —2log (62 +1-— x2),

Quindi
1 0

0 24e
H:(0,0) = e?+1 H(e,6) = Hi(—e, —6) =
0.0 = (TR ey ) e = e = (0 )

0 —24e
Hy(e,—6) = Hf(—e,6) = <—24e 0 )
Ne segue che (0,0) & un punto di massimo locale per f, (+e,46) sono quattro punti di sella per f.

La risposta corretta e .

Domanda 7. SiaQ:{(x,y,z) eR?: 224+ +22<Ved -1, 0<z2< \/w2+y2}-

1
Quanto vale I'integrale / 0= drdydz ?

0 (22 +y? + 22)°

+1
SVOLGIMENTO
Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0,0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo

x = psinvcos

©: Qy=psindsing p>0, 0<I<m 0<@<2m, |detJo(p, 0, ) = p?sin¥).
z = pcos,
Si ha che 16z p? cos ¥ sin ¥



dove ' C R3 ¢ tale che ®(€') = Q. Si ha che

2 3
pe<+e —1 4
0<p<ved-1
( ) e 2y < Vel —1 0 < pcost < psindd L
T,y,2) € — — — Tcy<
0<z</a2+92 p>0, 0<9<m, 4 2
0< <2 0sps<2m
Quindi ' = {0 Ve3 ] [2,Z] x [0,27]. Ne segue che
16 3 cos ¥ sin ¥
/ SR dxdydz:lﬁ/ pntrr dpdiddp =
(@2 +y2+22)"+1 ropt+l

Y1 P z
= 327 / 1 dp / cos¥sinddv | =
0 pt+1 z

1 Vet
= 327 [— log (p4 + 1)] [— sin? 19} = 67.
4 0 2

[NE]

el

La risposta corretta ¢ 6.

Domanda 8. Si considerino la superficie 3 = {(w, y,2) R 2?49y +22=20, 2>2, 22 +4% > 4} e il cam-
po vettoriale

F(x,y,z) = (log (1+ :c4) +

v20 v20
Yz sin (y4 + 1) — i e® cos z> .

(22 +y2) /a2 + 2 + 22 (22 +12) /22 + 12 + 22

Quanto vale I'integrale di linea di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a 3
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F ¢ di classe C! su dom (F) = {(,y,2) € R¥\ {0,0,0} : 2? +y? # 0}, ovvero su tutto
R? escluso l'asse z. Osserviamo che ¥ C dom (F). Posto F' = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore)

si ha che
/ F-dP:/rotF-nda,
% by

dove per ogni (z,y,z) € R?

i Jj k
rotF(z,y, z) = a% 8% % —
fl(x’y’z) fQ(x’y’Z) f3(xayaz)

_(9fs Ofs /1 Ofs Ofs of _
- (ay (xvyv Z) Oz (wvyvz)v Oz (wvyvz) or (wvyvz)v or (xvyv Z) 6y (xvyv Z) -

/ 2 _ / 2 _

2 +y?+ 2 m 2+ + 2 \/m

x2+y 2 +y? + 22 ’ x2+y 22 2+ 22

2,2 21 .21 2 oupwae B s ')
(w —|—y)\/x +y=+z —x[2x T4+ YT+ 2+
Va2 +y? 422
—v20z T +

(22 + 2)% (22 + 12 + 22)

2 2
($2+?/2)\/$2+?/2+z2—y[2y e s i }

/x2+y2+22
20z

(22 +12)? (22 4 y2 + 22)

V20z V20 V202
_ y
(@2 +y2 + 222 (@2 + 92+ 22)%% (a2 442 +22)%2 )



Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

22+ 2+ 22 =20 z:\/m

z=+/20 — 2% — y?
4 <z“+y* <16.
a? +y* >4 2?2+ 9% > 16

Quindi la superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /20 — 22 — y2, dove

K:{(x,y)eRQ: 4<a2®+y*<9}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = (x, Y, /20 — 22 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo :/ rotF(o(z,y)) - N(x,y) dzdy,
ox % K

dove N(x,y) ¢ un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

_(_99 9y _ x y
Na‘(x’y) - ( ax(xay)’ 8y<x’y)’ 1) - <\/20—:C2 —yQ’ \/20—5E2 —yQ’ 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

.. x Yy
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = , , 1.
(z,y) (z,y) U0 VO

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (ac, Y, V20 — x? — y2) : < i Y 1) =

\/20—3v2—g/27 \/20—3v2—g/27

:(1 iyji\/m)( z Y 1>:

20" 20”20 V20 — 22 — 2’ /20 — a2 — 2
.’IJ2 2

+ Y +i,/20_x2_y2:;
20 — 22 —y?  204/20 — 2?2 —gy2 20 V20 — 22 — ¢?

Ne segue che

1

/ F-dP:/rotF-ndU:/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) d:cdy:/ _—
(o) = K K /20—562—3/2

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

dx dy.

dp di =

1 p
F-dP:/—dxdy: __r
/82 K /20 — 22 — 92 K’ /20 — p?
dove K’ = [2,4] x [0,27] e quindi si ottiene

4
:27r/2 p (20~ p) " dp=2m |- (20—p2)1/2]i:47r.

La risposta corretta e 4.

Osservazione. Si puo procedere anche calcolando direttamente I'integrale di linea di F' lungo il bordo di X che
¢ cosituito dall’unione di due circonferenze. Infatti, si ha che ¥ =T'1 UT'y, dove

Flz{(m,y,z)€R3: z =2, :c2+y2:16}, ng{(x,y,z)€R3: z =4, x2+y2:4}.
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Quindi

/F-dP: F-dP+/F-dP.
ox I T

Si ha che I'y = im(v;), dove 71 : [0,27] — R3 & la curva parametrica 1 (t) = (4cost, 4sint, 2) e ['y = im(7z), dove
v : [0,27] — R3 & la curva parametrica v2(t) = (2cost, —2sint, 4).

Ne segue che

2w
FedP= [ Fn@®)-7(t)dt =
I 0
essendo
F(v1(t)) -71(t) = F(4cost, 4sint, 2) - (—4sint, 4cost, 0) =
1 1
= (log (1 + 4% cos? t) + 3 sint, sin (44 sin*t + 1) ~3 cost, €?sin 2) - (—4sint, 4cost, 0) =
= —4sintlog (1 + 4% cos® t) + 4 cos t sin (44 sint ¢ + 1) -2

si ottiene

2
= / [—4 sint log (1 + 4% cos? t) + 4 cos t sin (44 sin*t + 1) — 2] dt =
0

2
= —4r + / [—4 sint log (1 + 4% cos? t) + 4 costsin (44 sin t + 1)] dt = —4n
0

perché questo integrale di destra & zero. Infatti,

2m
/ [—4 sint log (1 + 4% cos? t) + 4 cos t sin (44 sin*¢ + 1)} dt =
0

2m 2
= / [—4 sin t log (1 + 4% cos* t)] dt + / 4 cost sin (44 sin t + 1) dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene

™ ™
:/ [—4sintlog (1—|—44COS4t)} dt+/ 4costsin (4*sintt + 1) dt =

—T —T

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

s
:2/ 4costsin(44sin4t+1)dt:
0
essendo cost = sin (7/2 —t) e sint = cos (7/2 — t)
™
:2/ 4sin (1/2 —t)sin (4% cos* (1/2 —t) + 1) dt =
0
posto u = 7/2 — ¢ si ha

w/2
:2/ 4sinusin(44cos4u+1)du:0
—7/2



perché la funzione integranda ¢ dispari.

Similmente
27

F-dP= [ F(7(t) v(t)dt =
I 0

essendo
F(ya(t)) - v4(t) = F(2cost, —2sint, 4) - (—2sint, —2cost, 0) =

= (log (1 + 16 cos? t) + 2sint, sin (16 sin® ¢ + 1) — 2cost, e*sin 4) - (—2sint, —2cost, 0) =
= —2sintlog (1 + 16 cos™ t) — 2costsin (16sin4t + 1) +4

si ottiene

2
= / [—2 sin t log (1 + 16 cos® t) — 2costsin (16 sint ¢ + 1) + 4] dt =
0

2m
= 81+ / [—2 sintlog (1 + 16 cos? t) — 2costsin (16 sint ¢ 4 1)] dt = 8m
0

perché questo integrale di destra e zero. Infatti,

2m
/ [—2 sin t log (1 + 16 cos? t) — 2costsin (16 sintt + 1)] dt =
0

2 2m
= / [—2 sint log (1 + 16 cos? t)] dt + / [—2 cos t sin (16 sintt + 1)] dt =
0 0

essendo entrambe le funzioni periodiche di periodo 27 si ottiene
s s
= / [—2sintlog (1—|— 160084t)] dt+/ [—2costsin (16sin4t+ 1)} dt =

—T —T

ed essendo la funzione integranda del primo integrale dispari, questo integrale & zero, mentre nel secondo la funzione
e pari e quindi si ottiene

T
= —4/ cos tsin (lﬁsin4t+ 1) dt =
0

essendo cost = sin (7/2 —t) e sint = cos (w/2 — t)
= —4/ sin (7/2 — t)sin (16 cos® (7/2 — ) + 1) dt =
0

posto u = 7/2 — ¢ si ha

w/2
= —4/ sin u sin (44 cos* u + 1) du =20
—7/2

perché la funzione integranda e dispari.

In conclusione

/ F.-dP = F-dP+/ F-dP = —47 + 81 = 4~.
[2)> I't Ty




