Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 22/02/2024 ore 14

Versione: V1
Quiz 1. Sia Q = {(z,y) € R2: 204 ¢y0<2 y>a> 0}. L’integrale / 22y  dedy  vale
Q

= D= Wl

El

[E] 6.

SVOLGIMENTO

L’insieme 2 ¢ y-semplice. Infatti
04yl <2 — —1€/m§y§ lm con |z| < /2
e quindi dovendo essere y > x> 0sihache 0 <z <y < /2 — 210 che implica
0<z< V2-210 — 0<z<l.

Quindi

Q:{(m,y)€R2: 0<z<1, z<y< 1\0/2—5610}.

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi y-semplici, si ha che

1 1 1 W2=¢T0
/ 22y dx dy = 2/ / zy’dy | dx = 2/ x {—yw] dx =
Q 0 T 0
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La risposta corretta e .

Quiz 2. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,z) = <x (x2 +z— 4) ;Y (4 —z— y2) , 3) e la superficie
Y= {(w,y,z) eR3: z=4—2%—4? 2>0, yZO}.

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

6.
3.
0.

[D] 127
2.

SVOLGIMENTO



La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(x,y) = 4 — z? —y?%, dove

K ={(z,y) eR*: 22 +¢y* <4, y>0}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(z,y) = (z, y, 4 — z? — y2). Ne segue che

/ZF-nda:/KF(a(x,y))-N(x,y) da dy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a ¥ €

No(o) = (- ), =Gl 1) = (20 20, 1),

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Quindi
N(z,y) = Ny(z,y) = (2z, 2y, 1).

Si ha che
F(U(Cﬂ,y)) : N(Cﬂ,y) =F (x, Y, 4 _562 - y2) : (2:6’ 2y’ 1) =

= (—:UyQ, z2y, 3) - (2z, 2y, 1) = 3.
Ne segue che

/EF-ndJ:/KF(J(x,y))-N(x,y) d:cdy:/K?) dx dy = 3m(K) = 6,

dove m(K) ¢ la misura, ovvero l'area, di K. La risposta corretta & .

Quiz 3. Siano F : R? — R? un campo vettoriale di classe C!, F' = (fy, f2), tale che %(m,y) = %(:ﬂ,y) per
T )

ogni (z,y) € R?, G : R? = R? il campo vettoriale G = (fa, f1) e sia f : R? — R una funzione di classe C*.

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Per ogni curva parametrica « chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che /
.

F-dP:/Vf-dP.
Y

Esiste almeno una curva parametrica ~ chiusa e regolare con sostegno in R? tale che /
gl

G-dP;A/Vf-dP.
v

Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che /F -dP = f(y(b)) = f(y(a)).
g

@ Per ogni curva parametrica « chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che / G-dP = / Vf-dP.
v gl
Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che / G-dP = f(y(b) — f(y(a)).
¥

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale G & anch’esso di classe C. Posto G = (g1, g2), si ha che g1 = fo e go = f1. Ne segue che

991 dga _Of

af2

RQ . = [
V(z,y) € dy (2,9) oy (2,9), 5 Y =5 (@)
e quindi essendo per ipotesi %(m, y) = aa—j;(x, y) risulta che

og 092
2. _
V(z,y) € R*: 9y (z,y) D (z,y),

ossia G verifica la condizione necessaria per i campi conservativi di classe C'!. Poiché R? & semplicemente connesso,
si deduce che G € conservativo. Inoltre anche il campo vettoriale V f & conservativo, per definizione. Ne segue che
gli integrali di linea di G e Vf lungo una qualunque curva parametrica chiusa e regolare avente sostegno in R?
sono nulli, e quindi sono uguali. La risposta corretta e



o
n
Quiz 4. La serie numerica Z(—l)" (E>

n=2 3
¢ indeterminata.
converge a i
3+e
diverge positivamente.
D] converge a —5—
8% 33 ey
e
E .
converge a o e
SVOLGIMENTO
Si ha che
S (5) =X ()’
n=2 3 n=2 3
Quindi e una serie geometrica con la ragione a = —g. Poiché
e e
=|-z|=z-<1
lal 3‘ 3
= 1
questa serie converge. Poiché per |a| < 1 si ha che Z a" = 1 , ne segue che
—a
n=0
o2
— 2
() =L(5) ()= (D=1
—_— — —_— — 1 —_ = = — 1 _ = = = .

La risposta corretta ¢ @ .

Quiz 5. Siano 2 C R? un aperto non vuoto e F : Q — R3? un campo vettoriale di classe C! in Q. Quale delle
seguenti affermazioni & corretta?

Se F' ¢ irrotazionale e {2 & semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.
Se F' non ammette potenziale vettore, allora F' non & indivergente.

Se F' ¢ indivergente e ) ¢ semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.
@l Se F' ¢ indivergente e () ¢ stellato, allora F' ammette potenziale vettore.

Nessuna delle altre affermazioni ¢ corretta.

SVOLGIMENTO

Per la condizione sufficiente per i campi che ammettono potenziale vettore, se I’ & indivergente e €2 & stellato,
allora F' ammette potenziale vettore. La risposta corretta e

Quiz 6. Il campo vettoriale F(x,y) = (3:62 |8 — y3| + day?, —dy {xQ — y| — 3x3y2) & conservativo sull’insieme

{(:ﬂ,y)GRQ: y>:c2}.
{(m,y)eRzz y<:c2}.
{(m,y)GRQ: y>2}.



@l {(:ﬂ,y)GRQ: y<2}.
{(z,y) eR*: 2* <y<2}.

SVOLGIMENTO
Posto F' = (f1, f2) si ha che
32 (8 — y3) +4xy? sey <2 —4y (x2 — y) —323y? sex? >y
fl(x,y): 2/ 3 2 f2($,y): 9 3 9 9
3x (y —8)—{—4:63/ sey > 2, 4y(:ﬂ —y)—?m:y se r° < y.
Quindi
Ofi 8ry — 92%y? sey < 2 0fs —8zy — 92%y% sex? >y
By @) = 22 9o 1Y) = 22 seq?
Y 8xy + 9z7y* sey > 2, x 8ry — 9z-y se r7 < y.
Ne segue che
O )y = OF2

2
—= <— 2.
Ay (z,y) Oz (z,y) " <y<

Poiché T’insieme {(x,y) eR?: 22 < y < 2} ¢ semplicemente connesso e il campo F & di classe C! su questo
insieme, si ha che F' e conservativo su questo insieme. La risposta corretta e .

3 2
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,z) = <9x22 — dxy, 2y2 + e, _F 9xz2> e

4+ /a? + y?
I'insieme Q = {(x,y, 2)eR?: 2< /a2 492 <2< 4}.
Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di 27

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R3 e F & di classe C! su R?\ {(0,0,2) : 2 € R}. Poiché Q C R*\ {(0,0,2) : z € R}, per
il Teorema di Gauss si ha che
F-ndo= / divF(x,y, z)dzdy dz,
o0 Q

dove, posto F = (fi. fo, fa). si ha cie divF(e,3.2) = 52 (202) + F2 0. + S e 2).
X

6z

4+ /a2 +y? )

F-ndaz/divF(m,y,z)dxdydz:/
o0 Q Q

Quindi divF(z,y,2) =

M%Ty? drdydz.
Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse z. Si ha che
x = pcosv
D y = psind p>0, 0<9<2m zeR, |detJo (p, 9, 2)| = p.
2=z

Si ottiene che

dxdydz:6/ 42” dp dv dz,

F-ndaz/divF(ﬂ:,y,z)dxdydz:(i/
o0 Q Q / —|—p

z
4+ /22 + y?
doveQ’z{(p,z?,z)eR?’: 2<p<4, 0<¢9<2m, p§z§4}.

Quindi

2p 4, 4
/ F-ndo = ——dpdidz =127 — </ zdz) dp =
o9 od+p 2 4+p\Jp

4 P 24 4 p 2
=127 — =z dp = 6w —— (16 — dp =
[ L g /24+P( P7) de



4

4 4 1
= 677/ p(d—p)dp= 671/ (4p — p2) dp = 67 [2p2 — gpg} = 32m.
2 2 2

La risposta corretta e 32m.

6 6
Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(x,y, z) = <—% — Yz, % +xz, 22— log (wQ + y2)>
ety ety

e la superficie ¥ = {(m,y, 2)eR?: z2=10—2% -9 2> 1}.
Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a >
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7

SVOLGIMENTO

Il dominio del campo vettoriale F' & dom (F) = R3\ {(z,y,2) € R®: 2?4+ y? = 0}. Poiché ¥  dom (F) non
si puo applicare il Teorema di Stokes (o del rotore).

Si ha che
82:{(w,y,z)eR3: z=1, x2+y2:9}. z

Una parametrizzazione di % che induce su
di esso un verso di percorrenza positivo (ov-
vero antiorario) rispetto al versore normale
a Y che forma un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z ¢ v : [0,27] — R?
definita da

10

v(t) = (3cost, 3sint, 1).

Quindi si ha che

/az F-dP = /deP = /027r F(y(t)- (t)dt =

essendo
F(y(t))~'(t) = F(3cost, 3sint, 1)-(—3sint, 3cost, 0) =

= (—5sint, 5cost, 1 —log9)-(—3sint, 3cost, 0) = 15,

S1 ottiene e ——————

21
- / 15dt = 307 ~—— L >—
0

La risposta corretta e 307. x Y




Versione V2
g1 ~ 0go

Quiz 1. Siano G : R? — R? un campo vettoriale di classe C', G = (g1, o), tale che a—(x,y) = a—(x,y) per
€z Yy

ogni (r,y) € R?, F: R? — R? il campo vettoriale F' = (g2,91) e sia g : R? — R una funzione di classe C*.

Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

Per ogni curva parametrica 7 chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che /

F-dP:/Vg-dP.
Y Y

Esiste almeno una curva parametrica v chiusa e regolare con sostegno in R? tale che /
gl

Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che /F -dP = g(y(b)) — g(~(a)).
gl

F-dP;é/Vg-dP.
v

@l Per ogni curva parametrica 7 chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che / G-dP = / Vg -dP.
v gl
Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che / G -dP = g(v(b)) — g(v(a)).
v

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' ¢ anch’esso di classe C'. Posto F' = (f1, f2), si ha che fi = g2 e fo = g1. Ne segue che

of1 dgo df2 g1
RQ : — = — —_— - =
V(z,y) € By (z,y) 9y (@y), o (@y) =5 (2,y)
e quindi essendo per ipotesi %(Cﬂ y) = %(Cﬂ y) risulta che
ox oy
22! df2
2 M _— = —
V(z,y) € R*: oy (z,9) 5 (x,y),

ossia F verifica la condizione necessaria per i campi conservativi di classe C'!. Poiché R? & semplicemente connesso,
si deduce che F' & conservativo. Inoltre anche il campo vettoriale Vg & conservativo, per definizione. Ne segue che
gli integrali di linea di F' e Vg lungo una qualunque curva parametrica chiusa e regolare avente sostegno in R?
sono nulli, e quindi sono uguali. La risposta corretta & .

Quiz 2. Siano © C R3 un aperto non vuoto e F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C! in €. Quale delle
seguenti affermazioni & corretta?

Se F ammette un potenziale vettore di classe C! in €, allora F' ¢ indivergente.

Se F' non ammette potenziale vettore, allora F' non & indivergente.

Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

@l Se F' ¢ irrotazionale e {2 & semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.

Se F' ¢ indivergente e ) & semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.

SVOLGIMENTO

Per la condizione necessaria per i campi che ammettono potenziale vettore, se I’ ammette un potenziale vettore
di classe C! in ©, allora F' ¢ indivergente. La risposta corretta ¢ .

Quiz 3. Il campo vettoriale F(x,y) = ( — 3z {x + y2{ + 4223, 4y ‘xB’ + 1| + 3:U2y) & conservativo sull’insieme

{(z,y) eR*: z < -1}
{(m,y)eRzz x>—y2}.
{(m,y)GRQ: x<—y2}.



@l {(z,y) eR*: —1<z<—y°}.
{(z,y) eR*: = > -1}

SVOLGIMENTO
Posto F' = (fy, f2) si ha che

-3z (x + y2) + 42?3 sex > —y? 49/ (x?’ + 1) + 322y sex > —1

fl(x’y) = f2($,y) =
3x (x + y2) + 42?3 se x < —y2, —4y? (x?’ + 1) +32%y sex < —1.

Quindi
of1 12229% — 62y se x > —y? Of 1222y% + 62y sex > —1
a—(m,y - 2,2 2 a—(x, - 2,2
Y 12z%y” + 6y se x < —y*, x 6zy — 122°y° sex < —1.
Ne segue che
afl af2 2
——(z,y) = =—(z, = —l<z< -y
dy (z,y) = 5 ~(@,y) T < -y
Poiché I’insieme {(x,y) eR?: —1<z< —y2} ¢ semplicemente connesso e il campo F ¢ di classe C! su questo

insieme, si ha che F' & conservativo su questo insieme. La risposta corretta ¢ @ .

o n
1—m
iz 4. La seri ica » (—1)"
Quiz a serie numerica (-1) < 5 )

n=2

(m— 1)
converge a 23— )
converge a %

¢ indeterminata.

@l diverge positivamente.

converge a 3_%

SVOLGIMENTO
Si ha che
> 1—7m\" > (r—1\"
> (%) -2 (%)

RN . . . m—1 o
Quindi & una serie geometrica con la ragione a = — Poiché

la| =

m—1 _7r—1>1
2 | 2 ’

questa serie diverge positivamente. La risposta corretta e @ .

Quiz 5. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,2) = < —x (wz +z— 9) , =Y (9 —z— y2) ) 4> e la superficie
Y= {(x,y,z) eR3: 2=9-—22—4% 2>0, xEO}.

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

187.
36
9r.
[D] o.



3.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(x,y) =9 — z? — 2, dove

K:{(ﬂ:,y)ER2: 2?4+ 9? <0, CEZO}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(x,y) = (3:, y, 9 —a? — yZ). Ne segue che

/EF-ndaz/KF(o(:c,y))-N(:c,y) dz dy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X ¢

Na(x7y) = <—%(1’,y), _g_z(xay)7 1> = (21.7 2y7 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Quindi
N(z,y) = Ny(z,y) = (2z, 2y, 1).

Si ha che
F(U(Cﬂ,y)) : N(Cﬂ,y) =F (x, Y, 9 _562 - y2) : (2:6’ 2y’ 1) =

= (xyZ, —z2y, 4) (2, 2y, 1) = 4.
Ne segue che

/EF-ndaz/KF(a(x,y))-N(x,y) dxdy:/KZl dxrdy =4m(K) = 18,

dove m(K) ¢ la misura, ovvero l'area, di K. La risposta corretta & .

Quiz 6. Sia Q = {(m,y) eR?: 224 yl2<2 2>y> O}. L’integrale / ety dedy  vale
Q

[A] 4.
[B] 2.

D]

N o= &=

SVOLGIMENTO
L’insieme 2 ¢ z-semplice. Infatti
2yl <2 — —%/ngg 1W con |y| < /2
e quindi dovendo essere x >y > 0si hache 0 <y <z < IW che implica
0<y< ¥2-y2 = y<l1
Quindi
Qz{(m,y)ERQ: 0<y<1, y<z< IW}

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi z-semplici, si ha che

1 12 /2_y12 1 1 12 /2_y12
/ Txlty de dy = 7/ / elyde | dy = 7/ Y [—xu] dy =
Q 0 0

Y



La risposta corretta ¢ .

2
z
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y, z) = | 6zy — bz’z, sinz — 3y?, ————— 4+ 5222 | e
( ) ( 6+ /22 + y?
I'insieme ) = {(m,y, 2)eR?: 3< a2 4+2<2< 6}.

Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di 27

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R3 e F & di classe C! su R?\ {(0,0,2) : 2 € R}. Poiché¢ Q C R*\ {(0,0,2) : 2z € R}, per
il Teorema di Gauss si ha che

F-ndo = / divF(x,y, z)dzdy dz,
0N Q

dove, posto F = (fi, fo, f). si ha cie divF(e,3.2) = S (00) + F2 0. + S w0, 2).

Quindi divF(z,y,z) =

2z
—e
6+ /22 + y2

F-ndaz/divF(m,y,z)dxdydz:/ drdydz.
0N Q Q

2z
Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse z. Si ha che
x = pcosv
D y = psind p>0, 0<9<2m zeR, |detJo (p, 9, 2)| = p.
z=z

Si ottiene che

F-ndaz/divF(ﬂ:,y,z)dxdydz:2/ drdydz =2 icl,0d19clz,
o0 Q Q P

z
6+ 2?2+ y? o 6+

doveQ’z{(p,z?,z)eR?’: 3<p<6, 0<¥ < 2m, p§z§6}.

Quindi
6 6
F-nda:2/ i dpdﬁdz:élﬂ/ L(/ zdz> dp =
a0 o 6+p 3 64+p\J,

6 p 1 6 6
=4r — [—22] dp = 27?/ — (36 — p2) dp =
pL2 ], 3 p

La risposta corretta ¢ 367.

4y 4x

m +yz, ——5——5 — 77, 2t + log (:U2 —|—y2)>

Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(z,y, z) = < oy
€ Y

e la superficie 3 = {(x,y,z) eR: 2=6-—22—¢% 2> 2}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a >
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7



Si ha che
62:{(;c,y,z) cR3: z =2, x2—|-y2:4}‘

Una parametrizzazione di % che induce su
di esso un verso di percorrenza positivo (ov- .
vero antiorario) rispetto al versore normale

a Y che forma un angolo acuto con il versore 6
fondamentale dell’asse z & 7 : [0,27] — R3
definita da

v(t) = (2cost, 2sint, 2).

Quindi si ha che

2 i —

/8Z F-dP = /yp.dp = /027r F(y(1))~/(t) dt =

-y,
- -~

)3 S
7

essendo

F(y(t)~'(t) = F(2cost, 2sint, 2)-(—2sint, 2cost, 0) =

= (6sint, —6cost, 16 + log4)-(—2sint, 2cost, 0) = —12, T >< y

si ottiene

21
:/ (—12) dt = —24r.
0

La risposta corretta e —24m.

SVOLGIMENTO

Il dominio del campo vettoriale F' & dom (F) = R3\ {(z,y,2) € R®: 22+ y? = 0}. Poiché ¥  dom (F) non
si puo applicare il Teorema di Stokes (o del rotore).




Versione V3
o0f1 0f2

Quiz 1. Siano F : R? — R? un campo vettoriale di classe C!, F = (f1, f2), tale che a—(x,y) = 8—(1‘,3}) per
T Yy

ogni (z,y) € R?, G : R? — R? il campo vettoriale G = (fo, f1) e sia f : R? — R una funzione di classe C*.

Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che /F -dP = f(y(b)) — f(v(a)).
g

Per ogni curva parametrica ~ chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che / G-dP = / Vf-dP.
v v
Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che /G -dP = f(v(b)) — f(v(a)).
gl
@ Esiste almeno una curva parametrica 7 chiusa e regolare con sostegno in R? tale che / G-dP # / Vf-dP.
gl v

Per ogni curva parametrica ~ chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che /

F-dP:/Vf-dP.
Y Y

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale G & anch’esso di classe C. Posto G = (g1, g2), si ha che g1 = fo e go = f1. Ne segue che

891 8f2 892 8f1

2, — 2 22 = =
V(z,y) e R”: dy (z,9) a9y (z,y), 9 oY) = 5 - (@y)

. . . 0f1 _0fs :
e quindi essendo per ipotesi o (z,y) = —8y (x,y) risulta che
g1 992
2, _
V(z,y) € R”: 2y (z,y) = 5 ~(2.9),

ossia G verifica la condizione necessaria per i campi conservativi di classe C'!. Poiché R? & semplicemente connesso,
si deduce che G ¢ conservativo. Inoltre anche il campo vettoriale V f & conservativo, per definizione. Ne segue che
gli integrali di linea di G e Vf lungo una qualunque curva parametrica chiusa e regolare avente sostegno in R?
sono nulli, e quindi sono uguali. La risposta corretta & .

Quiz 2. Il campo vettoriale F(x,y) = (4:62 ‘27 — yg‘ + 5zy%, —by |a32 — y‘ — 4x3y2> ¢ conservativo sull’insieme

{(z,y) eR*: 2 <y <3}

{(z,y) eR?: y > 3}.
{(z,y) eR?: y < 3}.
[D] {(z,y) eR?: y > 2%},
{(z,y) e R?: y < a?}).
SVOLGIMENTO
Posto F = (f1, f2) si ha che
422 (27 — y®) 4+ Bzy® sey <3 —5y (22 —y) —423y? sea?>y
file.y) = {4x2 (y* — 27) +5xy? sey > 3, Ple.y) = { by (22 —y) —4a%y®  sex? <y,

Quindi
5f1( { 10zy — 122%y% sey < 3 3f2( ) { —10zy — 1222y sez? >y
) = €, =

x,y) =
oy 1222%y% + 10xy  se y > 3, Ox 10zy — 12222 se 22 < w.



Ne segue che
on
dy

0
@)=Ly = P<y<s

Poiché T’insieme {(x,y) eR?: 2% < Yy < 3} ¢ semplicemente connesso e il campo F & di classe C! su questo
insieme, si ha che F' e conservativo su questo insieme. La risposta corretta e .

Quiz 3. Sia Q = {(m,y) eR?: ¥4yt <2 y>a> O}. L’integrale / dzyBdrdy  vale
Q

N = =

N

col

&)
~

SVOLGIMENTO

L’insieme €2 ¢ y-semplice. Infatti
syt <2 = —1m§y§ 1@ con |z| < V2
e quindi dovendo essere y > x > 0sihache 0 <x <y < V2 — 214 che implica
0<z<V2-24 = 0<z<l,

Quindi

Q=<(z,y) eR?: 0<2<1, z<y< V2—z1}.
Yy Y

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi y-semplici, si ha che

1 14/2—1'14 1 1 14/2_$14
/ 4y’ dx dy = 4/ / zyBdy | do = 4/ z | =yt dr =
Q 0 \Ja o 147 |,

1 1
:g/x(2—2x14)dx:—/ (ac—:v15)dx:
7 Jo 7 Jo

A1, 1 46t 1
_?[ix_wx}

La risposta corretta ¢ .

o0 3 n
Quiz 4. La serie numerica Z(—l)" <—>

n=2
T
converge a

T+3

¢ indeterminata.

diverge positivamente.

3
@l converge a ——.
T+ 3

9
converge a ———.
s

(m+3)

SVOLGIMENTO



Si ha che

Sor () -£02)

n=2 n=2
Quindi e una serie geometrica con la ragione a = ——. Poiché
T
3 3
==t <
7T m
oo
questa serie converge. Poiché per |a| < 1 si ha che Z a = 1 , e segue che
n=0 —a
9
=/ 3\" </ 3\" 3 1 3 2 9
2\%) 2 %) )= U F) " s ey
n=2 n=0 1+ — 14+ —
m m

La risposta corretta e .

Quiz 5. Siano © C R3 un aperto non vuoto e F : Q — R3 un campo vettoriale di classe C! in €. Quale delle
seguenti affermazioni & corretta?

Se F' non ammette potenziale vettore, allora F' non & indivergente.

Se F' ¢ indivergente e ) ¢ semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.
Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

@ Se F' & indivergente e () & stellato, allora ' ammette potenziale vettore.

Se F' ¢ irrotazionale e ) & semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.

SVOLGIMENTO

Per la condizione sufficiente per i campi che ammettono potenziale vettore, se F' & indivergente e €2 & stellato,
allora F' ammette potenziale vettore. La risposta corretta e

Quiz 6. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,z) = (x (16 —z? - z) , Y (z + 9% — 16) , 2) e la superficie
Y ={(z,y,2) eER’: z2=16—2>—y* 2>0, y<0}.

Il flusso di F' attraverso %, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

32,
8.
4r.
[D] o.

167

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 16 — 22 — 3, dove

K={(z,y) eR*: 2> +y*<16, y<0}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(x,y) = (z, y, 16 — z? — yz). Ne segue che

/ZF-nda:/KF(a(x,y))-N(x,y) da dy,



dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X ¢

Na(x7y) = <—%(1’,y), _g_z(xay)7 1> = (21.7 2y7 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Quindi
N(z,y) = Ny(z,y) = (22, 2y, 1).

Si ha che
F(U(Cﬂ,y)) ' N(x’y) =F (CE, Y, 16 — xQ - y2) : (2$, an 1) =

= (ny, —z%y, 2) <(2z, 2y, 1) = 2.
Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(z,y)) - N(z,y) dedy = / 2 drdy =2m(K) = 16m,
% K K

dove m(K) & la misura, ovvero l’area, di K. La risposta corretta .

6 2
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(x,y,z) = <2m2 +éeY, 7y22 — dxy, _F 7yz2> e

4+ /a2 +y?
I'insieme Q = {(x,y, 2)eR?: 2< /a2 492 <2 < 4}.
Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di 27

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R3 e F & di classe C! su R?\ {(0,0,2) : 2 € R}. Poiché Q C R?\ {(0,0,2) : 2z € R}, per
il Teorema di Gauss si ha che

F-ndo= / divF(x,y, z)dzdy dz,
0N Q

o
ox

ofs

dove, posto F = (fi, fo f). si ba che divF(x,.2) = 2 (r.9.2) + 22 (r,9.2) + 22 (2.9.2).
Y z

12z

4+ /22 + y? ’

F-ndaz/divF(m,y,z)dxdydz:/
0N Q Q

Quindi divF(z,y, z) =

drdydz.

122
Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse z. Si ha che
x = pcosv
D y = psind p>0,0<9<2m z€R, |detJs (p, 0, 2)| = p.
2=z

Si ottiene che

. z zZp
F-’I’LdO':/dIVF T,Y, 2 dxdydz:12/ ———dxdydz =12 ——dpdidz,
/ag Q ( ) 044 /22 + 92 ad+p

doveQ’z{(p,z?,z)eR?’: 2<p<4, 0<¢9<2m, p§z§4}.
Quindi

2p 4, 4
/ F-ndo=12 | ——dpdidz=24n — </ zdz) dp =
o0 ad+p 2 4+p\J,

top 124 top 2
= 247 —— | =27 dp=127 — (16 — dp =
24+p[2]pp /24+( o) do

4 4
:127r/ p(4—p) dp:1271'/ (4p — p?) dp =
2 2



1 4
=127 [2p2 — —p3] = 64r.
3 2

La risposta corretta ¢ 64.

5 )
Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(x,y, z) = <—% — Yz, % +xz, 25— log (wQ + y2)>
ety ety

e la superficie ¥ = {(m,y, 2)eR?: z2=10—2% -9 2> 1}.
Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a >
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7

SVOLGIMENTO

Il dominio del campo vettoriale F' & dom (F) = R3\ {(z,y,2) € R®: 2?4+ y? = 0}. Poiché ¥  dom (F) non
si puo applicare il Teorema di Stokes (o del rotore).

Si ha che
82:{(3572172)61&9’: z2=1, x2+y2:9}_

Una parametrizzazione di 0% che induce su
di esso un verso di percorrenza positivo (ov- 10
vero antiorario) rispetto al versore normale
a Y che forma un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z ¢ v : [0,27] — R?
definita da

v(t) = (3cost, 3sint, 1).

Quindi si ha che

/az F-dP = LF.dP = /027r F(y(t)- (t)dt =

essendo

F(y(t))~'(t) = F(3cost, 3sint, 1)-(—3sint, 3cost, 0) =

14 14 .
= (—? sint, 3 cost, 1 — log9>-(—3smt, 3cost, 0) = 14,

si ottiene

2 \
/ 14 dt = 287 >
0

La risposta corretta e 28.




Versione V4
91( ) = 092

0
Quiz 1. Siano G : R? — R? un campo vettoriale di classe C', G = (g1, g2), tale che 5z & 8—(1‘,3}) per
Zz Yy

ogni (z,y) € R?, F: R? — R? il campo vettoriale F' = (g2,91) e sia g : R? — R una funzione di classe C*.

Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

Per ogni curva parametrica 7 chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che /

F-dP:/Vg-dP.
Y vy

Esiste almeno una curva parametrica v chiusa e regolare con sostegno in R? tale che /

F-dP;é/Vg-dP.
Y Y

Per ogni curva parametrica + chiusa e regolare con sostegno in R? si ha che / G-dP = / Vg -dP.
gl gl
@ Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che / G- dP = g(v(b)) — g(v(a)).
g
Per ogni curva parametrica regolare v : [a,b] — R? si ha che /F -dP = g(y(b)) — g(v(a)).
g

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & anch’esso di classe C. Posto F' = (f1, f2), si ha che fi = g2 e fo = g1. Ne segue che

of1 dgo df2 g1

2, — 2 22 = =
Vo) e B e =Ly, L) = L)
e quindi essendo per ipotesi %(Cﬂ y) = %(Cﬂ y) risulta che

ox oy
22! df2
2, _
V(z,y) €R”: oy (z,y) = 5~ (@,y),

ossia F verifica la condizione necessaria per i campi conservativi di classe C'!. Poiché R? & semplicemente connesso,
si deduce che F' & conservativo. Inoltre anche il campo vettoriale Vg & conservativo, per definizione. Ne segue che
gli integrali di linea di F' e Vg lungo una qualunque curva parametrica chiusa e regolare avente sostegno in R?
sono nulli, e quindi sono uguali. La risposta corretta & .

Quiz 2. Il campo vettoriale F(x,y) = ( — A4z |x + y2| + 5223, By? ‘x?’ + 8‘ + 4x2y) & conservativo sull’insieme

{(z,y) eR*: x> -2}

eR?: x>—y2}.

)
JeR?: —2< < —y?}.
)ERQ: x<—2}.

)

e R?: x<—y2}.

SVOLGIMENTO
Posto F' = (f1, f2) si ha che

—4x (m + y2) + 52293 se x> —y? 5y (563 + 8) + 42y se x > —2

fi(z,y) = fo(@,y) =
dz (z +y?) + 522y sex < —y?, —5y? (2 + 8) + 42y se x < —2.

Quindi
of1 1522y% — 8xy  se x > —y? Ofs 1522y% +8xy sex > —2
8—y Y) = —(z,y) =

1522y* + 8zy  se x < —y?, O 8zy — 152%y% sex < —2.



Ne segue che
on
dy

Poiché l'insieme {(z,y) € R?: —2 < 2 < —y?} & semplicemente connesso e il campo F & di classe C* su questo
Y Y

0
(x,y) = 8—{:(:6,y) = 2<z< -y

insieme, si ha che F' e conservativo su questo insieme. La risposta corretta e .

Quiz 3. Sia Q = {(m,y) eR?: 204 yl0<2 2>y> O}. L’integrale / 62Bydrdy vale
Q

(4] 6.
2] 5
[C] 3.
D]

(]

Wl o~

SVOLGIMENTO

L’insieme 2 ¢ z-semplice. Infatti
204 yf<o — W2 yb<s< W2-y6 conly < V2
e quindi dovendo essere £ >y > 0sihache 0 <y <z < IW che implica
0<y< V2-y'¢ = y<L

Quindi
Q= {(e) eB: 0<y<1, y<o< Y2-y0).

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi z-semplici, si ha che

1 16 27y16 1 1 16 /2*3/16
/ 62y dx dy = 6/ / Pydr | dy = 6/ Y [—xlﬁ] dy =
Q 0 Y 0 16 y

3 ! 3 !
=—/ y(2—2y") dy:—/ (y—y'") dy =
8 Jo 4 Jo

1

2Y T8

4

La risposta corretta e .

1—m

e} 3 n
Quiz 4. La serie numerica Z(—l)" ( >

n=2

diverge positivamente.
3
converge a ——.
m—4
-1
converge a =
m—4
@ converge a 9
S T

¢ indeterminata.

SVOLGIMENTO



Si ha che

s (i) -2 ()

n=2 n=2
Quindi ¢ una serie geometrica con la ragione a = — Poiché
T —
3 3
al = = > 1.
o Tm—1 ‘ m—1

questa serie diverge positivamente. La risposta corretta e .

Quiz 5. Siano 2 C R? un aperto non vuoto e F :  — R? un campo vettoriale di classe C! in Q. Quale delle
seguenti affermazioni ¢ corretta?

Se F' ¢ indivergente e () ¢ semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.
Se I ¢ irrotazionale e ) € semplicemente connesso, allora F' ammette potenziale vettore.
Se F ammette un potenziale vettore di classe C! in €, allora F' & indivergente.

@ Se F' non ammette potenziale vettore, allora F' non & indivergente.

Nessuna delle altre affermazioni ¢ corretta.

SVOLGIMENTO

Per la condizione necessaria per i campi che ammettono potenziale vettore, se F' ammette un potenziale vettore
di classe C! in €, allora F & indivergente. La risposta corretta & .

Quiz 6. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,2) = < - (36 — - z) , =Y (z + 9% — 36) ) 2) e la superficie
3= {(m,y,z) eR3: 2=36—22—y2 2>0, xSO}.

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a 3 formi un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z vale

727,
9r.
36.
[D] o.

187.

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(x,y) = 36 — z? — 32, dove

K={(z,y) eR*: 2> +y*<36, 2>0}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(z,y) = (z, y, 36 — z? — y2). Ne segue che

/ZF-nda:/KF(a(x,y))-N(x,y) da dy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X ¢

9y ]
Na(x7y) = <_6_x(xay)7 _a_y(may)7 1> = (21.7 2y7 1) .
Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Quindi
N(z,y) = Ny(z,y) = (22, 2y, 1).



Si ha che
F(o(z,y)) - N(z,y) = F (v, y, 36 — 2* —y®) - (22, 2y, 1) =

= (—xyz, z2y, 2) < (2z, 2y, 1) = 2.
Ne segue che

/EF-ndaz/KF(a(x,y))-N(x,y) dxdy:/K2 dzx dy =2m(K) = 36,

dove m(K) & la misura, ovvero l’area, di K. La risposta corretta .

222
Domanda 7. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,z) = | cosy — 322, 6zy — 8y*z, —————— +8y2? | e
( ) ( 6+ /22 + 2

I'insieme ) = {(m,y,z) eER3: 3< a2+ y2<z2< 6}.

Quanto vale il flusso uscente di F' dal bordo di 27

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R3 e F & di classe C! su R?\ {(0,0,2) : 2 € R}. Poiché Q C R*\ {(0,0,2) : 2z € R}, per
il Teorema di Gauss si ha che

F-ndo = / divF(x,y, z)dzdy dz,
o0 Q

0 0 0
dove, posto F' = (f1, f2, f3), si ha che divF (z,y,z) = i(ac,y, z) + ﬁ(ac,y, z) + ﬁ(m,y, z).
oz oy 0z
Quindi divE( ) 4z
uindi divF(z,y,2) = —————— e
6+ /2% + y?
F-nd /d'F( ) da: dy d / 1z dx dy d
-ndo = ivF(z,y,2z)dedydz = | —————=dxdydz.
o0 Q Q6+ /22 +y?
Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse z. Si ha che
x = pcosv
D y = psind p>0,0<9<2m z€R, |detJg (p, 9, 2)| = p.

Z =z

Si ottiene che

F-nda:/divF(x,y,z)dmdydz:4/ dedydz =4 | 2P dpdvds,
20 Q Q +p

z
6+ /22 + 192 o 6

doveQ’z{(p,z?,z)eR?’: 3<p<6, 0<¥<2m, p§z§6}.

Quindi
6 6
F-nda:4/ P dpcmdz:&r/ L(/ zdz> dp =
a0 o 6+p 3 64+p\J,

o p 1 26 o p 2
=8m — =z dp:47r/ —— (36 — p°) dp =
3 6+P[2 :|p 3 6+P( )

6 6
:477/3 p(6—p) dp=47r/3 (6p — p°) dp =

6
,03} =727,

1
= 4w [3,02 — =
3

3

La risposta corretta ¢ 727.




3 3z
Y +yz, —27y2—xz, 2% + log (:U2—|—y2)>

Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F'(z,y,z) = <ﬁ
ety e+

e la superficie 3 = {(x,y,z) ERY: z2=6-—2a%—y% 2> 2}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a X
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z7

SVOLGIMENTO

Il dominio del campo vettoriale F' & dom (F) = R3\ {(z,y,2) € R®: 22+ 42 = 0}. Poiché ¥ ¢ dom (F) non
si puo applicare il Teorema di Stokes (o del rotore).

Si ha che
82:{(35721,2)61&9’: 2 =2, x2+y2:4}_

Una parametrizzazione di 0% che induce su

di esso un verso di percorrenza positivo (ov-

vero antiorario) rispetto al versore normale

a Y che forma un angolo acuto con il versore

fondamentale dell’asse z & 7 : [0,27] — R3 6
definita da

~v(t) = (2cost, 2sint, 2).

|
|
:
|
|
Quindi si ha che > : /
|
|
|
|

2T
/aEF.dP:[/F-dP:/O F(y(8)/ () dt = e
essendo > : ‘__?)

F(y(t))~'(t) = F(2cost, 2sint, 2)-(—2sint, 2cost, 0) = 7

.11 , ><
= (7 sin ¢, Y cost, 32 —|—10g4>-(—251nt, 2cost, 0) = —11, 4 y

si ottiene

2
:/ (—11)dt = —22r.
0

La risposta corretta e —22m.




