Svolgimento dell’esame di Analisi Matematica II del 9 settembre 2024 ore 17
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VIBAAEBA 5 153

Esercizio. (10 punti = 7 per lo svolgimento corretto e 3 per la forma)

Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale

F(z,y,z) = (5:621/ +sinz, cosz — bxy?, log (:U2 +9% + 22) + 6”2“’2)

dal bordo dell’insieme Q = {(z,y,2) € R®: 9 <2®+¢*+2* <16, 2 <0}.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R\ {(0,0,0)} e che F & di classe C* su dom (F). Per il Teorema di Gauss si ha che

/ F~ndo’=/diVF(as,y,z)dxdydz,
a0 Q

dove, posto F = (f1, fa2, f3), si ha che divF(x,y, ) %(m,y,z) + %—{j(m,y,z) + %(m,y,z).

2z
In questo caso divF'(z,y,z) = —————. Pertanto
q (z,y,2) PR

2z
F-ndo= | divF(x,y,z)dxdydz = ————dxdydz.
/BQ /Q (2,y,2) dz dy /Qx2—|—y2—|—22 y
Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0,0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo

x = psind cos @

D y=psindsing p>0, 0<9<m 0<¢@<2m, |detJs(p,?,p)| = p*sind.
z = pcos?,
Si ha che 5
z
F-ndo= ———————drdydz =2 cos Y sind dp did dp,
Ju o= [yt =2 | pessinidpaoa
dove ' C R? & tale che ®(Q) = €. Si ha che
2
9<p”<16 3<p<d
9< 22442 +22<16 cos?d <0
(r,y,2) €Q —= Y = g = T<v<nr
2<0 p>0, 0<¥9<m, 2
0<p<2m
0<ep<2r

Quindi ' = [3,4] x [Z, 7] x [0,27]. Ne segue che

™

2

4 ™
/ F~nda=2/ pcosIsintdpdd dp = 4w (/ pdp) (/ cosﬂsinﬂdﬂ) =
o0 4 3
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Esercizio. (10 punti = 7 per lo svolgimento corretto e 3 per la forma)

Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale
F(z,y,z) = <3x2y +cosz, sinz — 3zy?, log (x2 + 9?2+ z2) + emz_yz)
dal bordo dell’insieme Q = {(:my, 2)eR3: 1<a® 492 +22<4, 2> 0}.
SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e che F ¢ di classe C* su dom (F). Per il Teorema di Gauss si ha che

/ F~nd0:/divF(x,y,z)dmdydz,
20 Q

0 0 0
dove, posto F = (fi. fo, f3). si ha che divF(z,.2) = 1 (2,,2) + 22 (2,y,2) + (2., 2).
Ox oy 0z
In questo caso divF(z,y, 2) 2z Pertanto
v =

2z
F-ndo= [ divF drdydz = | —F5——dvdydz.
/aQ nao /QIV (LL”:[/,Z) rayaz /Q$2+y2+22 rayaz

Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0,0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo
x = psind cos p
D y=psindsing p>0, 0<9<m 0<@<2m, |detJs(p,d,p)| = p*sind.
z = pcosd,

Si ha che

2z .
/BQFndUZ/dexdydzZQ/QIPCOSﬂSHM?deﬁdSDy

dove Q' C R? & tale che ®(Q') = Q. Si ha che

1<p?<2 1<p<?
<p<
1<z2+y?2+22<4 cos?d >0
(z,y,2) €Q <= N Y N = P = OéﬂéI
z>0 p>0, 0<d9<m, 2
0<ep<2m
0<p<2rm

Quindi ' = [1,2] x [0, %] x [0,27]. Ne segue che

2 2
/ F~nda:2/ pcosvsind dpdddp = 4w (/ pdp) (/ cosﬂsinﬂdﬂ) =
o0 ’ 1 0
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Esercizio. (10 punti = 7 per lo svolgimento corretto e 3 per la forma)
Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale

F(z,y,z)

(cosz — 622y, 6zy® —sinz, et Y o log (x2 + 1y + 22)>
dal bordo dell’insieme Q = {(:my, 2)eR3: 16 <a?+92 +22<25, 2 < 0}.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e che F ¢ di classe C* su dom (F). Per il Teorema di Gauss si ha che

/ F~nd0:/divF(x,y,z)dmdydz,
20 Q

dove, posto F' = (f1, f2, f3), si ha che divF(x,y,z) = Oh

)+ R m2) + P 02)
. 4z
In questo caso divF(z,y,z) =

——————. Pertanto
22+ y? + 22

z
F-ndo= | divF drdydz = —4 dx dy dz.
/{m ndo /QIV (z,y,2)drdydz /szererZz rayaz

Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0,0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo
x = psind cos p
y=psindsing p>0,

. |detJs(p, 9, 0)| = p*sind.
z = pcosd,

Si ha che

Léﬂﬁ“nda::—41;5715%I;§dxdydz::—4A;pamﬁ$n0dpdﬁdw
dove Q' C R? & tale che ®(Q') = Q. Si ha che

16 < p* <25 4<p<5
( Jeq 16 < a2 +9y%2+22<25 pcostv <0 7r_<ﬂ_<
T,Y,2) € <= <~ — 5 SVET
2<0 p>0, 0<9<m, 2
0<p<2rm
0<ep<2rm
Quindi ©/

[4,5] x [5,7| x [0,2n]. Ne segue che

5 ™
F-ndcr:—4/ pcosIsinddpdddp = —8m (/ pdp) (/ cosﬁsinﬂdﬂ) =
a0 ’ 4 z

2
5 T
1 1
= —8m {2/)2]4 [2 sin? 19] = 18.
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Esercizio. (10 punti = 7 per lo svolgimento corretto e 3 per la forma)

Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale
F(x,y,2) = (sinz — 4z?y, 4dzy® — cosz, P ) log (Jc2 +y? + 22))
dal bordo dell’insieme Q = {(:my, 2)ER?: 4<a® 492 +22<9, 2> 0}.
SVOLGIMENTO

Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e che F ¢ di classe C* su dom (F). Per il Teorema di Gauss si ha che

/ F~nd0:/divF(x,y,z)dmdydz,
20 Q

0 0 0
dove, posto F= (flvaaf3)7 si ha che leF('rasz) = i(377yaz) + ﬁ(x#jvz) + ﬁ(ﬂj,y?Z)
Ox oy 0z
In questo caso divF(z,y, 2) 1z Pertanto
v =

z
Fondo = [ divF(e.y,2)dedyds — 4 [ —— 2 dudyd-.
/39 ndo /le (x,y,2)dzdydz /ngerngZz rdydz

Passiamo in coordinate polari centrate in (0,0,0) con la colatitudine misurata dall’asse z, ovvero consideriamo
x = psind cos p
D y=psindsing p>0, 0<9<m 0<@<2m, |detJs(p,d,p)| = p*sind.
z = pcosd,
Si ha che
/BQF ‘ndo = —4/Q mdmdydz = —4/9/ pcos¥sind dpdd dp,

dove Q' C R? & tale che ®(Q') = Q. Si ha che

2<p°<3 2<p<3
4<z249y2+22<9 cos?d >0 S
(z,y,2) €Q <= N Y N = P = OéﬂéI
z>0 p>0, 0<d9<m, 2
0<ep<2m
0<p<2rm

Quindi ' = [2,3] x [0, %] x [0,27]. Ne segue che

3 3
/ F~nda:—4/ pcosVsind dpdddp = —8mw </ pdp) </ cosﬁsinﬁdﬁ) =
o0 ’ 2 0

1,]°[1 2
= 87 {pQ} {smw} = —107.
2" 1,12 0




