Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 09/09/2024 ore 17

Versione: V1

Quiz 1. Siano f : R? — R una funzione di classe C? e (xo,y0) € R? un punto stazionario per f tale che
82f( ) 62f( )=a#0 il ( )=b>0
— I\ = —\X = Q —\ X _= .

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

Se a < —b, allora (zg,yo) € un punto di minimo locale per f.

Se a > b, allora (xg,yo) € un punto di minimo locale per f.

Se —b < a < b, allora (xg,yp) € un punto di minimo locale per f.
@ Se a > —b, allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.

Se a > b, allora (zp,yp) € un punto di massimo locale per f.

SVOLGIMENTO

La matrice Hessiana di f nel punto stazionario (zg,yo) €

a b
Hy(xo,y0) = (b a)

e quindi i suoi autovalori sono le soluzioni dell’equazione caratteristica det(H ¢(xo,yo) —AI) = 0, dove I ¢ la matrice
identica 2 x 2, ovvero

a— A\ b

) \ =0 = M\—a)?-0=0 = N -2a\+a®-10*=0.
a_

Poiché la matrice Hessiana & simmetrica, allora ammette sempre due autovalori reali e di conseguenza 1’equazione
caratteristica ammette sempre due soluzioni reali. Per la regola di Cartesio, essendo b > 0 per ipotesi, si ha che:

e a > b implica che gli autovalori sono maggiori di zero;
e o < —b implica che gli autovalori sono minori di zero;

e —)b < a < b implica che gli autovalori sono discordi.
Quindi si ha che

e a > b implica che (zg,yo) € un punto di minimo locale per f;
e a < —b implica che (xg,yo) € un punto di massimo locale per f;

e —b < a < bimplica che (zg,yp) ¢ un punto di sella per f.
La risposta corretta e .

In alternativa si puo procedere anche calcolando gli autovalori, che sono A1 2 = a &b, e poi dedurne il segno in
base alle relazioni fra a e b.

Quiz 2. SianoR>0eE:{(x,y,z)eR3: z:1+(x2+y2)3, 22 +y? < R?%, yZO}.

(z—1)

/\/36 (22 +y2)° +1

L’integrale do  vale

TRS.



§WR4.
§WR7.
@l TR
RS,

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =1+ (x2 + y2)3, dove
K:{(x,y)eRz: 22 +y? < R? y>0}.
Quindi ¥ = 0(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(x,y) = (z,y, g(z,y)) = (ac,y, 1+ (x2 + y2)3).
8(z —1)
\/36 22 +42)° +1

Posto f(z,y,2) = , per definizione

8(z—1)

/E\/36(x2+y2)5+1

do = /2 fdo = /K F (o2, ) IN (. )|l do dy,

oo oo
dove N(x,y) = %(w,y) A a—y(w,y)-

Si ha che
N<x,y>:§—g<x,ymg—;<x,y>:( % 2.y, _g_z@,y),l) (<o (e )
e quindi
IN )l = /36 (22 + 52)° + 1.
Essendo 2 N
f(a(w,y)):f<xy,1+(x +y)> 8(:c -I—y) ’
V3622 + 42 +1
si ha che

-1)
/\/ (z /fda—/ x +y2)3d:cdy:
36 (22 + y2)°

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:8/ p dpdd =
K/

dove K’ = [0, R] x [0, 7], e quindi si ottiene

La risposta corretta e .

Quiz 3. Siano (ay) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Se 0 < a, < b, per ognin € Ne > a, diverge, allora > b, diverge.

Se 0 < a,, < b, per ogni n € N e Y b, diverge, allora ) a, diverge.

Se a,, < by, per ogni n € N e Y b, converge, allora ) a, converge.

@ Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

Se 0 < a, < b, per ognin € Ne > a, converge, allora ) b, converge.



SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto, se 0 < a,, < b, per ogni n € N e > a, diverge, allora )_ b, diverge. La risposta

corretta e .

o
. . . m 7T
Quiz 4. La serie numerica E COS — — COS
n+1

n
converge a —1.

converge a 2.

diverge.

[ D] converge a 0.

converge a —2.

n=1

SVOLGIMENTO

Si tratta di una serie telescopica. La somma parziale della serie €

Sh :Z<COS%_COSkj—1> =

k=1
7r+ T 7r+ T 7r+ N T T
= COST — COS — + COS — — COS — + COS — — COS — + + - - + COS — — COs =
2 2 3 3 4 n n+1
T T
= COS 7T — COS = —1—cos .
n-+1 n+1

Quindi

lim S,, = lim <—1—cos T ) = —2.
n n n+1

Ne segue che la serie converge a —2. La risposta corretta e .

Quiz 5. Sia Q = {(m,y) eR?: #?—z<y< x} L’integrale / 3rdrdy vale
Q

1.
4.
16.
[D]s.
2.

SVOLGIMENTO

L’insieme 2 & y-semplice. Infatti,

xQ—xSx S x2—2x§0 — 0<x <2

Nesegueche Q = {(z,y) e R?: 0<2 <2, 2°—z<y<az}.
Quindi

2 T 2 T
/3xdmdy:3/ </ acdy) dmz?;/x(/ 1dy) dx =
Q 0 r2—z 0 z2—x

2 2 9 1 2
= / T (230 - xz) dr = 3/ (2.%'2 — x3) dr =3 [—x3 — —xﬂ = 4.
0 0 3 4

0




La risposta corretta ¢ .

2x
Quiz 6. Un potenziale vettore del campo vettoriale F(z,y,z) = <siny —e®, cosz—e¥, —— — ey> &

T 1422
G(x,y,z

)

U(z,y,2) = (ez +siny, log (1 +z
)
)

Z

= (ey—i—sinz, log (1+$ , € —cosy)
e, e —cos:c)
H(:c,y,z
@K(m,y,z

®(z,y,2) = (¥ +sinz, log (1—|—x )+ €, €+ cosy).

= (Y —sinz, log

Z

)+
‘) +

1+2%) +e*, e” —cosy).
) -

( (
:(ey—l—sinz, log(l-l—SC ) ex—cosy).

SVOLGIMENTO

Tutti i campi vettoriali sono di classe C! su R3. Calcolando il rotore di ciascun campo si osserva che solo il
rotore di G coincide con F, e quindi solo G ¢ un potenziale vettore di F'. La risposta corretta e .

Domanda 7. SiaQ:{(m,y,z)ERB: 0<z< 13, 22 +y% <09, le}.
T

Quanto vale I'integrale / 10zdx dydz ?
Q

SVOLGIMENTO

L’insieme 2 ¢ idoneo per integrare per fili paralleli all’asse z. Infatti,

y
Q=< (z,y,2) eR?: (z,y)eD, 0<z< ,
{(wyZ) (z,y) <z< $+3}

dove
D:{(x,y)€R2: 2 +y? <9, z>1, yZO}:{(x,y)GRQ: 1<z <3, 0§y§x/9—x2}.

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene
Vits 1 Vs
/10zdxdydz:10/ / dwdy—lO/ ~ 22 dwdy:5/ Y dx dy =
Q D 2 0 DT + 3

essendo D un insieme y-semplice, appplicando la formula

di integrazione sugli insiemi y-semplici si ricava

3 1 V9—z2 3 1 1 V9—z2
:5/ / ydy d$=5/ —y? / dr =
1 T + 3 0 1 X + 3 2 0 D

5 (29— a? 5 (3 501 3
2/1 z+3 " 2/1( z)d 2[2( x)} 0 1 3

La risposta corretta ¢ 5.

B

Domanda 8. Sia W la parte di piano limitata avente per bordo il sostegno della curva parametrica v : [0, 1] — R?
definita da v(t) = (2075(1 — )2, (1 - t)> Quanto vale 'area di W?

SVOLGIMENTO



yA
La curva paramterica v e regolare, chiusa e parametrizza

il bordo di W inducendo su di esso un verso di percorrenza

antiorario. Infatti,

Vie (0,1): At = (20(1 — )2 — 40t — t), 241 —t) — t2> -
1(1/2)
- (20 — 80t + 602, 2t — 3t2> £ (0,0), -

v(1/4)
7(0) =~(1) = (0,0), ~(1/4) = (45/16,3/64), ~(1/2) = (5/2,1/8).

Yy

Per il Corollario del Teorema di Green, considerato il campo vettoriale F'(x,y) = (0,z), si ha che l'area di W &

m(W):/Wldxdy:LF-dP:/OlF(y(t))-fy’(t)dt:

essendo
Fly(t) -~ (t) = F<20t(1 — )2, £2(1 - t)) : (20(1 — )2 — 40t — t), 241 —t) — t2> -
= (0, 20¢(1 — 1)?) - (20(1 — )2 —40t(1 —t), 2t(1 —t) — t2) = 20t(1 — )2 (2t(1 — t) — 2) =

=20 [262(1 — 1) — £*(1 — t)?] =20 (2* — 7t + 8¢* — 3¢7)

si ottiene . .
2., T, 8. 1 1
=20 262 — 713 4 8t1 — 3t°) dt =20 | =P — —tt + —t° — —t5| ==,
[ = st o) de =20 |5 - Gt 2 - 5| =

1
La risposta corretta e 3"




Versione V2

Quiz 1. Sia Q = {(z,y) € R?: 2 —2y<az< y}. L'integrale / dydxdy vale
Q

54.
9.
3.
[D] 27.
1.

SVOLGIMENTO

L’insieme ) & x-semplice. Infatti,

yA
Y -2y<y <= y-3<0 < 0<y<3. ,
NeseguecheQ:{(x,y)eRQ: 0<y<3, y2—2y§x§y}. 2
Quindi Q
3 y 3 Y
/4ydxdy:3/ (/ ydx) dy:4/y</ 1dx> dy =
Q 0 y2—2y 0 y2—2y >
7 O\\\ x
3 3 1 3 // \\\\\
=4/ vy (3y—v°) dy=4/ 3y —v*) dy=4[y3—1y4} = 27. ’ =
0 0 0

La risposta corretta e @ .

oo
. . . LT . 7T
Quiz 2. La serie numerica E sin — — sin
n n+1

n=2
diverge.
converge a 2.
converge a —1.
[ D] converge a 0.

converge a 1.

SVOLGIMENTO

Si tratta di una serie telescopica. La somma parziale della serie e

Sn :Z(Sin%_smkil> =

k=2

. T . . T . . T . T . . s
=sSIn——sin—-+snm——sn—+sln— —sin— + -+ 4+ sin— — sin =

2 3 3 4 4 5 n n+1
T . ™ .
= sin — — sin =1—sin .
2 n+1 n+1

Quindi

. . . U
1171;nSn :h?gn (1—81nn+1> =1

Ne segue che la serie converge a 1. La risposta corretta e .




Quiz 3. Siano (a,) e (by,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Se an, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — +00 e »_ b, diverge, allora > a, diverge.
Nessuna delle altre affermazioni e corretta.

Se an, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,) per n — +o0 e ) _ a,, converge, allora »_ b, converge.
@ Se ay, = o(b,) per n — 400 e Y _ b, converge, allora ) a,, converge.

Se @y, by, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — +00 e Y a,, diverge, allora ) b, diverge.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto asintotico, se a,,b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — +0o0 e > a,, diverge,
allora ) b, diverge. La risposta corretta .

2y . .
5 — ¢, e’ —sinz, e —cosx &
1+y

Quiz 4. Un potenziale vettore del campo vettoriale F(x,y,z) = <

U(x,y,2) =
®(z,y,7) =
K(z,y,z)
2)
2) =

(cosz—ey, e® +sinz, log (1—|—y ez).
(cosz+ey, e® —sinz, log (1 +y ex).

xT

D] G(z,y,
H(z,y,

eY).

) -
‘) -
cosz —eY, e —sinzx, log 1—|—y) e
)
cosy — e*, ¥ —sin z, log 1—|—z)

(co ( )
(cosz—ey e® —sinz, log (1—|—y —|—ex).
( ( )
SVOLGIMENTO

Tutti i campi vettoriali sono di classe C' su R3. Calcolando il rotore di ciascun campo si osserva che solo il
rotore di K coincide con F', e quindi solo K € un potenziale vettore di F'. La risposta corretta & .

Quiz 5. Siano f : R? — R una funzione di classe C? e (79,%0) € R? un punto stazionario per f tale che
0% f *f O f
5,2 (0, %0) = a—gﬂ(xo’y‘)) =a#0, 8x—ay($o,yo) =b>0.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
Se a < —b, allora (zg,yo) € un punto di minimo locale per f.
Se a > —b, allora (z9,yp) € un punto di minimo locale per f.
Se —b < a < b, allora (xg,yo) € un punto di sella per f.
@ Se a > b, allora (zg,yo) € un punto di sella per f.

Se a > b, allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.

SVOLGIMENTO

La matrice Hessiana di f nel punto stazionario (zg, o) €

a b
Hy(xo0,y0) = (b a)

e quindi i suoi autovalori sono le soluzioni dell’equazione caratteristica det(H ¢(xo,yo) —AI) = 0, dove I ¢ la matrice
identica 2 x 2, ovvero

a— A\ b

, )\:0 — A—a)P-b=0 <<= N -2a\+d*-b*=0.
“—

Poiché la matrice Hessiana & simmetrica, allora ammette sempre due autovalori reali e di conseguenza 1’equazione
caratteristica ammette sempre due soluzioni reali. Per la regola di Cartesio, essendo b > 0 per ipotesi, si ha che:



e a > b implica che gli autovalori sono maggiori di zero;
e o < —b implica che gli autovalori sono minori di zero;

e —b < a < b implica che gli autovalori sono discordi.
Quindi si ha che

e o > b implica che (zg,yp) € un punto di minimo locale per f;
e o < —b implica che (xg,yp) € un punto di massimo locale per f;

e —b < a <bimplica che (xp,y0) € un punto di sella per f.

La risposta corretta e .

In alternativa si puo procedere anche calcolando gli autovalori, che sono A1 2 = a &b, e poi dedurne il segno in
base alle relazioni fra a e b.

Quiz 6. Sian0R>OeE:{(m,y,z)€R3: z:(x2+y2)2—1, z? +y? < R?, :CZO}.

do vale

6 1
L’integrale / (z+1)
23 /16 (22 +y2)° + 1

RS.

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = (2% + y2)2 — 1, dove
K={(z,y) eR*: 2 +y*<R* z>0}.

Quindi ¥ = 0(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(x,y) = (z,y, g(z,y)) = (ac,y, (x2 + y2)2 — 1).

Posto f(z,y,2) = 6+1)

= , per definizione
\/16 (z2 +y2)° +1

/ 6(z+1)
= \/16(:62 +y2)° +1

do = / fdo = /K f(o (@, y)|IN (2, y) | de dy,

0o 0o
dove N(:Cay) = %(:Cay) A G_y(x’y)

Si ha che

N(e) = o) A G(o) = (~ )~ ) = (e (@ +42), ~4 (@ +97). 1)

e quindi

IN Gyl = /16 (22 + 42)° + 1.



Essendo )
6 (x2 + y2)

\/16 (22 +y2)° +1

/\/16 x2+y /fdg_/ (2 +1%)° dedy =

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:6/ p°dpdd =
K/

dove K' = [0, R] x [-7/2,7/2], e quindi si ottiene

R 1 R
= 67r/ p°dp = 61 [—pG] = 1RS.
0 6" 1o

)

fo(@y) = (v, (@ +4)" —1) =

si ha che

La risposta corretta e .

Domanda 7. Sia () = {(m,y,z) eER3: 0<z< 14, 2?4+ 9% <16, = > 2}.
x
Quanto vale l'integrale / 12zdxdydz ?
Q
SVOLGIMENTO

L’insieme € ¢ idoneo per integrare per fili paralleli all’asse z. Infatti,

Yy
0= R3: D. 0<z<
{(x,y,Z)E (z,y) €D, 0<z< m+4},

dove
D:{(x,y)eRQ: 22 +y? <16, > 2, yZO}:{(x,y)eRQ: 2 <x <4, 0§y§x/16—x2}.

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

[ Yy
1 z+4
/12dedydz:12/ / dwdy-lZ/ |:—z2:|\/7dxdy:6/ Y

1 de dy =
y A
essendo D un insieme y-semplice, appplicando la formula S T -
di integrazione sugli insiemi y-semplici si ricava
4 V16—z2 4 V16—22
[ ([ e [
== €r = — €T =
9 T + 4 0 yay 9 T + 4 2y 0 D
4 2 4 4
16 — 1
= / - dx:?)/ (4—$)d$:3|:——(4—$)2:| = 6.
o r+4 2 2 2 .
0 2 4 =z

La risposta corretta ¢ 6.

Domanda 8. Sia W la parte di piano limitata avente per bordo il sostegno della curva parametrica v : [0, 1] — R?
definita da v(t) = (1275(1 —1)%, 3(1 - t)> Quanto vale 'area di W?

SVOLGIMENTO



yA
La curva paramterica v e regolare, chiusa e parametrizza

il bordo di W inducendo su di esso un verso di percorrenza

antiorario. Infatti,

Vie (0,1): At = (12(1 — )2 - 24t(1 — 1), 3t2(1—t) — t3) -

_ (12 48t + 362, 312 — 4t3) £ (0,0), ~(1/2)

9(0) = 5(1) = (0,0), ~(1/4) = (27/16,3/256), ~(1/2) = (3/2,1/16). — — 1

Per il Corollario del Teorema di Green, considerato il campo vettoriale F'(x,y) = (0,z), si ha che l'area di W &

m(W):/Wldxdy:LF-dP:/OlF(y(t))-fy’(t)dt:

essendo
F(y(t)) - +'(t) = F<12t(1 — )2, 31— t)) : (12(1 )2 —48t(1 — 1), 3t2(1—t) — t3> -
= (0, 24¢(1 —1)?) - (12(1 — )2 —48t(1 — 1), 32(1—t) — t3) = 12t(1 — )2 (3621 — t) — %) =

=12 [3t3(1 —t)® — t'(1 — t)%] =12 (3¢> — 10t* + 11> — 4¢%) |

si ottiene . .
3 11, 4 1
= 12/ (3t — 10t + 1147 —4t0) at = 12 |~ —26° + —10 — 7| = .
0 4 6 7 |, 7

1
La risposta corretta e -




Versione V3

Quiz 1. Sian0R>OeE:{(m,y,z)€R3: z:2—|—(:c2—|—y2)4, 22 4+ % < R?, ygo}.

10z —2) do vale

L’integrale /
64 (22 +y2) +1

TR, TR, %wa’. [D] R™. 1—;771%9.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =2+ (ac2 + y2)4, dove

K={(z,y) eR*: 2*+y* <R y<0}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (m,y, 2+ (:c2 + y2)4).
10(z — 2)

Posto f(x,y,2) =
\/64 22 +y2)" +1

, per definizione

10(z — 2)

/ \/64 22 +y2)"

i = /2 fdo = /K F (o2, ) IN (. )|l do dy,

do do
dove N(:Cay) = %(:Cay) A 8_y(x’y)

Si ha che
N(e) = Gl A gten) = (~GHea)~ @) = (=80 (@ 400 s (@ +47)°, 1)
e quindi
INGzy)ll = /64(a® +42) + 1.
Essendo ) "
Folw) = £ (2.2 + (4 97)") = V)L
\/64 22 +y2)7" +1
si ha che

10( z—2)

/\/64 :/Zfda:/Km(ac%ry?)4 da dy =

passando in coordinate polari centrate nell’orlglne si ha

= 10/ 0’ dpdd =
K/

dove K' = [0, R] x [, 27|, e quindi si ottiene

R 1 R
=107 / p°dp = 10w [—plo] = 7R,
0 10 0

La risposta corretta e .

Quiz 2. Siano (a,) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

Se 0 < a, < b, per ogni n € Ne > b, converge, allora ) a,, converge.



Se 0 < a,, < b, per ogni n € N e Y a, converge, allora »_ b, converge.
@ Se ay, < by, per ogni n € N e ) a, diverge, allora »_ b, diverge.
Se 0 < a,, < b, per ogni n € N e > b, diverge, allora »_ a,, diverge.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto, se 0 < a,, < b, per ognin € Ne Y _ b, converge, allora ) a,, converge. La risposta

corretta e .

2
Quiz 3. Un potenziale vettore del campo vettoriale F(z,y,z) = (cosy — TZT sinz — e, e* — ey> &
z

O(x,y,2) = (ey —cos z, log (1 + z2) —e®, et + siny).

K(z,y,2) = (ey + cos z, log (1 + 22) +e%, e + siny).

H(z,y,z) = (ey —cos z, log (1 + z2) +e*, e* —l—siny).

@ G(z,y,2) = (ez — cosy, log (1 + x2) +e%, e¥ + sinx).

U(z,y,z) = (ey —cos z, log (1 + 22) +e%, e¥ — siny).
SVOLGIMENTO

Tutti i campi vettoriali sono di classe C' su R3. Calcolando il rotore di ciascun campo si osserva che solo il
rotore di H coincide con F', e quindi solo H ¢ un potenziale vettore di F'. La risposta corretta e .

o0
. . . s T
Quiz 4. La serie numerica Z cos o cos ————
n

2(n+1)
diverge.
converge a —1.
converge a —2.
[D] converge a 0.

converge a 1.

n=1

SVOLGIMENTO

Si tratta di una serie telescopica. La somma parziale della serie &

" ™ T
Sn —Z(COSﬁ—COSm> =

k=1

™ T ™ Vs ™ T ™ T
=COS— —COS— +COS— —COS— +Ccos— —cos—++--4+CcosS— —COS ———— =

2 4 1 6 6 8 on 2(n+ 1)
T m T

= €08 = — COS ——— = — COS ——.
2 2(n +1) 2(n+1)

Quindi

lim S,, = lim <— cos =—1.
n n

2 71)

Ne segue che la serie converge a —1. La risposta corretta e .

Quiz 5. Siano f : R? — R una funzione di classe C? e (x9,%0) € R? un punto stazionario per f tale che
S o) = Ly =a o, 2
—(x =—(x =a —
3x2 0> Y0 8y2 0, Y0 ) 6xay

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

(z0,90) = b > 0.



Se a > b, allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.

Se a < —b, allora (xg,yo) ¢ un punto di minimo locale per f.

Se —b < a < b, allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.
@ Se a < b, allora (zg,yo) € un punto di minimo locale per f.

Se a < —b, allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.

SVOLGIMENTO

La matrice Hessiana di f nel punto stazionario (zg,yo) €

a b
Hy(xo0,10) = (b a)

e quindi i suoi autovalori sono le soluzioni dell’equazione caratteristica det(H ¢(xo,yo) —AI) = 0, dove I ¢ la matrice
identica 2 x 2, ovvero

a— A\ b

) \ =0 = M\—a)?-0=0 = N -2 +a*-b"=0.
a_

Poiché la matrice Hessiana & simmetrica, allora ammette sempre due autovalori reali e di conseguenza ’equazione
caratteristica ammette sempre due soluzioni reali. Per la regola di Cartesio, essendo b > 0 per ipotesi, si ha che:

e a > b implica che gli autovalori sono maggiori di zero;
e o < —b implica che gli autovalori sono minori di zero;

e —b < a < b implica che gli autovalori sono discordi.
Quindi si ha che

e a > b implica che (zg,yo) € un punto di minimo locale per f;
e a < —b implica che (xg,yo) € un punto di massimo locale per f;

e —b < a < bimplica che (zg,yp) ¢ un punto di sella per f.

La risposta corretta e .

In alternativa si puo procedere anche calcolando gli autovalori, che sono A 2 = a £ b, e poi dedurne il segno in
base alle relazioni fra a e b.

Quiz 6. ia Q= {(z,y) € R?: —z<y<z-— x2}. L’integrale / 6xdrdy vale
Q

4.
16.
1.
[D]s.
2.

SVOLGIMENTO



L’insieme 2 & y-semplice. Infatti,

—x<zr—22 — P-2<0 <= 0<z<2

Ne segue che Q = {(ac,y) eER?: 0<x<2, —z<y Sx—xQ}.
Quindi

2 z—x? 2 z—x?
/6xdmdy:6/ / x dy d:c:6/ T / ldy | dx =
Q 0 —z 0

—x

2 2 9 1 2
:6/ x(?x—xz) dx :6/ (2302 —:c3) dr =26 [—:cg— —mﬂ = 8.
0 0

3 4 ],
La risposta corretta e @ .

Domanda 7. Sia 2 = {(m,y,z) ER?: 0<z< 13, 24+t <9, y> 1}
Yy
Quanto vale 'integrale / 8zdxdydz ?
Q
SVOLGIMENTO

L’insieme 2 ¢ idoneo per integrare per fili paralleli all’asse z. Infatti,

x
Q=< (z,y,2) eR?: (z,y)eD, 0<z< ,
{@ e wien 0sas [

dove

D:{(x,y)€R2: 2?4+ <9, y>1, xz()}:{(:c,y)E]RQ: 1<y<3, 0<x< 9—y2}.

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

/o 1 [=
/82dxdydz:8/ / y+3zdz dxdy:S/ I:—ZQ] " dxdy:4/ * dr dy =
Q p \Jo D L2 py+3

0

y A
essendo D un insieme x-semplice, appplicando la formula
3
di integrazione sugli insiemi z-semplici si ricava
3 9 1/ 9—12 3 1 1, 9—y2 D
=4 xdx | dy =4 —x dy =
1 ¥y+3\Jo 1 y+3 (2 0 1 \
\
3 2 3 3 \
99—y 1 9 \
= dy =2 3—y)dy =2 |—=(3 — =4. >
/1y+3y /1( y) dy [2( y)L ) 3 2

La risposta corretta e 4.

Domanda 8. Sia W la parte di piano limitata avente per bordo il sostegno della curva parametrica v : [0, 1] — R?
definita da v(t) = (20152(15 —1), t(1 - t)2>. Quanto vale 'area di W?

SVOLGIMENTO



La curva paramterica v e regolare, chiusa e parametrizza
il bordo di W inducendo su di esso un verso di percorrenza

antiorario. Infatti,

Vie (0,1): At = (4075(75 1) 4202, (1—1)% —2t(1 — t)) -

7(1/2)
— (60752 — 40¢t, 3t? — 4t + 1) # (0,0),

7(0) =~(1) = (0,0), ~(1/4) = (=15/16,9/64), ~(1/2) = (=5/2,1/8).

yA

T ~(1/4)

Per il Corollario del Teorema di Green, considerato il campo vettoriale F(z,y) = (0

m(W):/Wldxdy:LF-dP:/OlF(y(t))-fy’(t)dt:

Ry

@)

,x), si ha che 'area di W &

1

g.

enende Fly(t) -~ (t) = F<20t2(t ~1), t1 - t)2> . <40t(t 1)+ 2082, (1—t)% —2t(1 — t)) -
= (0, 202(t — 1)) - (40t(t 1) 42062, (1— )% —2t(1 — t)) =202t —1) [(1- 12 —2t(1 —1)] =
=20 [263(t — 1) — t3(1 — ¢)%] =20 (3¢° — 7t* + 5¢3 — 1?)
si ottiene 1 )
= 20/0 (3t° — 7t* 4+ 5¢° — %) dt = 20 Etﬁ —~ gtf) + gt‘l — %t?’]o

1
La risposta corretta e 3"




Versione V4

Quiz 1. Siano f : R? — R una funzione di classe C? e (xo,y0) € R? un punto stazionario per f tale che
82f( ) 62f( )=a#0 o ( )=b>0
92 L0 Yo 9y2 0; Y0 ' Bxdy 0, Y0

Quale delle seguenti affermazioni € corretta?

Se a < —b, allora (zg,yo) € un punto di minimo locale per f.
Se —b < a < b, allora (xg,yo) € un punto di sella per f.

Se a > b, allora (xg,yo) € un punto di massimo locale per f.
@ Se a < —b, allora (xg,yo) € un punto di sella per f.

Se a < b, allora (zp,yp) € un punto di massimo locale per f.

SVOLGIMENTO

La matrice Hessiana di f nel punto stazionario (zg, o) €

a b
Hy(xo0,y0) = (b a)

e quindi i suoi autovalori sono le soluzioni dell’equazione caratteristica det(H ¢(xo,yo) —AI) = 0, dove I ¢ la matrice
identica 2 x 2, ovvero

a— A\ b

, )\:0 — A—a)?-b=0 <<= N -2a\+d>-b*=0.
“—

Poiché la matrice Hessiana ¢ simmetrica, allora ammette sempre due autovalori reali e di conseguenza 1’equazione
caratteristica ammette sempre due soluzioni reali. Per la regola di Cartesio, essendo b > 0 per ipotesi, si ha che:

e a > b implica che gli autovalori sono maggiori di zero;
e o < —b implica che gli autovalori sono minori di zero;

e —b < a < b implica che gli autovalori sono discordi.
Quindi si ha che

e o > b implica che (zg,yp) € un punto di minimo locale per f;
e o < —b implica che (xg,yp) € un punto di massimo locale per f;

e —b < a < bimplica che (xp,y0) € un punto di sella per f.

La risposta corretta e .

In alternativa si puo procedere anche calcolando gli autovalori, che sono A1 2 = a &b, e poi dedurne il segno in
base alle relazioni fra a e b.

Quiz 2. Sia Q = {(x,y) eR?: —y<az<2-— yz}. L’integrale / 8ydrdy vale
Q

[4]27. [B]54. [c]1. [D]9. [E]3.

SVOLGIMENTO



L’insieme ) ¢ z-semplice. Infatti, N yA
s\\s\
_y§2y_y2 — yQ—BySO — O§y§3 .................. 3
2
NeseguecheQ:{(x,y)ech 0<y<3, —y§x§2y—y2}. 0
Quindi
3 2y—y> 3 2y—y>
8ydmdy:3/ / ydo | dy = / Y / ldx | dy = — >
/Q 0 —y 0 _y ’/,/() \\ x
/” \
”/ \
° 2 P a2 3 5 1,° -
=8/ y (3y —v°) dy=8/ (By" —v’) dy = {y —Zy} = 54.
0 0 0

La risposta corretta e .

2x
Quiz 3. Un potenziale vettore del campo vettoriale F(x,y, z) = <ey —€*, cosz + T2 sinx — ey> e
x

G(z,y,2) = (ey +sinz, € +cosx, e¥ — log (1 + x2))

|B] H(x,y, (
(

z) = 1+ )
[C] K(z,y,2) = (¢* +siny, ¢ —cosz, e —log

z) =

z) =

(ey +sinz, € —cosz, €Y + log )

%)
@\Ilacy, )
. O(x,y, 2

(ey —sinz, e —cosz, €Y — log

ey +sinz, € —cosz, €Y — log

SVOLGIMENTO

Tutti i campi vettoriali sono di classe C' su R3. Calcolando il rotore di ciascun campo si osserva che solo il
rotore di ® coincide con F', e quindi solo ® & un potenziale vettore di F. La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano (a,) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

Se an, by, > 0 per ogni n € N, a, = o(b,) per n — +00 e Y a,, converge, allora > b, converge.
Se ap, by, > 0 per ogni n € N, a, = o(b,) per n — +00 e Y _ b, converge, allora > a, converge.
@ Se an, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — +00 e »_ b, diverge, allora > a, diverge.
Se ay, = o(by,) per n — +00 e Y a,, diverge, allora ) b, diverge.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto asintotico, se a,, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(by,) per n — 400 e »_ b, converge,
allora ) a, converge. La risposta corretta & .

Quiz 5. Sian0R>OeE:{(m,y,z)€R3: z:(x2+y2)5—2, z? +y? < R?, :CSO}.

12(z + 2)

/ \/100 22 +y2)° +1

L’integrale do vale




@ R12.
RS,

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = (:c2 + y2)5 — 2, dove

K={(z,y) eR*: 2*+y*<R* 2<0}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (m,y, (:c2 + y2)5 — 2).

Posto f(x,y,z 12(z + 2) , per definizione
\/100 + 1
12 Z + 2
/ Lo~ [ sao= [ flotea)INGy)|drdy,
¢um3ﬂ+y +1 > K
Oo Oo
dove N(z,y) = z—(z,y) A a—y(w,y)-
Si ha che
0o 0o B dg g B 9 9\4 9 9\4
e quindi
INGe )l = /100 (@2 + y2)° + 1.
Essendo 5
5 12 (2% 4+ o2
flo(z,y) =f (wy (z* +4%)" - 2) = ( ) ,
¢m0@1+¢ﬁ+1
si ha che

/ 12( z—|—2)
\/100 ’ 11

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= 12/ pdpdy =
K/

dove K’ = [0, R] x [Z,37], e quindi si ottiene

:/fdaz/ 12(x2+y2)5 dxdy =
b K

R 1 R
= 127r/ pHdp =127 |—p'?| =R
0 12 0

La risposta corretta e .

o]
s 7T
iz 6. L . . L
QUIZ a serie numerica E <sm on S1n 72(/” T 1)>

n=1
converge a 1.
converge a —1.

diverge.

@ converge a 2.

converge a 0.

SVOLGIMENTO



Si tratta di una serie telescopica. La somma parziale della serie &
g T T
Sp = ; (smﬂ —&nm) =
:sing —sin% —i—sin% —sin% —|—sin% —sing +---+sin% —sin72(n7:_ ) =

. T . ™ 1 . 7T
=sin- —sin——=1—sin——.
2 2(n +1) 2(n +1)

Quindi

Ne segue che la serie converge a 1. La risposta corretta e .

Domanda 7. Sia Q = {(m,y,z) eER®: 0<z2< 14, 22 +y? <16, y> 2}.
)
Quanto vale l'integrale / 16zdxdydz ?
Q
SVOLGIMENTO

L’insieme 2 ¢ idoneo per integrare per fili paralleli all’asse z. Infatti,

T
O=1(z,y,2) eR®: (z,9)eD, 0<z<, /2L
{@rner: wyen osss [

D:{(x,y)eRQ: 2?4y <16, y> 2, xZO}:{(x,y)GRQ: 2 <y <4, 0§x§ﬂ16—y2}.

dove

Integrando per fili paralleli all’asse z si ottiene

Var=: 1 ,)Via
/16zdwdydz:16/ / y+4zdz dwdyzlﬁ/ |:—Z2:| ’ dxdy:S/ * de dy =
Q D \Jo pl2 ] py+4
y A
essendo D un insieme x-semplice, appplicando la formula 4
di integrazione sugli insiemi z-semplici si ricava D
4 16—y?2 4 16—y2
1 4 1 1 4
=38 — / rxdr | dy =38 — [—xz} / dy = 2 \
2 y+4\Jo 2 y+4 (2 0 \
\
4 2 4 4 \
16 —y 1 2 \
:4/ dy = /(4—y dy:4[——4—y ] =38.
2 Y+ 4 2 ) 2( ) 2 " >
O 4 T

La risposta corretta ¢ 8.

Domanda 8. Sia W la parte di piano limitata avente per bordo il sostegno della curva parametrica v : [0, 1] — R?
definita da v(t) = (12153(15 —1), t(1— t)2>. Quanto vale 'area di W?

SVOLGIMENTO



La curva paramterica v e regolare, chiusa e parametrizza
il bordo di W inducendo su di esso un verso di percorrenza

antiorario. Infatti,

Vie (0,1): At = (36752(75 1) 4126, (1—1)% —2t(1 — t)) -
v(1/2
— (48753 — 3612, 312 — 4t + 1) £ (0,0),

7(0) = (1) = (0,0), ~(1/4) = (-9/64,9/64), ~(1/2) = (=3/4,1/8).

yA

v(1/4

@)

Ry

Per il Corollario del Teorema di Green, considerato il campo vettoriale F'(x,y) = (0,z), si ha che l'area di W &

m(W):/Wldxdy:LF-dP:/OlF(y(t))-fy’(t)dt:

essendo
F(y(t)) - +'(t) = F<12t3(t 1), 11— t)2) . (36t2(t 1) 1268, (1—1)% - 2t(1 - t)) -
= (0, 1263(t — 1)) - (36752(75 —1) 1268, (1— )% —2t(1 - t)) — 1263t — 1) (1 — )2 — 2t(1 — 1)) =
=12 [-3(1 — t)® + 2t*(1 — )] = 12 (—* — +5¢t* — 7¢° + 3t9)
si ottiene

! 1 Te . 34" 1
:12/ (=% — 45t — 7¢° + 3t°) dt = 12 [—Zt4+t5—6t6+?t7} =
0

1
La risposta corretta e -

0 T




