Svolgimento di quiz e domande dell’esame di Analisi Matematica II del 8/02/2024 ore 17

Versione: V1

n
Quiz 1. Sia (a,) una successione reale e per ogni n € N sia S, = Zak. Quale delle seguenti affermazioni e
k=0

corretta?

Se lim S, = 400, allora lima,, # 0.
n n

Se lim S,, = 3, allora lima,, = 0.
n n

Se lim a,, non esiste, allora lim S;, non esiste.
n n

@ Nessuna delle altre affermazioni € corretta.
o
Se lim a,, = 0, allora la serie Z an converge.
n
n=0
SVOLGIMENTO

Per definizione se la successione delle sue somme parziali (S,,) della serie di a,, ha limite finito, allora la serie
di a, converge. Di conseguenza per la condizione necessaria risulta che lim a,, = 0. La risposta corretta e .
n

g 0 =2)"
Quiz 2. La serie numerica Z(—l)” il
n=1
converge a S > 0.
diverge positivamente.
¢ indeterminata.
@ converge a S < 0.
diverge negativamente.
SVOLGIMENTO
Si ha che
i( 1)n (5—n — 2)71 _ i (2 B 5_n)n
3n+1 3 +1
n=1 n=1

Quindi € una serie a termini positivi, e di conseguenza converge ad un numero reale maggiore o uguale a zero
oppure diverge positivamente.

Poiché

(2-57)" @

n
31 > , N — +00
[e.9] 2 n
e la serie geometrica Z (3) converge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data converge, evidente-
n=1
mente ad un numero S > 0 perché almeno un termine della serie ¢ maggiore di zero. La risposta corretta ¢

:Ey4 2$2y3
V14 22yt 1+ 228
2
parametrica 7 : [O, \/?q — R? definita da y(t) = <t5 —V3tt+t, tsin (t — \/§> + 3\/§t> vale

[A]10. [B]o. [C]4. [D]20. [E]5.

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (83: + — 4y> lungo la curva



SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f2), si ha che

%(x )_4xy3+2x3y7_%(x )
oy ’y_(1+x2y4)3/2_8$ Y0

Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of a B zy!
%(x7y)_f1(x7y)_8x+ \/m?
of 2223

(ny(%y) = fo(z,y) = \/TT?/‘

Integrando la prima uguaglianza rispetto a = si ha che

— 4y.

4
f(x,y):/ 82+ ——— | dz = d2” + I+ 2% + c(y),
1+ 2294

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

O ooy — 20 Lty = 250 gy J) = -ty — oy) =27+ keER
r,Y)= c\y) = — 4y c\y)=—3Y C\Yy) = —4Yy ) .
9y V1t a2yt V1+ a2yt

Quindi un potenziale di F' su R? &

fla,y) =42 + 1+ 22y* — 2% + k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

/ F-dP = f(v(V3)) — F(+(0)) = £(v/3,2) — £(0,0) = 10,
8

La risposta corretta e .

1 1
Quiz 4. Sia f(z,y) = 5(1‘ — 1)+ ?(y —2)" — 162 — y + 4. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.
La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e due punti di sella.

@ Nessuna delle altre affermazioni e corretta.

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
5@y =(@-1"-16, @(x,y)=(y—2)6—1-
Quindi
(x—1)=16 r—1=42
Vf(x,y) = (0’0) — — — (I‘,y) = (3’3)’ (3a 1)? (_173)? (_1’ 1)

(y—2)°=1 y—2==+1



Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 4 punti. Si ha che:

0% f *f 0* f
w(xay) :4(‘7:_1)37 Tyg(xvy) :6(y_2)57 8x8y<x’y)zo
Quindi
mes= (% 0). meu=(% %) =20 mewn= (8 5)

Ne segue che (3,3) & un punto di minimo locale per f, (—1,1) & un punto di massimo locale per f, mentre (3,1) e
(—1,3) sono due punti di sella per f. La risposta corretta e .

Quiz 5. Siano I' = {(z,y) € R?: (z—1)2 492 =4, y> 0} e F: R?\ {(0,0)} — R? il campo vettoriale della
forma F(x,y) = ¢(||(z,v)]) (x,y), dove ¢ : (0,400) — R & una funzione continua.

L’integrale di linea di F' lungo I', percorsa in verso antiorario a partire dal punto A(3,0), € uguale a

[A]o.
3
E—[ww.

3
/1 to(t) dt.
3
D] - /1 to(t) dt.
3
(] [ ety ar

1

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' ¢ radiale e continuo, quindi ¢ conservativo. Ne segue che l'integrale di linea di F' lungo
I' e uguale a

AFszﬂ&—fM%

dove f & un potenziale di F' su R?\ {(0,0)} e A e B sono rispettivamente i punti inziali e finali della curva I'. Piu
precisamente A = (3,0) e B = (—1,0).

Un potenziale f di F' & f(x,y) = ®(||(z,y)]]), dove @ : (0, +00) — R & una primitiva della funzione {t — tp(t)}.
Quindi preso ad esempio sy > 0 si ha che

O(s) = /S to(t) dt.
Quindi
/FF -dP = f(B) — f(A) = f(=1,0) — f(3,0) = @([[(-1,0)[|) — 2(/[(3,0)[|) =
— (1) — &(3) _/1w(t> dt—/StLp(t) dt—/ltcp(t) dt——/gtap(t) dt.

S0 S0 3 1

La risposta corretta e @ .

Metodo alternativo

Una parametrizzazione di I' a partire da A(3,0) & 7 : [0, 7] — R? definita da v(t) = (1 + 2cost,2sint).

Quindi )
/FF-dP:/VF-dP:/O Fly(8)) -7/ (8) dt.

Essendo F(z,y) = ¢([[(2,y)|) (z,y) si ha che

F(y() - +'(t) = e(lly@&1) () -~ (1).



Poiché

7@ = ||(1 + 2cost,2sint)|| = \/(1 +2cost)? +4sin?t = /5 + 4cost

si ha che

F(y@)~'(t) = o(lv@) D) v(@) (t) = p(v/5 + 4 cost) (142 cost, 2sint)-(—2sint, 2cost) = —2sint (/5 + 4 cost).

Ne segue che

/F-dP:/ (—2sint) (V5 +4cost) dt =
r 0

posto u = /5 + 4cost, e quindi u?2 = 5+ 4cost, da cui udu = —2sintdt, si ottiene

_ /31 wp(u) du = —/13 wp(u) du.

Quiz 6. SiaEz{(m,y,z)eRgz z:3—|—4e$2+y2, 2 +y? < 4, mZO}.

do vale

1
8log [4(2 - 3)]
L’integrale /
Y \/64 (22 + y2) e2(@*+y?) 41

%ﬂ'. 8. - 32m. @ ?7‘1’ 167.

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =3 + 4e”*T* | dove

K = {(z,y) eR?: 22442 <4, z>0}.
Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (m,y, 3+ 4612“’2).

8log [i(z - 3)}

\/64 22 + y2) 2@ +9?) 4 1

Posto f(z,y,2) = , per definizione

SIOg[l( 3)]
/\/64332+y 2(a?+y?

do do
dove N(.ﬁl?,y) = %(l‘ay) A @(m7y)

— o= / fdo = /K f(o (@, y) N (z y)| da dy,

Si ha che
_ 0o o _( 9g dg B 22 4y? 224y
Ne.y) = %(x,y) A aiy(x’y) - (_ax(x’y)’_ay(x’y)’l> = (—8xe , —8ye , 1) )
e quindi
IN(,y)l| = /64 (22 +y2) 299 1 1.
Essendo

s s

VoL@ +92) ) 11 [61(a? +y?) A 4 1

F(olw,y) = f (29,3 + 407 =

si ha che

x—i—y)

fraa=],
\/64 12 + y?) e2(@*+y?) 11

. \/64 (22 + y2) 2@ +v?) 4 1drdy = / 8 (x2 + y2) dx dy =
K



passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= 8/ p®dpdy =
K/

dove K' =[0,2] x [-7/2,7/2], e quindi si ottiene

2 1 12
= 87r/ p2dp = 8 [pﬂ = 327.
0 4 0

La risposta corretta e .

e($+e2—e)

o da dy?

Domanda 7. Sia {2 = {(J:,y) eR?: ex<y<a+e’—e x> 1}. Quanto vale l’integrale/
Q Y

SVOLGIMENTO

L’insieme 2 & y-semplice. Infatti
ex§y§x+62—e = x<e

e quindi si ha che
Q:{(m,y)eRQ: 1<z <e, ex§y§x+62—e}.

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi y-semplici, si ha che

+ 2 _ e zte?—e 2 e 1 z+e2—e
/dedy:e/ / =9, dm:e/<x+62_e>[—] g —
Q y 1 exr y 1 y ex

e 1 1 e 2
S Y e S Y N (==l P
1 r+e—e ex 1 ex
€ —1 —1 e/r1 1 1 N
——e/ <e ¢ >dx——e(e—1)/ (—) dm——e(e—l)[:v—log]x@ =e—1.
1 e x 1 e X e 1

La risposta corretta e e — 1.

3 3
Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(z,y, z) = <2yz2 + sin ("), €“®Y — §$z2, e + 1> e la super-
ficie ¥ = {(7,y,2) € R®: 22° +y* + 22 =8, 2>y >0}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a 3
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R®. Posto F' = (f1, fo, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha

che
/ F-dP:/rotF-nda,
0% b

dove per ogni (z,y,z) € R3

i j K
rotF(x,y, z) = 3% a% % = (3zz, 3yz, —3z2) :

. 2
Syz? +sin(e%) €Y — 3222 € +1
Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

2= +/8 —2x2 — 42

z=1/8—2x% —y?

202 4+ 4% <8
Y - x2+y2§4
zZ2>y
y > 0.
y>0



Quindi la superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /8 — 222 — y2, dove

K ={(z,y) eR*: 2?+¢y> <4, y>0}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = <a:, Y, /8 — 222 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo = / rotF(o(z,y)) - N(z,y) dx dy,
) by K

dove N(x,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X €

_(_9 9y _ 2z y
Na(xvy) - < ax(xvy)a ay(x7y)7 1) - (\/8— 2.I2 _y27 \/8—2x2 _y27 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Quindi N(z,5) = Ny(z,y) = < S, 1).

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(x,y) = rotF (:L', Y, /8 — 2x2 — y2) : ( 22 y 1) =

V8 =222 — 2 /8 — 222 — 2

= (33:\/8—2:U2—y2, 3y\/8 — 222 — 2, —3 (8—2x2—y2)) . ( 2z y 1) =

V8 =222 — 2 /8 — 222 — 2
=6 (22> +y* —4).

Ne segue che

/ F-dP:/rotF-nda:/ rotF(o(x,y)) - N(z,y) d:vdy:/ 6(2x2+y2—4) dx dy.
0% b K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo
/ F-dP:6/ (227 +y* —4) dady =
% K

:6/ p(2,02(:082@“+pzsin219—4) dpd’l9=6/ p(p2005219+p2—4) dpdy =
! K/

2 T 2
:6/ [p° cos® 9+ p (p* — 4)] dpdﬁ:6[</ p3dp> / cosZﬁdﬂ>+7T/ p(p* —4) dp:|:
K'=[0,2]x[0,7] 0 0 0

—6 ([ip4]2 [;(19+Sin19c0819)]7r + [i (0* - 4)12> — —12m.

0 0 0

La risposta corretta ¢ —12m.




Versione V2

Quiz 1. SiaZ:{(x,y,z)eRg: 2=T—6e"1Y 22 442 <3, yZO}.

1
/ 16 log [6(7 z)]
\/144 2 4+ y?) e2(=?+y?) 11

367. 187. 9r. |D]16V37. 12V3 7.

do vale

L’integrale

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =7 — 6e2°TY*, dove

K:{(x,y)eRQ: 2?4y <3, y>0}.
Quindi ¥ = 0(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (:U,y, 7— 6612“/2).

161og [é(? - z)]

Posto f(z,y,2) =
\/144 % 4+ y?) e2(z?+y?) 11

, per definizione

1
16 log [ (7— z)]
/ :
\/144 22 4 y2) e2(@*+y?

do do
dove N(l’,y) = %(IL‘,Z/) A @(x7y)

—do - / fdo = /K F(o (2, ) IN (2, ) | dar dy,

Si ha che
0o oo B dg dg _ 22y 4y
N(z,y) = 5 (z,y) A ny(a:,y) = <—(f)x($,y),—ay(x,y),l> = <12xe 12y ™Y 1) _
e quindi
IN Gz )| = /144 (22 + 2) 670D 41,
Essendo

2 2
1610g <€$ +y ) _ 16 ($2 + y2)

V142 4 92) 20 11 (/144 (a2 4 y2) 2t 41

)

fotw,y) = 1 (29,7 6547 =

si ha che

16 +
/ fda—/ (@ +v) -\/144(:c2+y2) 62(‘”2+y2)+1d1‘dy:16/ (x2+y2) dx dy =
\/144 (22 4 y2) e2(@*+v?) -1 K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

= 16/ p>dpdd =

dove K’ = [0,1/3] x [0, 7], e quindi si ottiene

V3 1 V3
= 167 / p®dp = 167 [p4] = 36.
0 4 0

La risposta corretta e .




2x3y2 x4y

V16 4+ 24y’ /16 + 242

Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F'(x,y) = (16.%' +
: 2 : : 9 s, V3
curva parametrica -y : [0, \/3] — R® definita da y(t) = | tsin (t — \/§> +t, 19— V38 + 5 t vale

[A]10. [B]o. [c]4. [D]20. [E]5.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f2), si ha che

%(a: )_2x7y3+64x3y_%(x )
oy Y _(16+x4y2)3/2_8x Y-

Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F' su R2, si ha che

of 22312

_ = = 1 B —
5 (& Y) = filz,y) =160+ T
of 'ty

2z, y) = fo(,y) = ——2— — 10y.
oy DY) = f2(2.9) Tor o

Integrando la prima uguaglianza rispetto a = si ha che

2$3y2 )
f(fv,y)=/ 162 + ——————= | do = 82" 4+ /16 + 21y? + c(y),

dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of 'y / aty / 2
—(r,y) = —F——=s+c(yYy =—————-10y = c(y)=—-10y = cly)=-dy"+k,
8y( ) V16 + 2y? ) V16 + 2y? ) )

Quindi un potenziale di F su R? &

flo,y) =822+ 16+ 242 —5y° + k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che
[ Fdp = £V8) = £60) = F(V31) - 1(0.0) = 2.
v

La risposta corretta e @ .

— 10y> lungo la

k € R.

=y ()
uiz 3. La serie numerica B ) (-
Q ;( T
¢ indeterminata.

diverge negativamente.

converge a S < 0.

@ diverge positivamente.

converge a S > 0.

SVOLGIMENTO
Si ha che



Quindi & una serie a termini positivi, e di conseguenza converge ad un numero reale maggiore o uguale a zero
oppure diverge positivamente.

Poiché

(3—7"m)" 3\"
— ~ | = , N — +0oo
2" +5 2

oo n
e la serie geometrica Z <2> diverge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data diverge. La risposta

corretta e @ .

Quiz 4. Siano I' = {(z,y) € R?: (z+ 1442 =9, y> 0} e F: R?\ {(0,0)} — R? il campo vettoriale della
forma F(x,y) = ¢(||(z,v)]) (x,y), dove ¢ : (0,400) — R & una funzione continua.

n=1

L’integrale di linea di F' lungo I', percorsa in verso orario a partire dal punto A(—4,0), ¢ uguale a

4
/ to(t) dt.

2

4

[B]- /2 o(t) dt.
4

—/2 to(t) dt.

4
D] / o(t) d.
0

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' ¢ radiale e continuo, quindi & conservativo. Ne segue che l'integrale di linea di F' lungo
I' e uguale a

/FF (AP = £(B) - f(A),

dove f & un potenziale di F' su R?\ {(0,0)} e A e B sono rispettivamente i punti inziali e finali della curva I'. Piu
precisamente A = (—4,0) e B = (2,0).

Un potenziale f di F' e f(x,y) = ®(||(z,y)]||), dove @ : (0,4+00) — R & una primitiva della funzione {t — tp(t)}.
Quindi preso ad esempio sg > 0 si ha che

O(s) = /S to(t) dt.
Quindi
/FF ~dP = f(B) — f(A) = f(2,0) — f(—4,0) = ©([[(2,0)])) — 2([[(—4,0)])) =
— B(2) — B(4) :/Qtap(t) dt—/4tcp(t) dt:/ztcp(t) dt:—/4t4p(t) dt.

S0 S0 4 2

La risposta corretta e .

Metodo alternativo

Una parametrizzazione di I' a partire da A(—4,0) & v : [r, 27r] — R? definita da v(t) = (=1 + 3cost, —3sint).
Quindi
2T
/F-dP: /F~dP: Fly(#) -+ (8) dt.
r Y

™

Essendo F(z,y) = ¢([[(2,y)]) (z,y) si ha che

F(y(t) -+'(t) = e(lly@&) v(#) -~ (1).



Poiché

Iv(@)]] = ||(=1 + 3cost,—3sint)| = \/(—1 +3cost)? +9sin?t = /10 — 6cost

si ha che
F(y@) -7 (t) = o(|lv®I) (@) -+ (t) = o(v/10 — 6 cost) (=1 + 3cost, —3sint) - (—3sint, —3 cost) =
= 3sint ¢(v/10 — 6 cost).

Ne segue che

2w
/F-dP:/ 3sint (v/10 — 6 cost) dt =
r 0

posto u = /10 — 6 cost, e quindi u? = 10 — 6 cost, da cui wdu = 3sintdt, si ottiene

_ /42 () du = —/24 up(u) du.

n

Quiz 5. Sia (a,) una successione reale e per ogni n € N sia S, = Zak. Quale delle seguenti affermazioni ¢

k=0
corretta?

Nessuna delle altre affermazioni ¢ corretta.

Se lim S, non esiste, allora lim a,, non esiste.
n n

o0
Se lim a,, = 0, allora la serie g an converge.
n

n=0

@ Se lim a,, = 3, allora lim S, = +oc.

Se lim a,, non esiste, allora lim S,, non esiste.
n n

SVOLGIMENTO

Se lim a,, = 3, allora la successione (a,) € positiva da un certo ny € N in poi. Quindi la serie di a,, ¢ a termini
n

positivi e non verifica la condizione necessaria. Ne segue che la serie di a,, diverge positivamente e di conseguenza
lim S,, = 400. La risposta corretta ¢ @ .
n

1 1
Quiz 6. Sia f(z,y) = ?(ac — )"+ g(y —1)5 — z — 16y + 8. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

Nessuna delle altre affermazioni e corretta.

La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.
@ La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e due punti di sella.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of of
oY) =(=2" -1, @(x,y)=(y—1)4—16-
Quindi
(z—2)0=1 T —2=x=l1
Vf(:v,y) = (O?O) — — <~ (:Cay) = (373)7 (3a _1)7 (173)7 (17 _1)'

(y—1*=16 y—1=42



Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 4 punti. Si ha che:

*f
0x2

o2 f 82 f

(.7}, y) = 6(.1‘ - 2)57 87:[/2(:373/) = 4(y - 1)37 90y (.%', y) =0.

Quindi

Hf(3,3)_<g 302>, Hf(3,—1)_<g _%2>, Hf(1,3)_(_06 302>, Hf(1,—1)_<_06 _%2)

Ne segue che (3,3) € un punto di minimo locale per f, (1, —1) ¢ un punto di massimo locale per f, mentre (3,—1)
e (1,3) sono due punti di sella per f. La risposta corretta e .

2e (y +e* —e)

5 dx dy?

Domanda 7. Sia ) = {(:c,y) eR?: ey<z<y+el—e y> 1}. Quanto vale l’integrale/
0 €T

SVOLGIMENTO

L’insieme 2 ¢ z-semplice. Infatti
ey§x§y+62—e = y<e

e quindi si ha che
Q:{(x,y)ERQ: 1<y<e, ey§x§y+e2—e}.

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi z-semplici si ha che

2 2 e y+e?—e 2 _ e 1 ytes—e
Q T 1 ey X 1 Z ey

e 1 1 e 2
:—26/(y+62—e)(2—>dy:—26/ (1—y+66>dy:
1 y+e—e ey 1 ey

¢ -1 -1 /1 1 1 ©
= —26/ (e - ) dy = —2e(e — 1)/ < - > dy = —2e(e — 1) [y —log \y|] =2e — 2.
1 e Y 1 \¢ ¥ € 1

La risposta corretta ¢ 2e — 2.

Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F'(x,y,z) = (8yz2 + %57 gine¥ — 8z22, log (24 + 1)) e la su-
perficie ¥ = {(az,y,z) eRY: 224202 422=2, z>2> 0}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a 3
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R®. Posto I = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha

che
/ F-dP:/rotF-nda,
% p)

dove per ogni (,y,z) € R3

i j k
rotF(z,y,z) = 8% 8% % = (163;2, 16yz, —16z2).

8yz2 + €%  sine¥ — 8z22 log (24 + 1)

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

- — 2 _ 9.2
z=4/2—a°—2y -

z2=4/2— 2% — 292
2 4+ 2y? <2
f— x2+y2é]~
Z>x
x> 0.

x>0



Quindi la superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /2 — 22 — 2y?, dove

K={(z,y) eR*: 2?2 +y* <1, >0}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = <a:, Y, V2 — 22— 2y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF' - ndo = / rotF(o(z,y)) - N(z,y) dx dy,
) by K

dove N(x,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X €

_(_% _99 _ v 2y
Na(xvy) - < ax(xvy)a ay(x7y)7 1) - (\/2_:1:2 _2y27 \/2_:1:2 _2y27 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Quindi N(%, y) = NO—($, y) = <\/2_52_2y2’ \/2—22—23/2’ 1) .

Si ha che

rotF(o(z,y)) - N(x,y) = rotF (:L', Y, /8 — 2x2 — y2) : ( x 2y 1) =

V2 —22 =2y /2 — a2 — 22

V2 =12 =22 )2 — a2 — 2%

2
= (16x\/2—$2—2y2, 16y\/2 — 22 — 242, —16 (2—x2—2y2)> ( < Y 1) -

:32(x2+2y2—1).

Ne segue che

/ F-dP:/rotF-nda:/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dacdy:/ 32(x2+2y2—1) dz dy.
) by K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo
/ F-dP:32/ (22 +2y* — 1) dwdy =
% K

:32/ p(p2005219+2p28in219—1) dpd19:32/ p(pgsinzﬁ—l—pZ—l) dpdy =
K’ K’

1 /2 1
:32/ [p3sin219—|—p(p2—1)] dp dy = 32 [(/ p3d,o> (/ sin219d19>+7r/ p(pQ—l) dp] =
K'=[0,1]x[—7/2,7/2] 0 —m/2 0

1 111 /2 1 )1
=32 [pﬂ [(19 = sinﬂcosﬁ)} + [ (p* 1) } = —4m.
4 0 2 —7/2 4 0

La risposta corretta ¢ —4r.




Versione V3

n
Quiz 1. Sia (a,) una successione reale e per ogni n € N sia S, = E ar. Quale delle seguenti affermazioni &

k=0
corretta?

Se lim S,, = —5, allora lim a,, = 0.

Se lim S,, = —o0, allora lim a,, # 0.

o
Se lim a,, = 0, allora la serie E an converge.
n
n=0

@ Se lim a,, non esiste, allora lim S, non esiste.
n n

Nessuna delle altre affermazioni ¢ corretta.

SVOLGIMENTO

Per definizione se la successione delle sue somme parziali (S,,) della serie di a,, ha limite finito, allora la serie
di a, converge. Di conseguenza per la condizione necessaria risulta che lima,, = 0. La risposta corretta e .
n

3" —4)"

[e.e]
iz 2. L i i 1"
Quiz a serie numerica Z( ) T

n=1
diverge positivamente.
¢ indeterminata.
converge a S > 0.

@ diverge negativamente.

converge a S < 0.

SVOLGIMENTO

Si ha che
i( 1)n (37” — 4)” _ i (4 B 3in)n
1—57 5n—1 |
n=1 n=1
Quindi & una serie a termini negativi, e di conseguenza converge ad un numero reale minore o uguale a zero oppure
diverge negativamente.

(4 —3m)"
Consideriamo la serie Z (5”—1 che € a termini positivi.
n=1
Poiché
SeeG)
51 5 , N — +00
00 n o] 4 S_H)n
e la serie geometrica Z <5> converge, per il Criterio del confronto asintotico la serie (5”—1 converge,
n=1 n=1

evidentemente ad un numero 7' > 0 perché almeno un termine della serie € maggiore di zero. Ne segue che la serie
data converge ad un numero S = =7 < 0. La risposta corretta e .

I‘y4 2$2y3
\/1 +:U2y4’ \/1 + 2yt

2
parametrica 7 : [O, \/ﬂ — R? definita da y(t) = <t5 — V3t +t, tsin (t — \/§> + 3\/§t> vale

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F'(z,y) = <12ZL‘ + — 8y) lungo la curva



[A]s. [B]4. [¢]2. [D]o. [E]16.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che ¢ semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f2), si ha che

f

Oh ) = Adzy® + 223y7 B %
ay )y -

(g 0a

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

of xy
—(z,y) = filz,y) =122 + ———,
5 (& Y) = fi(z,y) o
of 222y3 B

@(xvy) = fa(w,y) = \/TT?/‘ Y.

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

4
f(:v,y):/ 12x—l—L dr = 62° + 1+ 22y* + c(y),
V14 22yt

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

O (pgy=e — 22 Lty = — 22 s s J) = -8y — e(y)= 4P+ keR
r,Yy)= c\y) = — oy c\y) = —3dy c\y) = —3Y ) .
Yy /1+ 22y? /1 + 22y?

Quindi un potenziale di F su R? &

fla,y) =622 +/1+a22y* — 4> +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

L/de:ﬂw%m—fwm»=ﬂ¢&m—ﬂam=&

La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano I' = {(z,y) € R?: (z—1)2432=16, y < 0} e F: R?\ {(0,0)} — R? il campo vettoriale della
forma F(x,y) = ¢(||(z,v)]) (x,y), dove ¢ : (0,400) — R & una funzione continua.

L’integrale di linea di F' lungo I', percorsa in verso antiorario a partire dal punto A(—3,0), & uguale a

5
—/3 to(t) dt.
5
/ to(t) dt.
3
5
(€)= [ ettya.

5
E]A@@ﬁ-
[E]o.

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' e radiale e continuo, quindi & conservativo. Ne segue che l'integrale di linea di F' lungo
I' e uguale a

AFMP—ﬂm—fM%



dove f & un potenziale di F' su R?\ {(0,0)} e A e B sono rispettivamente i punti inziali e finali della curva I'. Piu
precisamente A = (—3,0) e B = (5,0).

Un potenziale f di F' e f(x,y) = ®(||(z,y)]||), dove @ : (0,4+00) — R & una primitiva della funzione {t — tp(t)}.
Quindi preso ad esempio sg > 0 si ha che

O(s) = /S to(t) dt.
Quindi
/FF ~dP = f(B) = f(A) = f(5,0) = f(=3,0) = @([[(5,0)}) — @([[(=3,0)I}) =
=®(5) - P(3) = /5 to(t) dt — /3 to(t)dt = /5 to(t) dt.

50 S0 3

La risposta corretta e @ .

Metodo alternativo

Una parametrizzazione di I' a partire da A(—3,0) & v : [r,27] — R? definita da () = (1 + 4 cost,4sint).
Quindi
2
/F-dP: /F~dP: Fly(#) -+ (8) dt.
r Y

™

Essendo F(z,y) = o([[(z,y)]) (2,y) si ha che

F(y(8) -~/ () = oIy @O v(t) - 7' (2)-

Poiché

Iy = 1|(1 4+ 4cost,4sint)|| = \/(1 +4cost)2 + 16sin®t = /17 + Scost

si ha che
F(y(@)+'(t) = o(|v@®)]) v(#)+' (t) = o(V17 + 8cost) (1+4 cost,4sint)-(—4sint, 4cost) = —4sint p(+/17 + 8cost).

Ne segue che

2w
/F-dP:/ (—4sint) p(V17 + 8cost) dt =
T ™

posto u = /17 + 8cost, e quindi u? = 17 + 8cost, da cui uwdu = —4sintdt, si ottiene

= /35 up(u) du.

Quiz 5. SiaE:{(az,y,z)eRg: 2:8em2+y2—3, 2 4% < 4, :CSO}.

1

4log [(z + 3)}
8

do vale

L’integrale /
2 \/256 (22 4 y2) e2(=*+y?) 4 1
8.

32
37('.

16
3™

@ 4r.
167.

SVOLGIMENTO



La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 8e® T — 3, dove

K={(z,y) e R?: 2% +y* <4, z<0}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove ¢ : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (m,y, e +v? 3).

4log [;(z + 3)]

Posto f(z,y,2) = , per definizione

\/256 (22 4 y2) e2(@*+v?) -1

Alog [é(z + 3)]

/\/256 (22 + y?) e2(@*+y?) 41

do = /E fdo = /K F(o(e. )N (2, )l do dy,

do do
dove N(.iﬂ,y) = %(x,y) A Fy(x7y)

Si ha che
_Jdo oo B dg dg _ 22y 2 4y?
N(z,y) = 5-(z,y) A 8y(ac,y) = ( 5 T ); ay(x,y),l) = <16xe , 16y e+, 1)_
e quindi
[N (z,y)|| = \/256 (22 + 52) e2(@*+y?) 41,
Essendo

wa(7) ey

\/256 (22 4 y?) 2=+ +1 \/ 256 (22 + y2) e2@*+v%) 4 1

)

Fo,y) = 1 (29,864 —3) =

si ha che

/fda—/ (v +y) -\/256(:E2+y2) 62(x2+92)+1d:ndy:4/ (m2+y2) dx dy =
\/256 22 + y?) e2(@*+9?) 11 K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha

:4/ p®dpdd =
K/

dove K" =[0,2] x [Z, 3], e quindi si ottiene

La risposta corretta e .

1 1
Quiz 6. Sia f(z,y) =6+ 16z +y — g(m +1)5 — ?(y +2)7. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e due punti di sella.
La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.
La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.
@ La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

Nessuna delle altre affermazioni ¢ corretta.

SVOLGIMENTO



Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che

Taw=16-@+t Lay-1-@ros
Quindi
(x+1)t=16 r+1=+2
Vf(m,y) = (070) — — — (x,y) = (1a _1)a (L _3)a (_37 _1)7 (_3a _3)
(y+2)°=1 y+2==1

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 4 punti. Si ha che:

82
o) = 4+ 1),

0% f

87y2<x’ y) = —6(y +2)°,

Quindi

Hf(1,—1):<_§2 _06>, Hf(l,—s):<_§2 8), Hf(—3,—1):<302 _06>, Hf(—3,—3)=(302 g).

Ne segue che (—3,—3) ¢ un punto di minimo locale per f, (1,—1) ¢ un punto di massimo locale per f, mentre
(1,—3) e (—3,—1) sono due punti di sella per f. La risposta corretta e .

Domanda 7. SiaQ:{(x,y)ER2: —exr<y<el-—e—u, < —1}.

3e(x—62+e)

3 dx dy?

Quanto vale I'integrale /
Q Y

SVOLGIMENTO

L’insieme €2 & y-semplice. Infatti
—e:rgygeQ—e—x == x> —e

e quindi si ha che
Q:{(ac,y)ERQ: —e<g< -1, —exgygeQ—e—a:}.

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi y-semplici, si ha che

2

3 2 —1 e‘—e—x .2 -1 1 e"—e—x
/ e(x 26 +e)dxdy:3e/ (/ (z 62+6)dy> da::3e/ (m—e2—|—e)[—] dr —
Q Y —e —ex Yy —e Y] _ex

-1 1 1 —1 2
:—36/ (:c—e2+e)(2+>dx:—3e/ (W—1>da::
—e e —e—x ex e ex

- ~1 e-1 AU 1 -
:_36/ (_e _ ¢ > dx:3e(e—1)/ <+> dr = 3e(e — 1) [$+log|x|} =3 — 3e.
e e x e \e = e e

La risposta corretta ¢ 3 — 3e.

3 3
Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(z,y, z) = (sin (") — 5y22, 53;22 — e“®Y, e + 3) e la super-
ficie ¥ = {(:L‘,y,z) eR3: 222+ 24+ 22=8, 2 ZyZO}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a X
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse 27

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Posto ' = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha

che
/ F-dP—/rotF-nda,
% p)



dove per ogni (r,y,z) € R3

i j k
rotF(z,y,z) = a% 3% % = (—3zz, —3yz, 322).

. 2
sin (%) — 3y2?  Sx2? — ™Y e* +3

Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

= /8 — 222 — 2
z=4/8 =222 —y?

222 4+ 9% < 8
= x2+y2§4
z22Y
y > 0.
y=>0

Quindi la superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 1/8 — 222 — 32, dove

K={(z,y) eR*: 2?+y* <4, y>0}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(x,y) = <$, Y, /8 — 212 — y2>. Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo —/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
0% ) K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X €

g dg ) 2x Yy
N(T m? — b x? ’1 = ) ’]' .
N e Y (¢8_2x2_y2 N e

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

. . _ _ 2I y
Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = ( i i 1)-
Si ha che

2x Y
rotF(o(z,y)) - N(z,y :rotF<ﬂU,y, m) , , 1| =
(o(a,) - N(w.) e e

= (—3:1;\/8—21*2 —y2, —3y\/8 — 222 — y2, 3 (8 — 227 —y2)> : ( 2 , Y ,1) =

V8 —2x2 —y2 /8 — 222 — 42
:6(4—2$2—y2).

Ne segue che

/ F-dP:/rotF-nda:/ rotF(o(x,y)) - N(z,y) dmdy:/ 6 (4 —22* —y®) dazdy.
ox b K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo

/ F-dP:6/ (4—2:c2—y2) dx dy =
% K

—6/ p(4—2p2008219—p281n219) dpdﬁ—ﬁ/ p(4—p2—p2005219) dpdd =

/

2 2
:6/ [p(4—p2) —p3C08219] dpdd =6 |:<7T/ dp / p3dp) (/ cosQﬁdﬁ>] =
K'=[0,2]x[0,7] 0 0
1 o2]? 1477
=6|7|—~(4—p°)"| —|>p (19+Sln1900879
4 0 4 1o

La risposta corretta e 12m.




Versione V4

Quiz 1. SiaEz{(m,y,z)€R3: ,2':4—106”2”27 z? +y? < 3, ySO}.

1210g [110( _ z)]

400 (22 + y2) e2(@*+v?) 41

L’integrale / do vale

ﬂw 6v3 . 277. | D]12V/3x. 97.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =4 — 106“"32"’3’2, dove

K:{(x,y)eRQ: 2?4y <3, y <0}.
Quindi ¥ = 0(K), dove o : K — R3 ¢& la superficie parametrica o(x,y) = (z,v, g(z,y)) = (a:,y,4 — 106”32+y2).

121og [110 (4- z)}

\/400 (22 + y2) e2(@®+?) 41

Posto f(z,y,2) = , per definizione

121og [110 (4- z)}

/ \/400 22 4 92) e2(@*+y?) 41

do = /E fdo = /K F(o(e. ) IN (2, )| da dy,

Jo Oo
dove N = - .
ove N(z,y) 8$(x,y)Aay(x,y)
Si ha che
do do dg dg 2,2 2,2

N = — — = - 1) =(20ze® 1V, 20ye™ Y, 1).

(529) = 5o ) A ) = (=52, = G 1) = (20077, 20y, 1)
e quindi

IN(a,y)| = /400 (a2 + y2) €240 4 1.

Essendo

oo () gy

\/400 (22 + y2) e2(@®+v?) 41 \/400 (22 + y2) e2(@?+y?) 11

flo(z,y)) =f (m,y,4 — 106”32+3”2) =

si ha che

12
/fda—/ G +y) ~\/400(332+y2) 62(‘”2+92)+1d33dy:12/ (1:2—1-@/2) dx dy =
\/400 (22 + y2) e2(=®+y?) 41 K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha
=12 / p2dpdd =
K/

dove K’ = [0,/3] x [, 27], e quindi si ottiene

V3 1 Ve
= 127T/ pddp =121 [p4] = 277.
0 4 0

La risposta corretta e .



232 4
Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F'(z,y) = ( Y S 14y> lungo la

V16 + zty? v V16 + xty?

curva parametrica -y : [0, \/g] — R? definita da y(t) = (t sin (t — \f3> +t, 2 — V38 + \é§ t) vale

[Alo. [B]s. [C]24. [D|4. [E]12.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F = (f1, f2), si ha che

df1 227y + 6423y _0fr

@(xay) = W = 87(35&)-

Quindi F & conservativo su R%. Denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che
af 22312
- \T,y) = nr,y) = —F/—m
5 (& Y) = fi(z,y) ot iy
of zty

Lx,y) = fala,y) = —Z— — 14y,

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

232
f(mvy):/<\/m+20x> dx—\/lﬁ—i-T—i-lOa; + c(y),

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

+ 20z,

of 'y / 'y / 2
Lz, y) = ———x + ¢ =— 14 - ¢ =14 = cly)=-Ty"+k, keR.
oy BV = s ol W) = T g W (v) y () y

Quindi un potenziale di F su R? &

z,y) =16 + z4y2 + 1022 — 7y° + k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

/ F-dP = f(y(V3)) = f((0)) = f(V3,1) = £(0,0) = 24.
.
La risposta corretta e .

n (6_n — 5)71

iz 3. La seri i -1
Quiz a serie numerica Z( ) 3_an

n=1
converge a S < 0.

converge a S > 0.

diverge negativamente.
@ diverge positivamente.

¢ indeterminata.

SVOLGIMENTO
Si ha che

e O S e

n=1 n=1



Quindi & una serie a termini negativi, e di conseguenza converge ad un numero reale minore o uguale a zero oppure
diverge negativamente.

che € a termini positivi.

Consideriamo la serie Z (54_”6—3)
n=1

Poiché N
(5—-67") <5

n
i 3 4) , N — +00

— (5\" — (5—6"")"
e la serie geometrica Z <4> diverge, per il Criterio del confronto asintotico la serie Z 3 diverge

n=1 n=1

positivamente e quindi la serie data diverge negativamente. La risposta corretta e .

n

Quiz 4. Sia (a,) una successione reale e per ogni n € N sia S, = E ag. Quale delle seguenti affermazioni &

k=0
corretta?
Nessuna delle altre affermazioni e corretta.
Se lim S, non esiste, allora lim a,, non esiste.
n n
Se lim a,, non esiste, allora lim S;, non esiste.
n n
@ Se lim a,, = —6, allora lim S,, = —oo.
n n
o0
Se lim a,, = 0, allora la serie Z an converge.
n
n=0
SVOLGIMENTO
Se lim a,, = —6, allora la successione (a,,) € negativa da un certo ng € N in poi. Quindi la serie di a,, ¢ a termini
n

negativi e non verifica la condizione necessaria. Ne segue che la serie di a,, diverge negativamente e di conseguenza
lim S,, = —oo. La risposta corretta e @ .
n

1 1
Quiz 5. Sia f(z,y) =10+ z + 16y — ?(a; +2)7 - g(y +1)°. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

La funzione f ha un punto di massimo locale e non ha né punti di minimo locale né punti di sella.
E Nessuna delle altre affermazioni & corretta.

La funzione f ha un punto di minimo locale e non ha né punti di massimo locale né punti di sella.
@ La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e un punto di sella.

La funzione f ha un punto di massimo locale, un punto di minimo locale e due punti di sella.

SVOLGIMENTO

Si ha che dom (f) = R? e che f & di classe C? su dom (f). Pertanto i punti di massimo e di minimo locale di
f vanno cercati fra i punti stazionari.

Si ha che of o7
5@y =1-(z+2)°, @(w,y)=16*(9+1)4-
Quindi
(z+2)°%=1 r+2=+1
Vf(a:,y) = (070) <~ <~ <~ (Jj,y) = (_17 1)7 (_17 _3)7 (_37 1)7 (_3a _3)

(y+1)* =16 y+1=42



Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti 4 punti. Si ha che:

>f 5 2 f

0% f

GT(‘)y(x’y) =0.

(z,y) = —4(y +1)°,
Quindi

Hf(—1,1):<_06 _%2>, Hf(—1,—3):<_06 302>, Hf(—3,1):<g _%2>, Hf(—3,—3):<(6) 302).

Ne segue che (—3,—3) ¢ un punto di minimo locale per f, (—1,1) & un punto di massimo locale per f, mentre
(—=1,-3) e (—3,1) sono due punti di sella per f. La risposta corretta ¢ .

Quiz 6. Siano I' = {(z,y) € R?: (z+1)%4+42=25 y< 0} e F: R?\ {(0,0)} — R? il campo vettoriale della
forma F(x,y) = ¢(||(z,v)]) (x,y), dove ¢ : (0,400) — R & una funzione continua.

L’integrale di linea di F' lungo I', percorsa in verso orario a partire dal punto A(4,0), ¢ uguale a

6
(4] - / (1) dt.
6
/ (1) d.
4

6
—/4 to(t) dt.
[D]o.
6
/ to(t) dt.
4

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' e radiale e continuo, quindi & conservativo. Ne segue che l'integrale di linea di F' lungo
I' e uguale a

/FF -dP = £(B) - f(A),

dove f & un potenziale di F su R?\ {(0,0)} e A e B sono rispettivamente i punti inziali e finali della curva I'. Piu
precisamente A = (4,0) e B = (—6,0).

Un potenziale f di F' & f(x,y) = ®(||(z,y)]]), dove @ : (0, +00) — R & una primitiva della funzione {t — tp(t)}.
Quindi preso ad esempio sy > 0 si ha che

P(s) = /S to(t) dt.
Quindi
/FF ~dP = f(B) — f(A) = f(=6,0) — f(4,0) = ©([[(=6,0)]) — @(|[(4,0)])) =
6 4 6
_ (6) — d(4) = / Lo () di — / Lo () di = A Lo (1) dt.

S0 S0

La risposta corretta e .

Metodo alternativo

Una parametrizzazione di I' a partire da A(4,0) & 7 : [0, 7] — R? definita da y(t) = (=1 + 5cost, —5sint).
Quindi
2T
/F-dP: /F-dP: Fly(t)) -/ (t) dt.
r 2l

™

Essendo F(z,y) = ¢([[(2,y)|) (z,y) si ha che

F(y() - +'(t) = e(lly@&1) () -~ (1).



Poiché

7@ = ||(=1+ 5cost,—5sint)|| = \/(—1 +5cost)? + 25sin?t = /26 — 10 cos

si ha che
F(y(@) -~ () = o(|lv@®) ) v(t) - 7' (t) = (/26 — 10 cost) (=1 + 5cost, —Hsint) - (=5sint, —5cost) =
= 5sint¢(v/26 — 10 cost).

Ne segue che

s
/F -dP = / 5sint p(v26 — 10cost) dt =
r 0
posto u = /26 — 10 cost, e quindi u? = 26 — 10 cost, da cui uwdu = 5sintdt, si ottiene
6
= / up(u) du.
4

Domanda 7. Sia Q@ = {(z,y) e R*: —ey<z<e*—e—y, y<—1}.

4e(y—62+e)

Quanto vale I'integrale / 5

0 T

dx dy?

SVOLGIMENTO
L’insieme 2 & z-semplice. Infatti
—eyngeQ—e—y = y > —e

e quindi si ha che
Q:{(x,y)ERQ: —e<y< -1, —eygmgeQ—e—y}.

Applicando la formula di integrazione per gli insiemi x-semplici, si ha che

2 2

4e — 62 +e -1 e“—e—y _ 62 +e -1 11¢ v
/(y o ) dxdy:4e/ (/ 7@ = ) dx dy:4e/ (y —e® +e) [_az] dy =
Q —e —ey —e —ey

-1 —1 2
1 1 -
e [Cwero (g D =i [ (O ) -
—e e?—e—y ey e ey

-1

-1 -1
-1 -1 1 1 1
__46/ (_e _° ) dy—4e(e—1)/ <+> dy = 4e(e — 1) [y+log]y@ =4 —4e.
—e € y —e € y € —e

La risposta corretta ¢ 4 — 4e.

Domanda 8. Si considerino il campo vettoriale F(z,y,z) = (em” — 8yz?, 8xz% —sine?, log (26 + 2)) e la su-
perficie ¥ = {(z,y,2) € R¥: 2?2422 +22=2, 2>z> 0}.

Quanto vale la circuitazione di F' lungo il bordo di ¥ orientato positivamente rispetto al versore normale a X
che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z?7

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R®. Posto F' = (f1, fa, f3), per il Teorema di Stokes (o del rotore) si ha

che
/ F-dlD:/rotF-nda7
o% by

dove per ogni (z,y,z) € R3
j k
rotF(x,y, z) = d% d% % = (—163:2, —16yz, 1622) .

e®ST — 8yz? 8xz%2 —sine? log (26 + 2)



Dalle relazioni che definiscono ¥ deduciamo che

2=1/2— 2% — 22
z2=+/2—x%—2y>?

2?4+ 2y? <2
zZ>x

x> 0.
x>0

Quindi la superficie X & il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = /2 — 22 — 232, dove

K={(z,y) eR?: 22 +y* <1, z>0}.
Quindi ¥ = o(K), dove o(z,y) = (x, Y, /2 — a2 — 2y2). Ne segue che

/ F.dP = / rotF - ndo —/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
) ) K

dove N(z,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un
vettore normale a X ¢

g dg ) x 2y
NG’ z, = | 52\ sy T\ 3 1) = ) ) 1.
@) = (- 52~ (ﬁ_x?_%? S

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Quindi N(z,y) = Ny(z,y) = <¢2-§z_2y2’ gt 1)'

Si ha che

rotF(o(x,y)) - N(z,y) = rotF’ (:1:, Y, V2 —x%— 2y2) : ( x 2y 1) =

V2 =22 =2y 2 — a2 — 22

2
= (-1633\/2—952—23/2, —16y\/2 — 22 — 2y2, 16 (2—x2—2y2)) - ( * 4 1) =

V2 =22 =2y /2 — a2 — 22
=32(1-2"—2y%).

Ne segue che

/ FodP:/rotF-ndJ:/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dxdy:/ 32(1—x2—2y2) dz dy.
ox b K K

Passando in coordinate polari centrate nell’origine otteniamo
/ F-dP:32/ (1—:52—23,/2) dexdy =
ox K
= 32/ p (1 — p?cos? v — 2p28in219) dpdy = 32/ p (1 —p - p2sin219) dpdd =

:32/ [p (1—p2) —p3sin219] dpdd =
K'=[0,1]x[—m/2,7/2]
1 1 w/2
=32 <7r/ ,0(1—/)2) dp—/ ,03dp> (/ sin219d19>] =
0 0 —7/2

1 A /2
=32\ [— (1-p7) ] - [p‘l} [(19 — sin ) cos 19)} = 4m.
4 0 4 0 2 —7/2

La risposta corretta ¢ 4.




