Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 24 gennaio 2022 ore 17

Versione: V1

Quiz 1. Siano f : R? — R una funzione e (z9,%0) € R%. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Se f non & differenziabile in (zg,yo), allora f non & continua in (zo, yo).

of o
Se esistono 8_f e 8_f in ogni (z,y) € R? e non sono continue in (g, o), allora f non & differenziabile in (zg,yo)-
€T Y

3]
Se per ogni v € R? esiste a—f(aco, Yo), allora f & continua in (xo, yo).
v

@ Se esiste Vf(zg,y0), allora f & continua in (zo, yo).
Nessuna delle altre e corretta.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e .

Infatti, esistono funzioni continue in un punto che non sono differenziabili in quel punto: per esempio f(x,y) = |z| + |y|
in (xo,y0) = (0,0), e quindi ¢ errata.

Esistono anche funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che
in quel punto sono diferenzialibili: per esempio

(x2 + y2) sin #
o) = NeET

0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

in (zo,yo) = (0,0), e quindi & errata.

Inoltre, esistono funzioni che ammettono gradiente in un punto ma che non sono continue in quel punto, o che ammettono
la derivata in un punto rispetto a qualunque vettore ma che non sono continue in quel punto: per esempio

554?/2

flz,y) =4 (@ +y?)?
0 se (z,y) = (0,0)

in (zo,yo) = (0,0), e di conseguenza e @ sono errate.

se (z,y) # (0,0)

12¢e* 100 + 12¢eY ! 1
ungo la
1Tt ter—12 T T1(ertev—_12) 8

t
curva parametrica v : [0,7] — R? definita da v(t) = <t9 — T8 + - log V3, sin [(t—7) (e — e)]) vale

—log3 — .
log3 + .
m —log 3.
@ log3 — .
2log3 — .

Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = <2 +

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (fi, f2), si ha che

oh
dy

24"+ —1)  Of2

(z,y) = [1 T (em ey — 1)2]2 ~ or

(z,9).

Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su £, si ha che

of _ B 12e”

%(x,y) = fl(way) =2+ 1+ (ez +e¥ — 1)2’
of _ B 12¢eY
a_y(-rvy) = f2($ay) =10y + 1+ (ez +e¥ — 1)2'



Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

12€*
flzy) = / <2 * L+ (e® —i—eey - 1)2> dr = 2z + 12arctan (¢* + ¢¥ — 1) + c(y),

dove ¢(y) & una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of - 12¢7 '(y) = 10 12¢7 '(y) = 10 —52+k keR
oy Y T T e e WS aT Ty = W=l = =itk ke

Quindi un potenziale di F su Q &
f(z,y) = 2z + 5y® + 12arctan (e + ¥ — 1)+ k, kecR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

[ Fdp = 101 = £6(0)) = (108 V3.0) - (0,0) = log3+ .

La risposta corretta & .

Quiz 3. Sianoae(%,1),be(1,\/%)e§z={(x,y)ema2; %a@gyg\/ﬁ 0<z<a, ogygb}. L’area di Q vale
ab—%(a3+b3).
232 13
ab—|—3a 3a.
ab+%(a3+b3).
@ab—%(a3+b3).
E ab—i—1 a® +b%).
6

SVOLGIMENTO
Osserviamo che Q = A\ B, con B C A, dove

1 1
A:{(x,y)eRQ: §y2§x§a, Ogygb}, B:{(z,y)eRQ: O§y<§:z:2, OSxSa}.

Quindi m(Q2) = m(A) — m(B). Essendo A un insieme x-semplice e B un insieme y-semplice, si ha che

b [ ra b 1, 1,10 1,
m(A) = ; ) ldx | dy = ; a=zy dy = ay = Gy :ab—gb,
_y2 0

2

2

* @1 1 S|
1dy | dx = “2de = | 223 = 23,
y) : /02:17 ! [693}0 6a

2
&

Il
h
//
ﬁH



Ne segue che

La risposta corretta & @ .

Quiz 4. Siano F : R? — R? un campo vettoriale continuo e conservativo, I't = {(z,y) e R*: 2> +y* =1, y >0},
Dy ={(z,y) €eR?: da?+y?> =4, y>0},T3={(z,y) eR*: —1<a<1, y=a?—1}, 71,72, 73 tre curve parametriche
regolari che parametrizzano rispettivamente I'1, 2, I's inducendo su di esse un verso di percorrenza antiorario. Quale delle
seguenti uguaglianze e corretta?

/ F~dP:/ F~dP7/ F-dP,

71 72 73

/ F~dP:/ F~de/ F.dP.
71 3 2

/ F~dP:/ F~dP+/ F-dP.
Y1 2 3

@/IF-dP: (/SF-dP—/QF-dP).

1
F-dP:—(/ F-dP - F-dP).
71 2 72 73

N~

SVOLGIMENTO

Poiché F & conservativo su R?, denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

/ F-dP = f(—1,0) — f(1,0), / F-dP = f(—1,0) — f(1,0), / F-dP = f(1,0) — f(—1,0).

/F-dP:/F-dP, /F-dP:—/ F-dP.

71 V2 Y1 Y3

1 1

—(/F-dP—/F-dP):—( F-dP+/F-dP):/F-dP.
2 2 3 2 71 71 71

La risposta corretta ¢ .

Quindi

Ne segue che

n? —nd sin %) (56’” +el/n — 1)

(n+1)logn —nlog(n+1)

: : (4
Quiz 5. La serie numerica E

n=3
converge a 0.

converge ad un numero reale S > 0.
converge ad un numero reale S < 0.

@ diverge positivamente.

diverge negativamente.

SVOLGIMENTO

Utilizzando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni sinz ed e® si ha che

4 4 2 1 1 1
4n? — n3 sin = (56_"+61/"—1):n2 4—n ——S——l—o — 5e "+ (1+—4o0|— —-1| =
n n  3nd n3 n n
[ 32 1 1 1
2 —n _

essendo e™"™ = o ( 1) per n — oo si ottiene

— 24, (1) _l+ l —g+ l i — +
R n °\n)| "3 " %\& 6n’ " >




Inoltre

n+1 n
(n+1)logn —nlog (n+ 1) = logn™ ™! —log (n + 1)" zlog(nn_i_il)n =log {n <n7—il-1) } =

logn + 1 <—n >n logn + log ——— — ] 1 <1+1>n 1 -+
=logn + lo =logn +lo — = logn — lo, - ~ logn, n 0.
g g ntl g g (1 n %) g g n g
Quindi
(4n2 —n3 sin é) (56_" +el/n — 1) 32
n ~ , n — +o0.
(n+1)logn —nlog(n+1) 3nlogn

=1

Quindi la serie data & a termini positivi. Per il Criterio di Maclaurin la serie Z ] diverge. Per il Criterio del confronto
nlogn
n=3

asintotico la serie data diverge positivamente. La risposta corretta e @ .

Quiz 6. Siano f(z,y) = 2 + 122 — y° — 8y, P(1,-1), Q(1,-2), S(1,1). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
I punti P, @, S sono di sella per f.

I punti P, @ sono di massimo locale per f.

Il punto S e di massimo locale per f.

@ Nessuna delle altre & corretta.

I punti P, @ sono di minimo locale per f.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R%. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, o critici, ovvero i punti

(z,y) € R? tali che Vf(x,y) = (0,0).

Si ha che 9
(z,y) = 112'° + 12, —f(:r, y) = —5y* — 8.
dy
Poiché V f(x,y) # (0,0) per ogni (z,y) € R?, si ha che f non ha punti stazionari in R? e di conseguenza non ha né punti di
estremo né punti di sella.

of
ox

La risposta corretta e @ .

Quiz 7. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale

)3/2 92+ (1:2+y2+z2)3/2 24 (x2+y2+z2)3/2
(1:2+y2+22)3/2 (1:2+y2+z2)3/2

24 (xQ +y? + 22
($2+y2+z2)3/2

F(J:,y,z) = (

dal bordo di @ = {(z,y,2) € R®: 2? +y® + 22 < R?} vale
dr (R® +2).
Am (R® +1).
AmRP.
[D] 27R®.
0.

SVOLGIMENTO
Si ha che

24 (@492 1) 24 (@442 24 (12 4yt )

F(z,y,z) =
< ($2+y2+z2)3/2 ($2+y2+22)3/2 (1:2+y2+22)3/2

2
( (22 + 92+ z2)3/2 (22 + 92+ z2)3/2 (2 + 92 + 22)3/2 )
2
- ($2+y2+22)3/2 +1| (z,y,2).




Osserviamo che dom (F) = R3\ {(0,0,0)} e quindi Q € dom (F) mentre 9Q C dom (F).

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro I'origine e raggio R nello spazio R3. Una parametrizzazione di 0 &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(9,¢) = (Rsindcosp, Rsindsing, Rcos?).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 2], si ha che

/ F-ndoz/ F(o(¥,¢)) - N9, ) dddep,
r9) K

dove N ¢ un vettore normale a 92 uscente da ). Un vettore normale a 0f2 &

i j K
N, (0, ) = %(19,90)/\2—0(19, @) =| Rcostcosyp Rcossing —Rsind|= (R*sin®dcosy, R*sin® ¥singp, R?sind cosv).
12
—Rsinvsing Rsindcosy 0
Osserviamo che questo vettore & uscente da 2. Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che
o(Wo,0) = o(n/2,7/2) = (0, R,0), N, (90, 00) = No(n/2,7/2) = (0, R?,0).

Disegnando la sfera Q e applicando il vettore N, (%9, ¢o) nel punto o(dg, ¢o) si osserva che questo vettore punta verso I’esterno
di 2. Quindi prendiamo N (¢, ¢) = N, (¢, ©).

Si ha che
F(o(¥,¢))  N(¥,¢) = F(Rsind cosp, Rsindsing, Rcosd) - (R?sin® 9 cosp, R?sin® ¥sing, R?sind cos ) =
= [— + 1] (Rsinﬂcos v, Rsinvsing, Rcos 19) . (R2 sin? 9 cos ¢, R?sin® ¥sin p, R?sin® cos 19) =
— |2 11| R¥sing = (R34 2) sin®
= |53 ind = ind.
Ne segue che

/ F-nda:/F(a(ﬂ,go))-N(ﬂ,go)dﬁdgo:/ (R® +2)sinddd dp =
a0 K K

essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene .
=27 (R® +2) / sind di = 4 (R® +2) .
0

La risposta corretta e .

Quiz 8. Sia Q) = {(Jj,y,z)eR?’: 2?2+ 22 —2<y< Va2 + 22, $2+22§9}.

L’integrale / (790 +3y+9z + 8,73,2) dedydz vale

Q
8.
2.

SVOLGIMENTO

Osserviamo che U'insieme ) & simmetrico sia rispetto al piano xy che rispetto al piano yz. Infatti, se (x,y, z) € Q, allora
anche (z,y,—2) € Qe (—x,y, z) € Q. Poiché la funzione f(z,y,z) = 7Tx + 9z + 8xz & dispari sia rispetto alla variabile = che
rispetto alla variabile z, il suo integrale su €2 & zero. Ne segue che

/(7x+3y+9z+8xz)dacdydz:/Sydacdydz:
Q Q

passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con ’asse y si ottiene

~ [ supdpdiay
S/



dove Q' = {(p, D,y) ER3: p?—2<y<p 0<p<2 0<9< 27r}. Integrando prima per fili parallelli all’asse ¥ si ottiene

2 p 2 1 p
/(7x+3y+92+8xz)dxdydz:/ 3ypdpd19dyz67r/ p</ ydy> dp:67r/ p{—yﬂ dp =
Q o% 0 p2—2 0 27 1o s

:377/02;)[,)2—(,)2—2)2} dp:37r/02 [p3—p(p2—2)2} dp=37r[ip4—é(p2—2)3]0247r.

La risposta corretta & .




Versione V2

12¢€” 9. 12 €Y ! 1
ungo la
1+ (e +e¥ —1)2’ 1+ (e® +e¥—1)2 &

t
curva parametrica v : [0,7] — R? definita da v(¢) = (sin [(t=T7) (e —e)], t?—7t° + = log \/§) vale

m — log 3.
—log3 —m.
2log3 — .
@ log 3 + .
log3 — 7.

Quiz 1. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (103@ +

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (fi, f2), si ha che

on

_ AUemY(e" eV —1)  0fa
o) = o

L+ (em+ev—1)2° O

(z,9).

Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su £, si ha che

af B B 12 ¢e”
%(x,y) = fl(l',y) =10z + 1+ (ez + ey — 1)27
of _ B 12¢€Y

a_y(-rvy) = f2($ay) =2+ 1+ (eerey _ 1)2'

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

127
f@y) = / (10:5 T (e +eey = 1)2) dv =527 + 12arctan (¢” + ¢ — 1) + c(y),

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of 12eY . 12¢¥ .
_ —9 — -2 — =2 +k keR.
ay(ﬂc,y) T +(y) =2+ P E— d(y) cly)=2y+k, ke

Quindi un potenziale di F' su () e
f(z,y) = 52 + 2y + 12arctan (e + ¥ — 1)+ &k, kecR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che
[ FdP = 1) - F(0) = £(0.10gVE) - £(0,0) = log3 + 7.
~

La risposta corretta & @ .

Quiz 2. Sianan(l,Q),be(Q,Q\/E)eQ:{(m,y)€R2: iy2§x§2\/§, 0<z<a, OSySb}. L’area di Q) vale
1
ab+—(a3+b3).
6
ab711—2(a3+b3).
1
ab+ﬁ(a3+b3).
[D] ab— ¢ (a* + 7).
4213
ab+3a 6@.

SVOLGIMENTO



Quindi m(Q2) = m(A) — m(B). Essendo A un insieme z-semplice e B un insieme y-semplice, si ha che

m(A)—/b /a 1dx dy—/b(a—ly2>dy—[ay—iy?’r—ab—ib?’

0 Ly2 0 4 12 0 ].2 ’
(T g [l L
m(B)—/O (/0 1dy>d:z:—/0 hd d:z:—[mxh—wa.

Ne segue che

La risposta corretta & .

Quiz 3. Siano f : R? — R una funzione e (z9,%) € R%. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

af o af o
Se f & differenziabile in (z¢, yo) ed esistono of e of in ogni (z,y) €R?, allora of e o1 sono continue in (zg, yo)-
Jdxr 0Oy Jdr Oy

0
Se f ¢ differenziabile in (g, o), allora per ogni v € R? esiste a—f in ogni (r,y) € R? ed & continua in (zq, yo)-
v
Se f non ¢ differenziabile in (xg,yo), allora non esiste V f(xo, o).

@ Nessuna delle altre e corretta.
Se esiste V f(zo,yo), allora f & continua in (zg, yo)-

SVOLGIMENTO
La risposta corretta e El .
Infatti, esistono funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che

in quel punto sono diferenzialibili: per esempio

(902 + y2) sin #
flay) = Va2 +y?

0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

in (xo,y0) = (0,0), e quindi ¢ errata.

Inoltre esistono funzioni che sono differenziabili in un punto ma che non ammettono derivate in altri punti rispetto a
qualunque vettore, oppure la cui derivata rispetto a quel vettore non & continua in quel punto: per esempio f(z,y) = |z| + |y
& differenziabile in (zg,yo) = (1,1) ma non ammette le derivate parziali in (0,0), oppure la funzione precedentemente citata

& differenziabile in (g, yo) = (0,0) ma non ha le derivate parziali continue in questo punto, e quindi ¢ errata.



Infine esistono funzioni che non sono differenziabili in un punto ma che in quel punto ammettono gradiente: per esempio

4,2

flay) = @2#2)2 se (a,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

in (zg,y0) = (0,0). Inoltre, questa funzione non & continua in (0,0), e quindi esistono funzioni che ammettono gradiente in
un punto ma che non sono continue in quel punto, e quindi ed sono errate.

Quiz 4. Sia Q = {(z,y,z) ER: 2422 6<a<\yPt22, 24t < 16}.
L'integrale /Q (42 + 5y + 62 + 8yz) drdydz  vale

—637.

~1627.

2

[D] 81

L

SVOLGIMENTO

Osserviamo che U'insieme ) & simmetrico sia rispetto al piano xy che rispetto al piano xz. Infatti, se (x,y, z) € Q, allora
anche (z,y,—z) € Q e (x,—y,z) € Q. Poiché la funzione f(x,y,z) = 5y + 6z + 8yz & dispari sia rispetto alla variabile y che
rispetto alla variabile z, il suo integrale su €2 & zero. Ne segue che

/ (4z+ o5y + 62+8yz) drdydz = / drdrxdydz =
Q Q
passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con I'asse x si ottiene
= / dxpdp di dx,
S /

dove Y = {(p7 9,2) ERP: p>—6<a<p 0<p<3, 0<9< 271'}. Integrando prima per fili parallelli all’asse 9 si ottiene

3 p 3 1 p
/ (4x+5y+62+8yz)dzdydz:/ 4zpdpd19d:c:87r/ p</ xd:c) dp:87r/ p[—zQ] dp =
Q Q 0 p2—6 0 2l

3 1 1 K
:4W/p[p2—(p2—6)2} dp:4ﬂ'/ e
0 0

3
{pg—p(pQ—G)Q} dp = 47 [—p —( 2—6)3} = —81m.
La risposta corretta & @ .

4" 7% 0

n* sin% — 2n3) (el/" —1- 76_")

(n+1)log® (n+ 1) — nlogn

Z‘” (
Quiz 5. La serie numerica

n=3

converge ad un numero reale S < 0.

converge a 0.
diverge negativamente.

@ diverge positivamente.

converge ad un numero reale S > 0.

SVOLGIMENTO

Utilizzando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni sinz ed e® si ha che

(ran =) (2 re) = o Gogaeo () 2 (oo (B) o] =



RO OB

essendo e™" = o (%) per n — +oo si ottiene

n

— | “Zntom)| [~ +o(2)| =—2+0)~ -2, no+
=|—gn+to(n)| |~ +o =-3to x n 00.
Inoltre, essendo logn = o (log2 (n+ 1)) per n — +00, si ha che
(n+1)log* (n+1) —nlogn = (n+1)log” (n+ 1) + o ((n + 1)log” (n + 1)) ~ (n + 1)log* (n + 1), n — +o0.
Quindi
(n4 sin% - 2n3) (el/" —-1- 76_") 4
~ — n — +00.

(n+1)log? (n+1) —nlogn 3(n+1)log*(n+ 1)

i ( (n* sin% — 2n3) (el/" —1- 7@‘”))

Quindi la serie data € a termini negativi. Considerando la serie dei termini opposti Z 5
(n+1)log” (n+1) —nlogn

n=3
che € a termini positivi, si ha che

(n* sin 2 — 2n?) (e!/m —1—7e ") 4
— 3 ~ 5 , n — +00.
(n+1)log” (n+1) —nlogn 3(n+1)log"(n+1)
1
Consideriamo la funzione f(z) = definita su [3, +00). Questa funzione ¢ positiva e decrescente. Valutiamo

(z 4+ 1)log” (z + 1)
la convergenza dell’integrale improprio

+oo +oo 1
/3 f(x) d:E:/3 (x+1)10g2 ) dx.

_ . _ 1 .
Posto ¢ = log (z + 1), da cul dt = 15 dx, si ha che

+o0 1 c 1 log (c+1) 1 +o0 1
/ 5 dr = lim / 5 dr = lim — dt = / — dt
s @Dl et )y Gl @aD) ¢ et fogs BYT figa 1

- 4
che converge. Quindi, per il Criterio di Maclaurin la serie converge. Ne segue che per il Criterio del
T;) 3(n +1)log® (n +1)

confronto asintotico la serie Z n 5
—= (n+1)log®(n+1) —nlogn

la serie data converge ad un numero reale S < 0. La risposta corretta e .

> (n* sin 2 — 2n3) (e¥/m — 1 —Te™") )
— converge ad un numero reale S > 0 e di conseguenza

Quiz 6. Siano F : R? — R? un campo vettoriale continuo e conservativo, I'; = {(J:,y) ER?: 224 ¢42=1, z> 0},
Dy ={(z,y) eR?: 22 +4y> =4, >0}, 3= {(z,y) eR*: —-1<y<1, z=y>—1}, 71,72, 73 tre curve parametriche
regolari che parametrizzano rispettivamente I'1,I'2, I's inducendo su di esse un verso di percorrenza antiorario. Quale delle
seguenti uguaglianze e corretta?

/ F-dP:/ F-dP—/ F-dP.
2 73 71
/ F-dP:/ F-dP—/ F.dP.
72 71 3
F-dP:l(/ F-dP—/ F-dP).
2 71 73

@/F-dpz F-dP+ | F-dP.

V2 71 3

/ F-dP1</ F~dP7/ F~dP).
72 2 3 71

SVOLGIMENTO

Poiché F & conservativo su R?, denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

/ F-dP = f(0,1) — f(0,—1), / F-dP = f(0,1) — f(0,—1), / F-dP = f(0,—1) — f(0,1).



Quindi

/F-dP:/F-dP, /F-dP:—/ F-dP.

71 V2 V2 3

(/F~dP/F~dP) (/ F-dP+/F~dP)/F~dP.
71 3 V2 V2 V2

Ne segue che

N |
N | =

La risposta corretta e .

Quiz 7. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale

9 _ (Jc2+y2+z2)3/2 9 _ (x2+y2+z2)3/2
(Jc2+y2+22)3/2 (Jc2+y2+z2)3/2

2— (2% 4 y? +22)3/2

($2+y2+z2)3/2

F(Jc,y,z) = (

dal bordo di @ = {(z,y,2) € R®: 2? +y® + 22 < R?} vale
4r (1 - R%).
0.
—4mR?,
[D] —2rnR®.
4r (2 - R%).

SVOLGIMENTO
Si ha che
F(z,y,2z) = 2- (z2+y2+22)3/2 2 - ($2+92+22)3/2 2- (z2+y2+22)3/2 _
> (22 4+ y2 + 22)3/2 ’ (22 + 2 + 22)3/2 (22 4+ 92 + 22)3/2

2

2
(22 + 2+ 22)" 1] :

@2yt 1] ’

2
(22 + 92 + 222 1] Z) -

2
3/2 - 1] (x,y,z).

(@ +y7 +27)

Osserviamo che dom (F) = R3\ {(0,0,0)} e quindi Q € dom (F) mentre 9Q C dom (F).

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro lorigine e raggio R nello spazio R3. Una parametrizzazione di 0§ &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(9,¢) = (Rsindcosp, Rsindsing, Rcosd).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 27], si ha che

/ F~nd0:/ F(o(9,¢)) - N9, p)dddp,
o0 K

dove N & un vettore normale a 02 uscente da €). Un vettore normale a 0f) ¢

i j k
N, (9, ) = %(19, @)Ag—o (9,¢) = | Rcosdcosyp Rcosdsing —Rsind|= (R? sin? 9 cos ¢, R?sin? 9 sin o, R? sin® cos ).
14
—Rsindsing Rsintcosp 0
Osserviamo che questo vettore & uscente da 2. Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che
0—(1905 500) = O'(7T/2,7T/2) = (05 Rv O)a Na'(ﬁ()a 500) = NU(W/Q,TF/Q) - (05 RQ, 0)

Disegnando la sfera Q e applicando il vettore N, (%9, ¢o) nel punto o(dg, ¢o) si osserva che questo vettore punta verso I’esterno
di 2. Quindi prendiamo N (¢, ¢) = N, (¢, ¢).

Si ha che

F(o(¥,¢)) - N(¥,¢) = F(Rsind cosp, Rsindsing, Rcosd) - (R*sin® 9 cosy, R?sin® Ising, R?sind cos V) =

2
= [ﬁ — 1] (Rsinﬂcos v, Rsinvsing, Rcos 19) . (R2 sin? 9 cos ¢, R? sin® ¥'sin p, R sin® cos 19) =



2
_ [ﬁ _ 1} R3sind = (2 - Rg)sinﬂ.

Ne segue che

/ F-nda:/F(a(ﬂ,go))-N(ﬂ,go)dﬁdgo:/ (Q—R?’)sinﬂdﬂdgo:
a0 K K

essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene

=27 (2733)/ sinddy = 4 (2 — R?).
0

La risposta corretta e .

Quiz 8. Siano f(z,y) = y'3 + 14y —2° — 102, P(-1,1), Q(—2,1), S(—1,—1). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

I punti P, @ sono di massimo locale per f.
Nessuna delle altre e corretta.
I punti P, @ sono di minimo locale per f.

@ Il punto S & di massimo locale per f.

I punti P, @, S sono di sella per f.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R%. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, o critici, ovvero i punti

(z,y) € R? tali che Vf(x,y) = (0,0).

Si ha che

of 4 of "
- _ -1 - =1 + 14.
g (z,y) 5z 0, 3y (z,y) =13y

Poiché V f(x,y) # (0,0) per ogni (z,y) € R?, si ha che f non ha punti stazionari in R? e di conseguenza non ha né punti di
estremo né punti di sella.

La risposta corretta e .




Versione V3

Quiz 1. Siano F : R? — R? un campo vettoriale continuo e conservativo, I't = {(z,y) € R?: 2% +y* =4, y >0},
Dy = {(z,y) €R?: 922 +4y* =36, y >0}, T3 = {(z,y) eR?*: —2< 2 <2, y=a?—4}, y1,72,73 tre curve parametri-
che regolari che parametrizzano rispettivamente I'y,I's, I's inducendo su di esse un verso di percorrenza orario. Quale delle
seguenti uguaglianze e corretta?

/ F-dP:%(/ F-dP—/ F-dP).
71 3 2
/F-dP:%(/ F-dP—/ F-dP).
3
./ F-dP

-,
@/F / -dP— | F-dP.

V2

/ F-dP:/ F-dP—/ F-dP.
71 72 73

F. dP+/ F-dP.

SVOLGIMENTO

Poiché F & conservativo su R?, denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

/ F-dP = f(2,0) — f(—2,0), / F-dP = f(2,0) — f(—2,0), / F-dP = f(=2,0) — f(2,0).

/F~dP:/F~dP, /F-dP:—/ F-dP.
71 72 Y1 3
1
(/F~dP/F~dP)—</ F~dP+/F~dP>/F-dP.
Y2 V3 2 71 71 71

Quindi

Ne segue che

N | =

La risposta corretta e .

3n —n3gin3 ) (46’” +1-— 1/”)
nlog(n —1) — (n—1)logn

Quiz 2. La serie numerica E

converge ad un numero reale S < 0.

converge a 0.
diverge negativamente.

@ diverge positivamente.
converge ad un numero reale S > 0.

SVOLGIMENTO

Utilizzando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni sinx ed e si ha che

(3n2—n3 sin%) (4e‘"+1—e1/") =n? [3—71(% —%Jro(%)ﬂ {4e—"+1— (1+%+o(%)ﬂ =
RGROIGERO]

essendo e™" = o (%) per n — +oo si ottiene
_ |2 +0(1) ! + ! S + ! ) -+
|2 ¢ n © n  2n © n o2n’ " o

— 1" —-1\"
nlog(n—l)—(n—1)1ogn:10g(n—1)"—logn"_1zlogu:log [n (n ) } =
nn- n

Inoltre

—-1\" \"
zlogn—i—log(n—) zlogn+1og(1——) ~ logn, n — +00.
n n



Quindi
(3n2 —n3 sin %) (46_" +1-— el/”) 9

n — +00.

> ( (3n? —n3 sin %) (46_” +1-— e””))

nlog(n—1)— (n—1)logn ~ T onlogn’

Quindi la serie data ¢ a termini negativi. Considerando la serie dei termini opposti Z
— nlog(n—1) — (n—1)logn
che € a termini positivi, si ha che

(3n? —n3sin2) (4e " +1— el/") 9

n

n — +oo.

nlog(n—1)—(n—1)logn ~ 2nlogn’

o0
Per il Criterio di Maclaurin la serie Z diverge positivamente. Quindi per il Criterio del confronto asintotico la serie
n=4

nlogn

>

— nlog(n—1)— (n—1)logn

risposta corretta e .

> (3n? —n3sind) (de 4+ 1—el/m)\ . ] ] ] )
— o diverge positivamente e di conseguenza la serie data diverge negativamente. La

Quiz 3. Siano f: R? — R una funzione e (z9,%0) € R%. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Nessuna delle altre e corretta.

Se f non e differenziabile in (xg,yo), allora f non & continua in (xg,yo)-

Se f non & continua in (zo,yo), allora non esiste V f(xo, yo).

of o
@ Se esistono 2 e 2 in ogni (z,y) € R? e non sono continue in (xg, o), allora f non & differenziabile in (zq, yo).

dr Oy
. 9 .., Of . . .
Se per ogni v € R esiste 6—(x0, Yo), allora f & continua in (zo, yo).
v

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e .

Infatti, esistono funzioni continue in un punto che non sono differenziabili in quel punto: per esempio f(x,y) = |z| + |y|
in (xo,y0) = (0,0), e quindi ¢ errata.

Inoltre, esistono funzioni che non sono continue in un punto ma che ammettono gradiente in quel punto: per esempio

4,2

flay) = @iiyw se (a,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

in (xo,y0) = (0,0), e quindi ¢ errata.

Esistono anche funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che
in quel punto sono diferenzialibili: per esempio

(z® +y?) sin L se (z,y) # (0,0)

flz,y) = Var? +y?

0 se (z,y) = (0,0)

in (xo,y0) = (0,0), e quindi @ ¢ errata.

Infine, esistono funzioni che ammettono la derivata in un punto rispetto a qualunque vettore ma che non sono continue

in quel punto: per esempio
4,2

flay) = @iiyw se (a,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

in (zo,yo) = (0,0), e quindi & errata.

Quiz 4. Siano f(z,y) = 2° + 100 — y® — 9y, P(-1,1), Q(—1,2), S(1,1). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Nessuna delle altre e corretta.

I punti P, @ sono di minimo locale per f.

I punti P, @, .S sono di sella per f.



@ I punti P, @ sono di massimo locale per f.
Il punto S e di massimo locale per f.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R%. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, o critici, ovvero i punti

(z,y) € R? tali che Vf(x,y) = (0,0).

Si ha che

of — 0,8 of a2
6x($’y)79$ + 10, ay(x,y)f 3y” — 9.

Poiché V f(x,y) # (0,0) per ogni (z,y) € R?, si ha che f non ha punti stazionari in R? e di conseguenza non ha né punti di
estremo né punti di sella.

La risposta corretta e .

Quiz 5. Sia Q = {(z,y,z) ERY: —Va2422<y<2—a?—2% 224+2%2< 9}.
L’integrale / (930 +3y+ 72+ 6,73,2) dedydz vale

Q
—8.
—4r.
—2r.

SVOLGIMENTO

Osserviamo che U'insieme ) & simmetrico sia rispetto al piano xy che rispetto al piano yz. Infatti, se (x,y, z) € Q, allora
anche (z,y,—z) € Qe (—z,y, z) € Q. Poiché la funzione f(z,y,z) = 9z + 7z + 62z & dispari sia rispetto alla variabile x che
rispetto alla variabile z, il suo integrale su €2 & zero. Ne segue che

/ (93@ +3y+ 7z +6acz) dedydz = / Sydrdydz =
Q Q
passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con 'asse y si ottiene

~ [ supdpdiay
S/

dove Q' = {(p,ﬂ,y) ER?: —p<y<2—p? 0<p<2, 0<VI< 27r}. Integrando prima per fili parallelli all’asse ¥ si

ottiene
2 2—p? 2 rq 12
/(9z+3y+7z+6zz)dzdydz:/ 3ypdpd19dy:67r/ p</ ydy) dp:67r/ p[§y2] dp =
Q o4 0 —p 0

—p
2 2
:37r/ p[(27p2) pr] dp:37T/
0 0
La risposta corretta & .

? 2 1 5 1,]°
(2= )" = p*] dp=3r {6(2/)2) Zp4] = —4r.

Quiz 6. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale

<6+($2+y2+22)3/2 6@yt ) G Pyt 422 )

F(z,y,z) =
(z2+y2+22)3/2 ($2+y2+22)3/2 (x2+y2+22)3/2

dal bordo di @ = {(z,y,2) € R®: 2® +1y> + 2> < R*} ~vale
4m (R® +6).
2R3
ATR?.



[D] 4r (R + 3).
0.

SVOLGIMENTO

Si ha che
6+ (2% + y? +22)3/2

($2+y2+z2)3/2

64 (2 +12+22)"" 64 (@2 +y2+22)"7 ) B

F(z,y,z) =
( ($2+y2+22)3/2 (m2+y2+22)3/2

6 6 .
( (22 + 92 + 22)3/2 (22 + 92 + 22)3/2 (22 + 42 + 22)3/2 )
6
- ($2+y2+22)3/2 + 1| (z,y,2).

Osserviamo che dom (F) = R3\ {(0,0,0)} e quindi Q € dom (F) mentre 9Q C dom (F).

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro l'origine e raggio R nello spazio R3. Una parametrizzazione di 0§ &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(9,¢) = (Rsindcosp, Rsindsing, Rcos?).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 27], si ha che

/ F~nd0:/F(U(ﬁ,cp))~N(19,g0)d19d<p,
o0 K

dove N ¢ un vettore normale a 92 uscente da ). Un vettore normale a 0f) &

i j K
0 0
Ny (9, ) = a—g(ﬂ,@)/\a—a(ﬂ, ¢) =| Rcostcosp Rcost¥sing —Rsind|= (R2 sin® ¥ cos ¢, R%sin? ¥sin , R? sin v cos ).
¥
—Rsindsing Rsintcosp 0
Osserviamo che questo vettore & uscente da . Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che
o(Wo,0) = o(n/2,7/2) = (0, R,0), N, (90, 00) = No(n/2,7/2) = (0, R?,0).

Disegnando la sfera €2 e applicando il vettore N, (g, o) nel punto o(do, po) si osserva che questo vettore punta verso I’esterno
di Q. Quindi prendiamo N (9, ¢) = N, (9, ¢).

Si ha che

F(o(¥,¢))  N(¥,¢) = F(Rsind cosp, Rsindsing, Rcosd) - (R*sin® 9 cosp, R?sin® ¥sing, R?sind cos ) =

= [% + 1] (Rsinﬂcos v, Rsinvsing, Rcos 19) . (R2 sin? 9 cos ¢, R? sin® ¥'sin o, R?sin® cos 19) =
6 3 . 3 .
= ﬁ—l—l R’sind = (R° + 6) sind.

Ne segue che
/ F-ndo= / F(o(¥,¢)) - N0, ¢)dddp = / (R3 +6) sind did dp =
a0 K K

essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene -
=27 (R3 +6) / sind dv = 4w (R3 + 6) .
0

La risposta corretta & .

1
Quiz 7. Siano b € (3,1), a € (1,\/%) e Q)= {(:c,y) cR?: §x2 <y<V2x, 0<z<b, Ogyga}. L’area di Q vale

ab + §b3/2 - %b?’.
ab + % (a3+b3).
ab — % (a® +%).



[D] ab—i—%(a?’—i-b?’).
ab—é(a3+b3).

SVOLGIMENTO

Osserviamo che Q = A\ B, con B C A, dove

Quindi m(Q2) = m(A) — m(B). Essendo A un insieme x-semplice e B un insieme y-semplice, si ha che

a b a 1 1 a 1
m(A4) = /0 (/1 1d$> dy = /0 (b - §y2> dy = {by - 6y3] = ab— za’,
,yz 0

2

Ne segue che

La risposta corretta & .

36 ¢ L 36 ¢¥
T+ te—1)2 7T T1 (e +ev—1)2

t
curva parametrica v : [0, 5] — R? definita da y(t) = <t9 — 5% + £ log V3, sin [(t—5) (e — e)]) vale

log 3 — 37.
2log 3 + 3.
37 — 2log 3.
[D] 210g3 — 3.
—2log3 — 3.

Quiz 8. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = <4—|— ) lungo la

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (fi, f2), si ha che

on

o 2eY(e" +e¥ —1)  Ofs

L+ (em+ev —1)2° O

(z,y).



Quindi F & conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su £, si ha che

af B B 36 e”
%(x,y) - fl(zay) =4+ 1+ (em + ey — 1)2’
of B B 36 eY
6_y($7y) = fQ(zay) = ldy + 1+ (em + ey — 1)2'

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

flz,y) = / <4 + T (eng_eey — 1)2> dx = 4x + 36 arctan (e® + ¥ — 1) + ¢(y),

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of 36 eV . 36 eV . )
=L - =14 =14 - k
ay(ﬂc,y) I E— +(y) vt 1o 17 = d(y) y = cly) =Ty +k,

Quindi un potenziale di F su 2 e
f(z,y) = 4z + Ty? + 36arctan (e +e¥ — 1)+ &k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

/F-dP = f(7(5)) — f(7(0)) = f(log V3,0) — f(0,0) = 2log3 + 3.

La risposta corretta e .

keR.




Versione V4
Quiz 1. Siano b € (1,2), a € (2,2\/5) e )= {(x,y) e R?: igf <z<2yy, 0<z<bh, 0<y< a}. L’area di Q vale

ab + gab?’/Z - éb?’.
ab — % (a® +b%).
ab — é (a® +b%).
[D] ab+%(a3+b3).
ab+1—12 (a® +b%).

SVOLGIMENTO

Osserviamo che Q = A\ B, con B C A, dove

Quindi m(Q2) = m(A) — m(B). Essendo A un insieme x-semplice e B un insieme y-semplice, si ha che

a b a 1 1 a 1
A = 1 e b__ 2 — o 3 — o 3
m(A) /0 (/iyz dx) dy /0 < 1Y ) dy [by 2V ]0 ab 2%

4

Ne segue che

La risposta corretta e .

Quiz 2. Sia Q = {(ac,y,z) ERY: — V12 +22<ax<6-9y%—2% y*+22< 16}.

L’integrale/ (4z + 6y + 5z + 9yz) dvdy dz  vale
Q
62—377. 82—177. —637. [D] 162 81m.

SVOLGIMENTO



Osserviamo che l'insieme 2 & simmetrico sia rispetto al piano zy che rispetto al piano zz. Infatti, se (x,y, z) € Q, allora
anche (z,y,—z) € Q e (x,—y,z) € Q. Poiché la funzione f(x,y,z) = 6y + 5z + 9yz & dispari sia rispetto alla variabile y che
rispetto alla variabile z, il suo integrale su €2 & zero. Ne segue che

/ (43@ + 6y + 5z +9yz) dedydz = / dxdrdydz =
Q Q
passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con I'asse x si ottiene
= / dxpdp dI dx,
S ’

dove Q) = {(p,ﬂ,x) ER?: —p<z<6-—p% 0<p<3, 0<V< 271'}. Integrando prima per fili parallelli all’asse 9 si

ottiene
3 6—p> 3 11 6—p?
/(4x+6y+5z+9yz)dmdydz:/ 4xpdpd19dac:8ﬂ'/ p / rdx dp=8ﬂ'/ p|:§l‘2:| dp =
Q Q 0 —p 0 —p

3

_ ’ 2 o _ ’ 2 3 _ Le o 23 L
=4 p (6 p) pol dp=4m p(6 p) p’| dp=4nm 6(6 p) 1P = 81m.
0 0 0

La risposta corretta e .

Quiz 3. Siano f(z,y) = y'® + 16y — 2% — 122, P(1,-1), Q(2,—1), S(—1,—1). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Nessuna delle altre ¢ corretta.

I punti P, @, .S sono di sella per f.
I punti P, @ sono di minimo locale per f.
@ Il punto S & di massimo locale per f.

I punti P, @ sono di massimo locale per f.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R%. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, o critici, ovvero i punti
(z,y) € R? tali che Vf(x,y) = (0,0).

Si ha che

of ) of ”
2L — 32212 s —1 + 16.
g (z,y) 3 : 3y (z,y) = 15y 6

Poiché Vf(x,y) # (0,0) per ogni (z,y) € R?, si ha che f non ha punti stazionari in R? e di conseguenza non ha né punti di
estremo né punti di sella.

La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano F : R? — R? un campo vettoriale continuo e conservativo, I'; = {(J:,y) ER?: 224942 =4, z> 0},
Iy = {(z,y) €R?: 42?+9y* =36, v >0}, I's = {(z,y) eR?: —2<y <2, z=y*>—4}, 71,72, tre curve parametri-
che regolari che parametrizzano rispettivamente I'1,I's, I's inducendo su di esse un verso di percorrenza orario. Quale delle
seguenti uguaglianze e corretta?

/ F-dP:/ F-dP—/ F-dP.

2 71 V3

/ F-dP:/ F-dP—/ F.dP.
72 RE 7

/ F-dP:/ F-dP+/ F.dP.
72 7 V3

@/ZF-szl (/IF-dP—/SF-dP).

/ F.dP = (/ F-dP — F~dP).
72 3 71

= N

SVOLGIMENTO



Poiché F & conservativo su R?, denotato con f un potenziale di F su R?, si ha che

/ F-dP = f(0,-2) — f(0,2), / F-dP = f(0,-2) — f(0,2), / F-dP = f(0,2) — f(0,—2).

/F~dP:/F~dP, /F~dP:—/ F-dP.

71 V2 Y2 Y3

1 1

—(/F-dP—/F-dP):—( F-dP+/F-dP):/F-dP.
2 71 3 2 V2 V2 2

La risposta corretta e @ .

Quindi

Ne segue che

. . . > (6n3 —n* sin g) (1 —el/n — 36_")
Quiz 5. La serie numerica Z L 5
nlogn — (n+ 1)log” (n + 1)

n=3

converge ad un numero reale S < 0.

diverge positivamente.

converge ad un numero reale S > 0.
@ converge a 0.

diverge negativamente.

SVOLGIMENTO

Utilizzando gli sviluppi di Maclaurin delle funzioni sinz ed e® si ha che

<6n3n4 sin%) (1-e—3e) =n? {6n<%%+o<%>)] [1 <1+%+0<%)> 3e—n] -
@)

) per n — oo si ottiene

1

essendo e = o (
n

= [36n + o(n)] 1 +o (%)} = —=36+0(1) ~ =36,  n—+oo.

Inoltre, essendo logn = o (1og2 (n+ 1)) per n — +0o0, si ha che

nlogn — (n+1)log® (n + 1) = —(n+1)log” (n + 1) + o ((n + 1) log” (n + 1)) ~ —(n + 1)log” (n + 1), n — +oo.

Quindi
(6n3 —n? sin %) (1 —el/n — 36_") 36
5 ~ 5 , n — +0o0.
nlogn — (n+ 1)log” (n + 1) (n+1)log” (n+1)
Quindi la serie data ¢ a termini positivi.
1
Consideriamo la funzione f(z) = definita su [3,4+00). Questa funzione ¢ positiva e decrescente.

(z 4+ 1)log® (z + 1)
Valutiamo la convergenza dell’integrale improprio

+oo +oo 1
/3 fla)de :/3 (z 4+ 1)log® (z + 1) de.

Posto t =log (z + 1), da cui dt = z_-1+1 dx, si ha che

+o0 1 c 1 log (c+1) 1 +o0
3 (x+1)log” (z + 1) co+oo Jg (z+1)log” (x 4+ 1) e+ figg4 t loga ©

- 4
che converge. Quindi, per il Criterio di Maclaurin la serie Z 31 5 1)
n og” (n

confronto asintotico la serie data converge ad un numero reale S > 0. La risposta corretta e .

converge. Ne segue che per il Criterio del

n=3




36 e” At 36 Y
1+ (e +e¥ —1)2’ 1+ (e +e¥—1)

t
curva parametrica v : [0, 5] — R? definita da v(¢) = (sin [(t—5) (e —e)], t?—5t° + v log \/§) vale

—2log3 — 3.
2log 3 — 3.
2log 3 + 3.
[D] log3 — 3.

3 — 2log 3.

Quiz 6. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (143@ + 2) lungo la

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (fi, f2), si ha che

oh
dy

et +evV —1)  Of2
[+ (" +ev— 1)) Ox

(z,y) = (z,9y).

Quindi F ¢ conservativo su R2. Denotato con f un potenziale di F su £, si ha che

of 36 e”
%(x,y) = fi(z,y) = 14z + L+ (em +ev—1)2’

of B _ 36 e¥
6—y(x,y) *fQ(zay) *4+ 1+(€z+ey_1)2

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

flz,y) = / (141‘ + T (ewgieey — 1)2) dx = T2* 4 36 arctan (e* + e — 1) + c(y),

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of 36 eV . 36 eV .
=L - =4 =4 =4dy+k, keR.
ay(ﬂc,y) N E— +(y) =4+ P E— = d(y) = cly)=4y+k, k¢

Quindi un potenziale di F su 2 e
f(z,y) = T2 + 4y + 36 arctan (e + ¥ — 1)+ k, kecR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

[ FdP = 13(5) = (0)) = £(0.10g V) - £(0,0) = 2log3+ 3.

La risposta corretta & .

Quiz 7. Siano f : R? — R una funzione e (z9,y0) € R%. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Se f non e differenziabile in (xq,yo), allora non esiste V f (o, yo).

Se f ¢ differenziabile in (xg,yo) ed esistono of e of in ogni (z,y) € R?, allora s e of sono continue in (zg, yo).
dr Oy dr Oy

Nessuna delle altre ¢ corretta.

@ Se non esiste V f(x0,y0), allora f non & continua in (xg, yo).

0
Se f ¢ differenziabile in (g, %), allora per ogni v € R? esiste 8_f in ogni (z,y) € R? ed & continua in (g, o).
v

SVOLGIMENTO
La risposta corretta e .

Infatti, esistono funzioni che non sono differenziabili in un punto ma che in quel punto ammettono gradiente: per esempio

4,2

flay) = @iiyw se (a,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)



in (zo,yo) = (0,0), e quindi & errata.
Esistono anche funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che
in quel punto sono diferenzialibili: per esempio
1
2 2\ o
(:c +vy ) SIN ————
flay) = vt +y?

0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

in (zo,yo) = (0,0), e quindi & errata.

Inoltre, esistono funzioni che non ammettono gradiente in un punto ma che sono continue in quel punto: per esempio
f(z,y) = |x| + |y| & continua in (zg,yo) = (0,0) ma non ammette le derivate parziali in (0,0) e quindi non ammette gradiente
in quel punto, e quindi ¢ errata.

Infine, esistono funzioni che sono differenziabili in un punto ma che non ammettono derivate in altri punti rispetto a

qualunque vettore, oppure la cui derivata rispetto a quel vettore non & continua in quel punto: per esempio f(z,y) = |x| + |y|
& differenziabile in (zg,yo) = (1,1) ma non ammette le derivate parziali in (0,0), oppure la funzione precedentemente citata

& differenziabile in (g, yo) = (0,0) ma non ha le derivate parziali continue in questo punto, e quindi e errata.

Quiz 8. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale

6— (22 +12+22)"7 66— (22492 +22)"? 6(z2+y2+22)3/2>

F(z,y,z2) =
($2+y2+z2)3/2 (Jc2+y2+22)3/2 (Jc2+y2+z2)3/2

dal bordo di @ = {(z,y,2) € R®: 2? +y® + 22 < R?}  vale
—21R?.
—47R®.
0.
[D] 47 (3 - R%).
4 (6 — R%).

SVOLGIMENTO

Si ha che
6— (22 +y*+ z2)3/2

(a2 +y? +2)

6— (2412422 6- (a2 +y2+22)"" ) -

3/2 ($2+y2+22)3/2 (Jc2+y2+22)3/2

6

F(z,y,2) = (
-1 Y,
(Jc2+y2+22)3/2 1
6

(2 2+ 22)
Osserviamo che dom (F) = R3\ {(0,0,0)} e quindi Q € dom (F) mentre 9Q C dom (F).

6
(a2 + 92+ 22 1] Z) -

3/2 - 1] (x,y,z).

6
2 2 23/2_1 T
(22 + y2 + 22)

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro I'origine e raggio R nello spazio R®. Una parametrizzazione di 0§ &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(¥, ) = (Rsinﬂcos ¢, Rsinvsinp, Rcosﬂ).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 27], si ha che

/ F~nd0:/ F(o(9,¢)) - N9, p)dddp,
o0 K

dove N & un vettore normale a 92 uscente da €). Un vettore normale a 0f) ¢

i j k
N, (9, p) = %(19,90)/\2—;(19, ¢) =| Rcostcosyp Rcossing —Rsind|= (R? sin? 9 cos ¢, R? sin? 9 sin ¢, R? sin® cos ).

—Rsind¥sing Rsintcosp 0

Osserviamo che questo vettore & uscente da 2. Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che

0'(190, 500) = O—(W/277T/2) = (O,R,O), Na(ﬁ()a 500) = NJ(”/27W/2) - (OaRQaO)'



Disegnando la sfera e applicando il vettore N, (%9, ¢o) nel punto o(dg, ¢o) si osserva che questo vettore punta verso I’esterno
di 2. Quindi prendiamo N (¢, ¢) = N, (¢, ¢).

Si ha che
F(o(¥,¢)) - N(¥,¢) = F(Rsind cosp, Rsindsing, Rcosd) - (R*sin® 9 cosy, R?sin® ¥sing, R?sind cosv) =

6
= [ﬁ — 1] (Rsinﬂcos v, Rsinvsing, Rcos 19) . (R2 sin? 9 cos ¢, R? sin® ¥sin p, R? sin® cos 19) =

Ne segue che

/ F-nda:/F(a(ﬂ,go))-N(ﬂ,go)dﬁdgo:/ (6—R3)sim9d19d<p:
a0 K K

essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene .
=27 (6 — R%) / sind di = 4r (6 — R?) .
0

La risposta corretta & .




