Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 14 febbraio 2022 ore 14

Versione: V1

)
Quiz 1. SiaQ:{(m,y)eRQ: Vet 422 +3<y<vVat+a22+47, 0§x§3}. L’integrale/ Y drdy vale

QIE+2
4] 3

SVOLGIMENTO

Poiché vVt + 222 +3 <Vt + 22 +7 <= —2<z <2, siha che
Q:{(z,y)ERQ: Vat+2224+3<y< z4+x2+7,0§:p§2}.

Essendo 2 un insieme y-semplice, si ha che

5y 2 4 Var a2+ 7 2 4 1 Vaita?47
/ dzdy:5/ / ydy dz:5/ {—yﬂ dx =
QT +2 0o T+2 \ )z s 0 JE 12743

2 2 2
1 1
:§/ (47$2)dz:§/(27x)dx:§ —=(2—2)*| =5.
2 )y v+2 2 Jo 2 2 0
La risposta corretta ¢ .

Quiz 2. Siano F : R® — R? un campo vettoriale di classe C, F = (fi, f2, f3), K = {(z,2) e R?: 2?4+ 22 <4}, Q =
{(x,y,z) ER3: (z,2)e K, -3<y< 5}, Y= {(z,y,z) ER3: 224+ 22=4, -3<y< 5}.

Il flusso del rotore di F' attraverso la superficie X, orientata in modo che il versore normale a X sia uscente da 2, vale

[4] o.

/K :%(&3,&%@,5,@: dxdz—/K :%(x,?;,z)%(x,&z): dx dz.
/K :%(x, 3,z)+%($,5,z): dxdz+/K :%(x, 3,z)+%(z,5,z): da dz.
[D] /K :%(m,—i’),z)—%(m,&z): dxdz—/K %(m, —-3,2) — %(m,&z)- dz dz.
/K %(JC, —S,Z)-l-%(x,f),z)_ dacdz—/K :%(x,—?),z)—i—%(x,&z): dz dz.
SVOLGIMENTO

Il bordo di § & la porzione del cilindro retto di equazione x? 4+ 22 = 4
compreso fra i piani y = -3 e y = 5.

Quindi 9 =X USUT, dove
S:{(x,y,z)GRsz 2 + 22 < 4, y:f?)},

T:{(z,y,z)E]R?’: 2 4 22 < 4, y=>5}.

Poiché F ¢ di classe C, il flusso uscente del rotore di F' dal bordo di € & zero. Quindi

0:/ rotF~ndU:/rotF~ndJ+/rotF~ndU+/rotF~ndJ == /rotF~ndU:f/rotF~nd07/rotF~ndJ,
o0 b s T b s T



dove le superfici 3, S, T sono tutte orientate secondo il verso uscente da ).
Si ha che S = 0g(K), dove og(z, 2) = (2,—3,2) e T = or(K), dove or(x,2) = (z,5, 2).
Si ha che
/ rotF - ndo = / rotF(og(x,2)) - N(x,2)dx dz,
S K
dove N(z, z) € un vettore normale a S uscente da €.

Un vettore normale a S ¢

_ Oog

1
Ns(l',2> - W(zaz) A %(zaz) =1
0

0z

che @& uscente da Q. Quindi N(z,z) = Ng(z,z) = (0,—1,0). Essendo

0 0 0 0 0 0
ot (. .2) = (G 2) = G2, G ) - ). Plwns) - G )

si ha che 5 5
/ rotF - ndo = / rotF(og(z,2)) - N(z,2z)dedz = f/ {i(x, —3,2) — ﬁ(x, -3, z)} dz dz.
S K K 0z ox

Similmente si ha che
/ rotF - ndo = / rotF(or(x,2)) - N(x,z)dzdz,
T K
dove N(z,z) & un vettore normale a T uscente da €.

Un vettore normale a T &

aUT (9UT ! '] k
Nr(x,z) = —(z,2) AN —5—(z,z)=|1 0 0|=(0,-1,0)
Ox 0z
0 0 1
che ¢ entrante in Q. Quindi un vettore normale uscente ¢ N(z,z) = —Nrp(z, z) = (0,1,0). Ne segue che

/TrotF ‘ndo = /K rotF(or(x,z)) - N(z,z)dedz = /K {%(z, 5,z) — %(z, 5, z)} dx dz.

In conclusione si ottiene

/rotF-nda:—/rotF-nda—/rotF-ndoz
by s T

0 0 0 0
:/K [%(x, —3,2) — a—‘ig(:c, 3,2)} dzdz—/K {%(x,&z) a—f;(z,&z)} dxdz =

N 5f1 afl af3 af3
— /K [E(L -3,2) — E(x,&z)] drdz — /K {%(z, -3,z) — %(z, 5,2)} dzr dz.

La risposta corretta & @ .

(ac2+y2—1,x) sex?4+y?2 <1
Quiz 3. Siano F : R? — R? il campo vettoriale definito da F(z,y) =
(2 (22 +y*—1), ac) se 22 +y% > 1,
Q= {(ac, y) ER*: 2?42 <4, y> O}. L’integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 percorso in senso antiorario vale
32
2T — —.
3
1
or 20
3
64
C|2r——.
-
[D] 2 — 2.
2 — 24.

SVOLGIMENTO
Si osserva che 9Q =T UT2 UT3 UTy (vedi figura).



Quindi

/F-dP:/ chP+/ F«dP+/ F«dP+/ F-dP.
aQ Iy Ty T3 Ty

Si ha che
Iy =im(y), 7 :[0,7] = R?  ~(t) = (2cost,2sint),

Iy =im(y2), 72:[0,1] — R2, Y (t) = (-2 +t,0),
FS = im(73)v LR [07 1] — sz 73(t = (_1 + Qt,(]),
Iy =im(y), 7 :[0,1] = R*  u(t) = (1+¢,0).

Ne segue che

/FodP:/ F(2cost,23int)-(—QSint,Qcost)dt:/ (6,2cost) - (—2sint,2cost)dt =
r 0 0

:/ (—12sint + 4 cos®t) dt = [12005t+2(t+sintcost)} =21 — 24,
0 0

/ F-dP:/lF(—Z—i—t,O)-(1,O)dt:/1 (2[(t—-2)2?-1],t—2) (1,0)dt =
Ty 0 0

:2/01 [(t—2)* —1] dt:2[é(t—2)3—t} =§,

0

/FaF-sz/o F(—1+2t,0)-(2,0)dt:/0 (2t —1)>=1,2t—1) - (2,0)dt =

:2/01 [(2t —1)2 —1] dt:2[%(2t—1)3—t] =3

0

/FQF-sz/O F(l—i—t,O)-(l,O)dt:/O (21+¢)>—1],1+¢t)-(1,0)dt =

:2/01 [(1+1)*—1] dt:2[§(1+t)3—t} :%

0
Quindi

/F-dP: F-dP+/ F-dP+/ F-dP+/ F-dP =2m—20.
o0 Iy T2 I's Iy

La risposta corretta e @ .

Svolgimento alternativo

Osserviamo che il campo vettoriale F' & continuo e che, posto F' = (f1, f2), la prima componente f; non ammette derivata
parziale rispetto a y nei punti (,y) tali che 22 + y? = 1 con y > 0. Osserviamo anche che 2 = AU B, dove

A={(z,y) eR?: 1<2®+y* <4, y>0}, B={(z,y) eR*: 2 +y>* <1, y>0}.



Posto F(z,y) = (2 (2 +y*—1), z) per ogni (z,y) € R2, si ha che F(z,y) = F(x,y) per ogni (z,y) € R tali che 22+y2 > 1.
Inoltre F' & di classe C*. Posto F = (fl, fg), per il Teorema di Green

/2 o1
/A [%(x’y) - a_y(xay)

= F-dP.
0A

dxdy:/ F.dP =
A

essendo F = F su 0A

Similmente, posto F(z,y) = (x2 +92 -1, z) per ogni (z,y) € R?, si ha che F(z,y) = F(x,y) per ogni (z,7) € R? tali che
22 4+ 9% < 1. Inoltre F & di classe C'. Posto F = (f1, f2), per il Teorema di Green

9f2 af1 [ =
/B[%(w,y)—a—y(fc,y)} dz dy = 6BF-dP—

:/ F-dP.
0B

Per le proprieta dell’integrale di linea di un campo vettoriale

Of2 of1
F.dP = F.dpP F.dP = 2z _2a
/asz /6A * /63 /A l@x (z’y) oy (z’y)

:/(1—4y)dxdy+/(172y)dzdy:m(A)+m(B)—4/ydzdy—Q/yd:cdy:
A B A B

passando in coordinate polari nel piano

essendo F = F su OB

twiy+ [ L) - G| oy

:m(Q)74/ pQSinﬂdpdﬂfQ/ p?sind dp di =
[1,2]x[0,7] [0,1]x[0,7]

oo [) ([ o) o[ ) ([ o)

1,17 m 1.7° m
27r4[§p3} [cosﬂ}OQ[gps} [fcosﬁ}O:QWfQO.

1 0

n

Quiz 4. Siano (a,) una successione reale e .S,, = E ai. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

k=0
o0
Se lim a,, = 0, allora la serie g a, converge.
n
n=0
Se lim S,, = +o0, allora lim a,, # 0.
n n
oo
Se non esiste lim a,,, allora la serie g a, ¢ indeterminata.
n
n=0

@ Se lima,, = L > 0, allora la serie Z a, diverge.

n=0
Se la successione (5,,) ¢ limitata, allora la serie Z an converge.
n=0
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e @ . Infatti, se lima, = L > 0, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una serie,
n
oo

la serie Z ap, non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso ¢ = L/2 esiste ng € N tale che per ogni n € N con

n=0
n > ng si ha che |a, — L| < e = L/2, ovvero —L/2 < a, — L < L/2, da cui segue che a,, > L — L/2 = L/2 > 0. Quindi,
eventuamente a parte un numero finito di valori di a,, risulta che a,, > 0. Ne segue che la serie di a,, € a termini positivi, e
poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge positivamente, e quindi diverge.



Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = % ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge
{ 0 sen e pari

positivamente, e quindi e sono errate. Inoltre, la successione a,, = N .
1 sen e dispari

diverge, e quindi ¢ errata.

non ha limite ma la sua serie

n o0
Infine, la successione S, = Z(fl)k ¢ limitata (infatti S, = 1 per n pari, S,, = 0 per n dispari) ma la serie Z(fl)” &
k=0 n=0

indeterminata, e quindi ¢ errata.

Quiz 5. Sianon € Nconn >2e f(x,y) = zy — (35”'“1 + y"“). Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

n+1
Se n e pari la funzione f ha due punti di minimo locale.

Se n e dispari la funzione f ha due punti di massimo locale.
Se n ¢ dispari la funzione f ha due punti di minimo locale.
@ Per ogni n € N con n > 2 la funzione f ha solo due punti stazionari: uno di sella e uno di massimo locale.

Se n e pari la funzione f ha due punti di massimo locale.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

D=y, ey =o-y
o YY) =Y ) By Y) = Y.
Quindi

Vf(z,y) =(0,0) <~— { — { , = n21

z—y" =0 xr =" x(l—x ):0.
Si ha che
R 5 r=1 se n e pari
x(lfxnfl):() <— =0, =1 =
x==+1 sen e dispari.

I punti stazionari di f sono: se n & pari (0,0), (1,1); se n & dispari (0,0), (1,1), (-1, -1).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

o%f
0y?

m00=(] 5).  may=(7" 1),

Hp(—1,-1) = <1” 1n) .

Gli autovalori della matrice Hy(0,0) sono discordi, mentre gli autovalori delle matrici Hy(1,1) e Hy(—1, —1) (che sono uguali)
sono le soluzioni dell’equazione caratteristica (A4 n)2 —1=0,cioe A\j2 = —n*tlovvero \; = —n+1e Ag = —n—1. Essendo
n > 2 si ha che A\j 2 < 0.

0% f
0xdy

an n—1

@(‘Tay):_nw ’

n—1

(z,y) = —ny (z,y) = 1.

Si ha che

e solo per n dispari

Ne segue che per ogni n € N con n > 2 il punto (0,0) ¢ di sella per f, il punto (1,1) & di massimo locale per f, e, solo nel
caso n dispari, il punto (—1, —1) & di massimo locale per f.

La risposta corretta e .

-8
i Y do vale

uiz 6. Sia ¥ = {(z,y, 2z ER3: 2= (x+ 6, 0<x<1, —x<y<0;. Linte rale/
Q {(z,y,2) (z +y) y <0} grale | et
4] 2.

28
B -2

3

57
C| —.
Telp=



o7

56
5
SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, z = (z + y)°, dove
K={(z,y) eR*: 0<z<1, —z<y<0}.

Quindi ¥ = 0(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,v,9(z,y)) = (z,y, (z + y)%).

z — 8xy
72(x+y)04+1

Posto f(x,y,z) = , si ha che

z — 8xy
72(x+y)0+1

do = / fdo = /K F(o(@,y)) 1N (@, y)]| da dy,

dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ definito da

N(o) = o) A G ) = (= 526w~ G, 1) = (<60 + )", ~6(a +)%.1)

Quindi ||N(z,y)|| = v/72(x + y)1° + 1. Ne segue che

z — 8xy B B b g o
/z: 72($+y)10+1d0/Kf(a(x,y))|N($,y)|dzdy/I([(z+y) 8zy| du dy

essendo K un insieme y-semplice si ottiene

[ ([ weor-set) e [ -] o= (b7208) -

1 1
= |=28+2 = i
56 o 56

La risposta corretta e .

Quiz 7. Siano0<a < R, Q= {(ac,y,z) eR?: 2?2+ y?+22<R? z< a}. Il volume di Q vale
2 2

§7TR3 + §7T0,R2.
2 2

gwRB + gﬂ(lQR.

271'R3 + 17mR2 + lﬂa3.

3 3 3
2 1
@ gﬂR?’ +7a’R — §7ra3.

%WRB + maR? — %Wag.

SVOLGIMENTO

L’insieme €) & costituito dai punti della sfera di centro 'origine e raggio R con ascissa x < a. Passando in coordinate
cilindriche con asse parallelo all’asse x si ha che il volume di © &

m(Q):/Qldxdydz:/Q/pdpdﬂdx,

dove
Q’z{(p,ﬁ,x)éﬂ@: PP +2><R%* z<a, p>0, 0§19§27r}.

Osserviamo che

02+ a2 < R?

0<p<VR?—2? 0<p<VR2—12?
<a - -

—R<z<R, xr<a —-R<z<a



Quindi

a N e
m(Q):/Q pdpdﬂda::%r/ (/ pdp) dx =
’ -r \Jo

a 1 VR2—$2 a
= 27r/ [—pz] dr = 7r/ (R2 — xz) dx =
rL2 o -R

1 @ 1 2
=7 {sz — —xS] = (Rza —Zd®+ —R3> .
3 _R 3 3

Ne segue che

Q’z{(p,ﬁ,x)éﬂ@: 0<p<VRZ-—22 0<9<2m, —Rgxga}.

La risposta corretta e .

., (2n +2)1e?”

Quiz 8. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(—l) (x —2)" vale

= (n+1)%

e
2.
:

1
2] 5
4.

SVOLGIMENTO

E una serie di potenze centrata in zg = 2. Posto t = z — 2 si ha che

= n le2n = n len
S R ey = S G

n=1

che € una serie di potenze centrata in 0.

2 2)!e2n
Posto a, = (—1)" M, si ha che
(n+1)2n
ant1| o442 (n+ 1) 2n+4)2n+3) - 2n+2)le?e®™ (n+1)*"
an | (n4+2)2t2 (2n 4 2)le2n (n+2)2(n+2)2" (2n +2)le2n
C@2n+4)@2n+3) (a+1\" ,  n+4)(2n+3) 1 2
B (n+2)? n+2 B (n+2)? 1 \"1%
(7))
1 n
Poiché lim (1 + —) = ¢, si ha che
n n+1
n 2 4)(2 1
limaH :llm(n—(i_ _)’_(27)124—3) n262:4'
n a n n
' (7)) ]

Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie ¢ R = %. La risposta corretta e @ .




Versione V2

. . . z + 8zy
Quiz 1. Sia Y = {(z,y,2) eR®: z=(z+y)", 0<y<1, —y<z<0}. L’inte rale/ do  vale
{(z,.2) (x +y) y y i grale | e
1
5
36
=]
3
71
=
71
72
=
36

SVOLGIMENTO

La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, z = (z + y)7, dove
K={(z,y) eR*: 0<y<1, —y<z<0}.

Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (x,y, (x + y)7)

z + 8zy

Posto f(x,y,z) =
f@9,2) 98(x +y)'?+1

, si ha che

z + 8zy
98(x +y)l2+1

do = / fdo = /K f(o(@,9)) [N (z,9)] dz dy,

dove N(x,y) & il vettore normale a ¥ definito da

NGe) = 5260 A 5 ) = (=52~ Ghw). 1) = (TG + ), =Tl + 0P 0).

Quindi [|N(z,y)|| = /98(x + y)'2 + 1. Ne segue che

z + 8xy _ oz . s — N " o] dad —

essendo K un insieme z-semplice si ottiene

/01 (/Oy [(z +y)7 + 8] dz) dy/ol E(x+y)8+4x2yﬁy dy/ol <éy84y3) dy =

1
R 71
_[72y y]o_ 72

La risposta corretta ¢ @ .

Quiz 2. Siano 0 <a < R, Q) = {(z,y,z) ER: 22+ +22<R? y< a}. Il volume di 2 vale
2 1

§7TR3 + maR? — gﬂas.
2 1

gﬂRB + ma’R — §7ra3.

271'R3 + 17mR2 + 17m3.

3 3 3
2 2
@ gﬂ'RS + gﬂ'aR2.

%WRB + %W&QR.

SVOLGIMENTO



L’insieme 2 & costituito dai punti della sfera di centro 'origine e raggio R con ordinata y < a. Passando in coordinate
cilindriche con asse parallelo all’asse y si ha che il volume di Q2 &

m(Q):/ldxdydz:/ pdpdd dy,
Q o

dove
Q={(pVy) eR?: pP*+y*<R® y<a, p>0, 0<V <21},

Osserviamo che

0%+ 42 < R
V< . 0<p<+/R?2—y? . 0<p<+/R?—y?
;0 -R<y<R, y<a ~R<y<a.

p>

Ne segue che
Q’:{(p,ﬁ,y)eR?’: 0<p< VR — 42, 0<9<2m, —ngga}.

Quindi

a VR —y?
m(Q):/Q pdpdﬂdy:%r/ (/ pdp) dy =
' -r \Jo

a v/ R?—y? a
:271-/ {Epﬂ dy:w/ (R2—y2) dy =

R 0 —R

1] 1 2
_ R2 .3 _ R2 _ -3 _R3 .
w[ Y Sy}_R 7r< a 3a +3

La risposta corretta e .

n
Quiz 3. Siano (a,) una successione reale e .S,, = E ai. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
k=0

Se lima, = 0, allora lim S,, = S € R.
n n

o]
Se la successione (S,,) ¢ illimitata, allora la serie Z ay,, diverge.
n=0
o0

Se non esiste lim a,,, allora la serie E a, ¢ indeterminata.
n

n=0

oo
@l Se la serie E an non converge, allora lim a,, # 0.
n

n=0

oo
Se lima,, = L > 1, allora la serie Z an diverge.
n

n=0
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se lima,, = L > 1, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una serie,
n
(o]
la serie Z a, non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso ¢ = L — 1 esiste ng € N tale che per ogni n € N con
n=0
n > ng si ha che |a, —L| <e=L—-1,ovverol — L <a, — L < L—1, da cui segue che a,, > L+1—L=1>0. Quindi,
eventuamente a parte un numero finito di valori di a,, risulta che a,, > 0. Ne segue che la serie di a,, ¢ a termini positivi, e
poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge positivamente, e quindi diverge.

Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = + ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge

~n
0 sen e pari

<y . non ha limite ma la sua serie
1 sen e dispari

positivamente, e quindi e @ sono errate. Inoltre, la successione a,, = {

diverge, e quindi ¢ errata.



n

Infine, la successione S,, = Z(—Q)k ¢ illimitata (infatti S, = 1+23n+1 per n pari, S, = 1-2" 1!

per n dispari) ma la serie

3
k=0
[e.°]
g (—2)" & indeterminata perché la successione (.S,,) non ha limite, e quindi ¢ errata.
n=0

Quiz 4. Sianon € Nconn >2e f(z,y) = zy — (x”” + y"+2). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

n+2
Se n e dispari la funzione f ha due punti di massimo locale.

Se n ¢ pari la funzione f ha due punti di minimo locale.
Per ogni n € N con n > 2 la funzione f ha solo due punti stazionari: uno di sella e uno di massimo locale.
@ Se n ¢ pari la funzione f ha due punti di massimo locale.

Se n & dispari la funzione f ha due punti di minimo locale.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

%(%y):yfxnﬂ’ g_z(%y):w*y"“-
Quindi
y—2a"tl =0 y =z"t! y=a"t
Vi@y) =00 <= { eyt {x _ e Ya (1= atm0*=1) =0,
Si ha che

—1 s di .
x (1 - x("+1)2_1) =0 <— 2z=0, L1 z se n e disparl
x =241 sen e pari.

I punti stazionari di f sono: se n & dispari (0,0), (1,1); se n & pari (0,0), (1,1), (—1,—1).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

2
Ly =, Sy =y,

0%f
0xdy

m00=(1 o). mao=(T70 L),

Hp(—1,-1) = (”1 o >

-n—1

(‘Tay) =1

Si ha che

e solo per n pari

Gli autovalori della matrice Hy(0,0) sono discordi, mentre gli autovalori delle matrici Hy(1,1) e Hy(—1, —1) (che sono uguali)
sono le soluzioni dell’equazione caratteristica (A + n + 1)2 —1=0,cioe M2 =-—n—-1£1,0ovvero \y = —ne Xy =—n—2.
Essendo n > 2 si ha che A2 < 0.

Ne segue che per ogni n € N con n > 2 il punto (0,0) & di sella per f, il punto (1,1) & di massimo locale per f, e, solo nel
caso n pari, il punto (—1,—1) & di massimo locale per f.

La risposta corretta e @ .

Quiz 5. Siano F : R?® — R? un campo vettoriale di classe C', F = (fi1, f2, f3), K = {(y,z) ER?: 2+22< 16}7
Q={(z,y,2) eR3: (y,2) €K, -5<a<3},S={(z,y,2) eR®: y>+22=16, -5 <z < 3}.

Il flusso del rotore di F' attraverso la superficie ¥, orientata in modo che il versore normale a ¥ sia uscente da 2, vale

-an 8f2 ] / -5f3 af?) 8
A 0z 9z .\ a .
/I( I 9z ( 5,y72) + 2 (37yaz) dde + « | (9y ( 5,y,2’) + ay (37?],2)- dde

[0fs Ofs ] ,/ [0f2, of2 ]
/K _ay( 5:9,2)+ Ay (B’y’z)_ dy dz p _az( 5,4,2) + - (3,y,z)_ dydz.

[0f2 _9f ] _/ [0fs _9fs ]
(] [ |25 = 2 00.2)| dyds = [ | T 502 = G 502)| dyt




[D] o.
0 o 9 P

SVOLGIMENTO
AN
11 bordo di Q & la porzione del cilindro retto di equazione y? + 22 = 16
S N Q
compreso fra i piani xt = -5 e z = 3.
Quindi 90 =X USUT, dove
y — ) \\> z
S:{(x,y,z)€R3: y? + 2% < 16, z:f5}, ________ N
- S : . -~
T= {(x,y,z) eR3: y? 422 < 16, z:3}.
N

Poiché F ¢ di classe C, il flusso uscente del rotore di F' dal bordo di € & zero. Quindi

0:/ rotF-nda:/rotF-nda+/rotF-nda—i—/rotF-nda = /rotF-nda:—/rotF-nda—/rotF-nda,
o0 p) s T b s T

dove le superfici 3, S, T sono tutte orientate secondo il verso uscente da (2.
Si ha che S = 0g(K), dove o5(y, 2) = (=5,y,2) e T = op(K), dove or(y,z) = (3,9, 2).
Si ha che
/ rotF -ndo = / rotF(os(y, 2)) - N(y, z) dy dz,
S K
dove N(y, z) & un vettore normale a S uscente da €.

Un vettore normale a S ¢

805 805

Ns(y,z) = —(y,z) A —(y’z) =

k
=(1
Oy 0z (1) (1,0,0)

O O =
O = e

che & entrante in Q. Quindi un vettore uscente & N(y,z) = —Ng(y,z) = (—1,0,0). Essendo

0 0 0 0 0 0
I‘OtF(,ﬁC,y,Z) = (a_f;(wayaz) - %(m,y,z), %(‘Tayaz) - a—f;(ﬂc,y,z), a_f(wayaz) - a_fyl(‘rayaz)) ;

si ha che

/SrotF ‘ndo = /K rotF(os(y,2)) - N(y,z)dydz = — /K {%—f;(&y, z)— %(—5,% z)] dydz.

Similmente si ha che
/ rotF - ndo = / rotF (or(y,2)) - N(y, z) dy dz,
T K
dove N(y, z) & un vettore normale a T uscente da ().

Un vettore normale a T &

60’T aO’T ! j k
Nr(y,z) = — -y, 2) A 5= (y,2) = |0 1 01=(1,0,0)
Y z 00 1

che & uscente da Q. Quindi N(y,z) = Nr(y,z) = (1,0,0). Ne segue che

/TrotF ‘ndo = /K rotF(or(y,z)) - N(y,2z)dydz = /K {%—J;(Z},y, z)— %(3,% z)] dy dz.

In conclusione si ottiene

/rotF-nda:—/rotF-nda—/rotF-ndoz
by s T

B dfs Ofs afs Af2 -

0 0 0 0
= /K [a—f;(—5,y,2) - a_f;(3ayaz):| drdz — /K [%(—5,3},2) - %(3,y,2):| drdz.



La risposta corretta & .

(y,x2+y2—1) sex?+y2<1
Quiz 6. Siano F : R? — R? il campo vettoriale definito da F(z,y) =
(y,?(x2+y2—1)> se 22 +y? > 1,

Q={(z,y) € R?: 22 +42 <4, z> 0}. L'integrale di linea di F' lungo il bordo di © percorso in senso antiorario vale

SVOLGIMENTO

Si osserva che 9 =T UTo UT'3 UTy (vedi figura). Quindi

/ F-dP:/ F~dP+/ F.dP+/ F~dP+/ F-dP.
aQ ry Ty Iy Ty

Si ha che

. ™
I'n= lm('yl)v A [

_— = 2 — 1
5 2} —R%  ~1(t) = (2cost,2sint),
FZ = 1m(’)/2), Y2 - [07 1] — sz 72(t) = (072 - t)a
I's =im(y3), 73:[0,1] = R?  ~3(t) = (0,1 — 2¢),

Iy= im(74)v Y4t [Ov ]-] - sz 74(t) = (07 -1- t)'

Ne segue che

3 3
/ F.dP = F(2005t,2sint)-(—ZSint,Zcost)dt:/ (2sint,6) - (—2sint, 2 cost) dt =
r, - _

jus jus
2 2

wfR

z
= / (12cost — 4sin®t) dt = [12 sint — 2(t — sint cos t)} =24 — 2,
%

ol

1 1
. frd —_— . —_— frd —_— —_— 2_ . —_— frd
/F2F dpP /OF((],Q t)-(0,—1)dt /0 (2—t,2[(t—2)*—1])-(0,—1)dt

1

=_2/01 [(t—2)2—1] dt = -2 E(t—?)**—t} =—§,

0

/FaF-sz/o F(0,1—2t)-(0,—2)dt:/0 (1—2t,(2t—1)>=1)-(0,-2)dt =

1

=_2/01 [(2t—1)>—1] dt = —2 {%(215—1)3—40:5,



/FZF~dP/O F(O,lt)~(0,1)dt/0 (—1—-t,2[(1+8)2—1]) - (0,-1)dt =

2/01 (1+t)?—1] dt =2 |:%(1+t)3t:| :—g.

0
Quindi

/F~dP:/ F~dP+/ F~dP+/ F~dP+/ F.-dP =20- 2.
o0 Iy > s Ty

La risposta corretta & @ .

Svolgimento alternativo

Osserviamo che il campo vettoriale F' & continuo e che, posto F' = (f1, f2), la seconda componente fo non ammette
derivata parziale rispetto a x nei punti (x,y) tali che 22 + 32 = 1 con x > 0. Osserviamo anche che 2 = AU B, dove

A:{(z,y)GRQ: 1<2?+y* <4, 2>0}, B={(z,y) eR*: 2> +y*> <1, x>0},

Posto F(z,y) = (y, 2 (2% +y* - 1) ) per ogni (z,y) € R2, si ha che F(z,y) = F(x,y) per ogni (z,y) € R? tali che 22432 > 1.
Inoltre F' & di classe C*. Posto F = (fl, fg), per il Teorema di Green

/ [%f( Y) — %—J;l(w,y)

= F-dP.
0A

dxdy:/ F.-dP =
A

essendo F = F su 0A

Similmente, posto F(z,y) = (y, 2 4 9? — 1) per ogni (x,y) € R?, si ha che F(x,y) = F(z,y) per ogni (z,y) € R? tali che
22 + 4% < 1. Inoltre F & di classe C'. Posto F = (E, f2), per il Teorema di Green

/B[%(x,y)—%—{;(x,y)} drdy = F.dP =

ox
:/ F-dP.
OB

Per le proprieta dell’integrale di linea di un campo vettoriale

Ofs of1
F.dP = F.dpP F.dP = 2z _2a
/asz /6A * /63 /A lc’)x (z’y) oy (z’y)

:/(4z71)dxdy+/(2z71)dzdy:4/zdzdy+2/xdxdyfm(A)fm(B):
A B A B

passando in coordinate polari nel piano

essendo F = F su OB

of . Oh _
dzdw/B[@x(x,y) )| drdy =

4/ pQCOSﬂdpdﬂ+2/ p* cos¥dpdd —m(Q) =
[1.2]x[~7/2,7/2] [0,1)x[—7/2,7/2]

2 w/2 1 w/2
:4(/ p2dp) </ cosﬂd19>+2(/ p2dp) (/ cosﬂdﬂ)—%':
1 —/2 0 —7/2

1, 2o /2 1, Lo /2
=4 |=-p [Smﬂ} +2|zp {smﬂ} — 27 =20 — 2m.
3 1 —m/2 3 0 —m/2

drdy vale

Quiz7.SiaQ:{$y YERY: iyt +2y2 +1 <z <yt +y2 + 10, 0<y<4} L’integrale/

8z
ay+3
16.
18.
32.
[D] 36.



[E] 9.

Poiché v/y* +2y2 +1 < /y* + 42+ 10

Q= {(z,y) € R?:

Essendo 2 un insieme z-semplice, si ha che

8 31
/ dedy =8 o
oy+3 0o y+3

SVOLGIMENTO

—

yt+2y2 +1 <z <yt +y2+ 10, 0§y§3}-

—3 <y < 3, si ha che

dy =

N
/ xdx | dy =

/3 1 |:1 2:| \/m
. X
v yt+2y2+1 0

y+3 12 |y

3 9 3 1 , 3
= —— (9 —¢? dyf4/ 3ydy4{—3y] = 18.
La risposta corretta ¢ .
- 3n+2)le®"
Quiz 8. Il raggio di convergenza della serie di potenze ;(— " % (x —3)" vale
27.
e.
3.
0]
=
1
E| —.
E] o
SVOLGIMENTO
E una serie di potenze centrata in g = 3. Posto ¢t = x — 3 si ha che
i 3n+2)' ?m i 3n+2)' s
— (n+2)3n — (n+2)3n
che € una serie di potenze centrata in 0.
2)! e3n
Posto a, = (—1)" M, si ha che
(n 4+ 2)3n
ant1|  Bn45)edt3  (n+2)%  Bn+5)Bn+4)(Bn+3)- Bn+2)ed e (n+42)%"
an | (n+3)3n Bn42)ledn (n+3)3 (n+ 3)3n (3n 4 2)le3n
C Bn+5)Bn+4)Bn+3) a2\ 5 _ (Bn+5)(3n+4)(3n +3) 1 3
B (n+3)3 n+3 B (n+3)3 L \™M?
(17=) ]
C s 1 \" .
Poiché lim (1 + ) = e, si ha che
n 4 1
lim |4t | _ pjpy R F 5B+ )0 +3) e =27,
no| Qp n (n+3)3

Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie ¢ R =

[(H#g)"]g

. La risposta corretta ¢ .




Versione V3

n
Quiz 1. Siano (a,) una successione reale e S,, = g a. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
k=0

o0
Se non esiste lim a,,, allora la serie g an € indeterminata.
n

n=0

Se lim S;, = 400, allora lima,, # 0.

o0
Se lim a,, = 0, allora la serie g an converge.
n

n=0

@ Se lima,, = L < 0, allora la serie Z an diverge.

n=0
Se la successione (5,,) ¢ limitata, allora la serie Z an converge.
n=0
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e @ . Infatti, se lima,, = L < 0, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una serie,
n
[e ]

la serie Z ap, non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso ¢ = —L/2 esiste ng € N tale che per ogni n € N con

n=0
n > ng si ha che |a, — L| < e = —L/2, ovvero L/2 < a, — L < —L/2, da cui segue che a,, < L — L/2 = L/2 < 0. Quindi,
eventuamente a parte un numero finito di valori di a,,, risulta che a,, < 0. Ne segue che la serie di a,, &€ a termini negativi, e
poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge negativamente, e quindi diverge.

Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = % ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge

- o . 0 sen e pari
positivamente, e quindi e sono errate. Inoltre, la successione a,, = N .
1 sen e dispari

diverge, e quindi ¢ errata.

non ha limite ma la sua serie

n [o ]
Infine, la successione S,, = Z(—l)k ¢ limitata (infatti S, = 1 per n pari, S,, = 0 per n dispari) ma la serie Z(—l)" &
k=0 n=0
indeterminata, e quindi ¢ errata.

-8
Quiz 2. Sia X = {(x,y,z) ER?: z=(x+y)? —-1<2<0, 0<y< —x}. L’integrale / o do  vale

s /128(x +y)* +1
90

o

45

o

91

90

2

3

91

45

=[5 [@f =) &
|

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, z = (z + y)8, dove
K={(z,y) eR*: -1<2<0, 0<y<—z}.

Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (z,y, (x +y)®).

z — 8y

Posto f(z,y,2) = VT128(x + y) T+ 1

, si ha che

z — 8zy
128(x+y)4+1

do:/Zfdaz/Kf(a(x,y»HN(x,y)Hd:cdy,



dove N(x,y) & il vettore normale a ¥ definito da

N(wy) = 92 (9) A g—;u,w — (52w~ 1) = (8(o )78+ ) 1)

Quindi ||N(z,y)|| = v/128(z + y)'* + 1. Ne segue che

z — 8xy . olz . s — . 5 _ gy o
/E 128(x+y)14+1d0—/Kf( (2.)) [N (z )| d dy /K[< 4 y)® — Sey] dedy

essendo K un insieme y-semplice si ottiene

=/_01 (/O_x [(z +y)® — 8xy] dy> dx:/_ol B(:E—l—y)g—élng];m d:zc:/_ol <—%x9—4x3) da =

La risposta corretta e .

Quiz 3. Siano 0 < R < a, Q= {(ac,y,z) eR?: 2?2 +9y?+22<d? 2< R}. Il volume di Q2 vale
gwa:” + %mzR?

%71’(13 + ma’R — %WRS.

%ﬂ'a?’ + %71‘(12]%.

@ %wa:” + %ﬂazR + %WR“Q’.

%71‘(13 + maR? — %TFRP’.

SVOLGIMENTO

L’insieme €) & costituito dai punti della sfera di centro 'origine e raggio a con ascissa x < R. Passando in coordinate
cilindriche con asse parallelo all’asse x si ha che il volume di €2 &

m(Q):/Qld:z:dydz:/Q,pdpdﬂdx,

dove
@ ={(pv,2)eR®: pP*+2°<a® <R, p>0, 0<9<2r}.

Osserviamo che

p% 4 a2 < a?

0<p<Va?2— a2 0<p<+Va2—22
<R = =
-0 —a<x<a, R<a —a<z<R
p>

Ne segue che
Q’z{(p,ﬁ,x)eR?’: 0<p<+va?—22, 0<9<2n, —anSR}.

Quindi

R VaZ—z?

/ pdpdﬁd:z:—?w/ (/ pdp) de =
—a 0

VaZ—z2? R

/ [ ] d:l?:TF/ (a* —2?) do =




La risposta corretta e .

Quiz 4. Sianon € Nconn >2e f(z,y) = (x”“ + y"“) — zy. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

n+1
Se n e pari la funzione f ha due punti di minimo locale.

Se n e dispari la funzione f ha due punti di minimo locale.
Se n ¢ dispari la funzione f ha due punti di massimo locale.
@ Se n e pari la funzione f ha due punti di massimo locale.

Per ogni n € N con n > 2 la funzione f ha solo due punti stazionari: uno di sella e uno di minimo locale.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

Yop=ar—y  Lay=—y-a
Oz yY) = Y, Ay YY) =Y .
Quindi
ZCn—y:O y:x” y=z
Vi(z,y)=(0,0) <= { — { , = >
yn—x: r =" IE(l*IL‘ni):O
Si ha che

R 5 r=1 se n e pari
x(l—x”_l):0 = =0, =1 =
r =41 sen e dispari.
I punti stazionari di f sono: se n & pari (0,0), (1,1); se n & dispari (0,0), (1,1), (—1,—1).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

*f n— *f
—(‘rvy) =nx 17 a—yQ

02
H(0,0) = (_01 _01)7 Hp(1,1) = (_nl _nl) :

Hy(—1,-1) = <”1 _nl) .

Gli autovalori della matrice Hy(0,0) sono discordi, mentre gli autovalori delle matrici H¢(1,1) e Hf(—1, —1) (che sono uguali)
sono le soluzioni dell’equazione caratteristica (A — n)2 —1=0,cioe A2 =nE1lovvero \; =n+1e Ay =n—1. Essendo
n > 2 si ha che A2 > 0.

0%f
Oxdy

n—1

(z,y) =ny" ",

(‘Tay) =-L

Si ha che

e solo per n dispari

Ne segue che per ogni n € N con n > 2 il punto (0,0) & di sella per f, il punto (1,1) & di minimo locale per f, e, solo nel
caso n dispari, il punto (—1, —1) & di minimo locale per f.

La risposta corretta e .

8
Quiz 5. SiaQ:{(m,y)eRQ: Vet 4+ 22 +7<y<vVat+ 22243, 0§x§3}. L’integrale/ Y drdy vale

0 IL'+2
2.
4.
—6.
[D] -s.
—12.

SVOLGIMENTO

Poiché Vot + 22 +7 < Vot +222+3 <+ |z| > 2, si ha che

Q:{(z,y)ERQ: Vat+ 22 +7<y<Vat+ 222+ 3, 2§z§3}.



Essendo 2 un insieme y-semplice, si ha che

8y 3 1 Vai422243 3 1 1 Vai42x243
/ dacdyzS/ / ydy d$:8/ {—yﬂ dx =
Q+2 2 T+2 \Jyarrarer 2 T2 |27 | gy
31 3 1 3
:4/ (z274)dz:4/ (z2)dz4{—(x2)2] =2.
o T+ 2 2 2 9

La risposta corretta & .

Quiz 6. Siano F : R® — R? un campo vettoriale di classe C, F = (fi, f2, f3), K = {(z,2) e R?: 22+ 22<9}, Q =
{(x,y,z) ER?: (z,2)e K, —2<y< 6}, 3= {(z,y,z) ER3: 224 22=9, —2<y< 6}.

Il flusso del rotore di F' attraverso la superficie ¥, orientata in modo che il versore normale a ¥ sia uscente da 2, vale

0.
0h: 0f ] [0fs 0fs |
/K - (x,—2,2)+ s (36,6,2)_ dxdz — /K Kr (x,—2,2)+ P (.1‘76,2’)_ dr dz.

[0f3 Ofs ] [0f1 of1 ]
—(z,—-2,2) + =— + ——(z,—2,2) + =— .
/ e (x,—2,2) - (Jc,6,z)_ drdz - (x,—2,2) . (,7:,6,,2)_ dxdz
[0f3

' 9 R
@/}(_%(z,lz)%(z,ﬁ,z)_ drdz —

[0 f3 0fs ]
E I3y —9 )~ 23 -
/K Er (x,—2,2) o (Jc,6,z)_ dx dz

0
on (x,—2,2) — 6—(x,6,z)_ dz dz.

- 9 -

—Z(ac, —2,2) — a—($,6,z) dz dz.
SVOLGIMENTO

Il bordo di Q & la porzione del cilindro retto di equazione z? + 22 = 9

compreso fra i piani y = —2 e y = 6.

Quindi 92 = XU S U T, dove
S:{(l‘,y,z)ERS: $2+Z2§9; y:—Q}a

T:{(Jj,y,z)ER?’: z? 4+ 22 <9, y:6}.

Poiché F ¢ di classe C*, il flusso uscente del rotore di F dal bordo di 2 & zero. Quindi

0:/ rotF~ndU:/rotF~ndJ+/rotF~ndU+/rotF~ndJ == /rotF~ndU:f/rotF~nd07/rotF~ndJ,
o0 b s T b s T

dove le superfici 3, S, T sono tutte orientate secondo il verso uscente da (2.
Si ha che S = 0g(K), dove og(z, 2) = (¢,—2,2) e T = or(K), dove or(x,2) = (,6, 2).
Si ha che
/ rotF - ndo = / rotF(og(z,2)) - N(z,2)dx dz,
S K
dove N(x,z) & un vettore normale a S uscente da .

Un vettore normale a S &

60’5 60’5 ! ‘] k
Ns(x,z):a—(x,z)/\a—(x,z): 1 0 0[=(0,-1,0)
* : 00 1

che @& uscente da Q. Quindi N(z,z) = Ng(x,z) = (0,—1,0). Essendo

0fs Of2 of1 _0fs df2

_ of1
I‘OtF(:L',y,Z) - (ay (ZL',y,Z) - Oz (zayvz)v 9z (x,y,z) ox ($,y,2), o (ZL',y,Z) - 6y (x,y,z)) )

si ha che

/SrotF -ndo = /KrotF(as(x,z)) “N(z,z)dxdz = — /K [%(m, —2,2) — %(m, —2,,2)} dxdz.



Similmente si ha che
/ rotF -ndo = / rotF(or(z, 2)) - N(z, z) dz dz,
T K

dove N(x,z) & un vettore normale a T uscente da €.

Un vettore normale a T &

8aT 8aT 1 k
NT(:E»Z) = —(217, )/\—(217,2) =1 0 0 :(07_1v0)
ox 0z
0 0 1
che & entrante in . Quindi un vettore normale uscente ¢ N(z,2) = —Nr(x,z) = (0,1,0). Ne segue che

/TrotF -ndo = /K rotF(or(x,z)) - N(z,z)dxdz = /K [%(a@,& z) — %(m,& z)} dx dz.

In conclusione si ottiene

/rotF-nda:—/rotF-nda—/rotF-nda:
) s T

:/K [%(x, —-2,2) — %(x, —2,z)} d:z:dz—/K {%(x,&z)— %(m,&z)} drdz =

0 13} 0 0
:/K [i(x, —2,2) — %(x,G,z)] dacdz—/K {8—J§’(m’,—2,z)— a—f(ac,(i,z)} dx dz.

3
0z z

La risposta corretta & @ .

(3(:c2+y2—1),:17) sex?+y? <1
Quiz 7. Siano F : R? — R? il campo vettoriale definito da F(z,y) =
(22 +y* -1, 2) sex? +y? > 1,

Q= {(:z:, y) eR*: 2?42 <4, y> O}. L’integrale di linea di F' lungo il bordo di §2 percorso in senso antiorario vale

27r—1—;6.
271'—%.
277—%.
[D] 27 —12.
2#—4—??.

SVOLGIMENTO
Si osserva che 90 =T UTy; UT5 UTy (vedi figura).




Quindi

/F-dP: F-dP+/ F-dP+/ F-dP+/ F-dP.
o0 Iy > s Ty

Iy =im(y1), ™ :[0,7] = R?* ~(t) = (2cost,2sint),
Py =im(y2), 72:[0,1] > R%  92(t) = (-2+1,0),
I3 =im(ys), 73:[0,1] = R% 7y3(t) = (=14 2t,0),

Py =im(y), 74:[0,1] = R%  y(t) = (1+¢0).

Si ha che

Ne segue che

/ F-dP:/ F(2cost,251nt)-(—QSint,Qcost)dt:/ (3,2cost) - (—2sint, 2 cost) dt =
T 0 0
:/ (—6sint +4cos’t) dt = [Gcost+2(t+sintcost)} =27 — 12,
0 0
1 1
/ F-dP:/ F(—2+t,0)-(1,0)dt:/ (t—2)?=1,t—2)-(1,0)dt =
T, 0 0

:/O1 [(t—2)% —1] dt = [%(t—2)3—t]1=§,

0

/ F~dP/1F(1+2t,0)~(2,0)dt/1 (3[(2t —1)2 —1],2t —1) - (2,0)dt =
I's 0 0

:6/01 [(2t —1)* —1] dtzG[%(Qt—l)g—t] = —4,

0
/F2F.dp/0 F(1+t,0)~(1,0)dt/0 (1462 = 1,1+1)-(1,0)dt =
:/O [(1+1¢)% —1] dt[%(1+t)3t] :g_

0

4
/F~dP:/ F-dP+/ F~dP+/ F~dP+/ Fodp—or— 3
o0 Iy Iy I's Ty 3

La risposta corretta & .

Quindi

Svolgimento alternativo

Osserviamo che il campo vettoriale F' & continuo e che, posto F' = (f1, f2), la prima componente f; non ammette derivata
parziale rispetto a y nei punti (z,y) tali che 22 +y* = 1 con y > 0. Osserviamo anche che 2 = AU B, dove

A:{(z,y)ERQ: 1<a?4+9% <4, yZO}, B:{(x,y)ERQ: z?+y? <1, yZO}.

Posto F(z,y) = (x2 +y? -1, z) per ogni (z,y) € R2, si ha che F(z,y) = F(x,y) per ogni (z,y) € R? tali che 22 + y2 > 1.
Inoltre F' & di classe C*. Posto F = (fN’l, };), per il Teorema di Green

/2 o1
/A [%(x’y) - a_y(xay)

= F-dP.
0A

dxdy:/ F.-dP =
A

essendo F = F su 0A

Similmente, posto F(z,y) = (3 (22 +y2 - 1), z) per ogni (z,y) € R?, si ha che F(x,y) = F(z,y) per ogni (z,y) € R? tali
che 22 4 2 < 1. Inoltre F & di classe C'. Posto F = (f1, f2), per il Teorema di Green

of2 ofr —
/B[a—f(x,y)—a—fyl(x,y)} dzdy = F.-dP =

:/ F-dP.
0B

essendo F = F su OB



Per le proprieta dell’integrale di linea di un campo vettoriale

Ofs of1
F.dP = F.dpP F.dP = 2z _2a
/asz /6A * /63 /A lc’)x (z’y) oy (z’y)

:/(I—Qy)dxdy+/(lfﬁy)dzdy:m(A)er(B)—Q/yd:rdy—ﬁ/ydxdy:
A B A B

passando in coordinate polari nel piano

twiy+ [ L) - G| oy

:m(Q)fQ/ pQSinﬂdpdﬂfﬁ/ p*sind dp di =
[1,2]x[0,7] [0,1]x[0,]

s ([ 4) ([ o) [ ) ([ )

1,]° 4 1.1 4 4
27r2[—p3} [fcosﬂ} 6[—p3} [fcosﬁ} :27r7—0.
3 1 0 3" 1o 0

e 2)2n
Quiz 8. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(—l)” (2(::—% (x4+2)"  vale
n=1 ’
3
[B] e.
:
(0] ;
4
1
-
e
SVOLGIMENTO
E una serie di potenze centrata in xgp = —2. Posto t = x + 2 si ha che

N qyn (0 +2)%" R e VT G )
2D B 2 = L

n=1

che & una serie di potenze centrata in 0.

2 2n
Posto a, = (—1)" u, si ha che
(2n 4+ 1)le2n
Ani1 (n+3)2"t2  (2n+1)le?" (n+3)%(n+3)*" (2n+1)le™
an | (2n+3)e2nt2  (n+2)2n (20 +3)(2n +2)- (2n+ 1)le2e2n  (n 4 2)2n
_ (n+3p ne3\" o (43P L LY L
C (2n+3)(2n+2) \n+2  (2n+3)(2n+2) n+2 e?’
1 n
Poiché lim (1 + ?) = e, si ha che
n n
2 1 \"* 1 1
lim |24 gy ST o=
no| ap n (2n+ 3)(2n + 2) n+2 ez 4

Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie ¢ R = 4. La risposta corretta ¢ .




Versione V4

1

iz 1. Si eN 22 )=
Quiz iano n conn>2e f(r,y) n+2(

"2 4 y"+2) — zy. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Se n & dispari la funzione f ha due punti di massimo locale.

Se n ¢ dispari la funzione f ha due punti di minimo locale.

Per ogni n € N con n > 2 la funzione f ha solo due punti stazionari: uno di sella e uno di minimo locale.
@ Se n & pari la funzione f ha due punti di massimo locale.

Se n e pari la funzione f ha due punti di minimo locale.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

%(Ly) =" —y, g—z(x,y) =y —a
Quindi
"t —y =0 y=antt y=a"tt
Vf(z,y)=(0,0) <= {y”“x() = {xx<”+1>2 = w(l_x(nﬂ)?—l):&
Si ha che

x (1 - x("+1)2_1) =0 <= z=0, gl o — v=1 sen e dipar
r =21 sen e pari.
I punti stazionari di f sono: se n ¢ dispari (0,0), (1,1); se n & pari (0,0), (1,1), (-1, -1).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

9*f n O*f B n O*f B
axg( yy) = (n+1)z", a—yg(zay) = (n+1)y", m(%y) =-L
Si ha che
(0 -1 _(n+1 -1
Hf(O,O)—(_1 0), Hf(Ll)—( 1 n+1>,

e solo per n pari
_(n+1 -1
Hy(=1,-1) = ( -1 n+1) '
Gli autovalori della matrice Hy(0,0) sono discordi, mentre gli autovalori delle matrici H¢(1,1) e Hf(—1, —1) (che sono uguali)

sono le soluzioni dell’equazione caratteristica (A —n — 1)2 —1=0,cioe \j2 =n+1=£1, ovvero Ay =n+2e Ay =n. Essendo
n > 2 si ha che A2 > 0.

Ne segue che per ogni n € N con n > 2 il punto (0,0) & di sella per f, il punto (1,1) & di minimo locale per f, e, solo nel
caso n pari, il punto (—1,—1) & di minimo locale per f.

La risposta corretta e .

6
Quiz 2. SiaQ:{x Y) €R2 Vyt+y2+10<z<+yr+292+1 0<y<4} L’integrale/ x3d1:dy vale

oyt
4.
8.
—2,
[D] —32.
~16.

SVOLGIMENTO



Poiché \/y* + 32 +10 < \/y? +2y2+1 <= |y| >3, si ha che

Q:{(:z:,y)eR2: VAT +10<a <y 22 11, 3§y§4}.

Essendo 2 un insieme z-semplice, si ha che

16z 49 Vyt+2y?+1 4 1 Vyt+2y2+1
/ drdy =16 — / xdx | dy =16 — {—xﬂ dy =
Qy+3 3 ¥Y+3 \ Uit s Y+3 12 | firerio

4

:8/34y—}r:))(y2—9) dy:8/34(y—3)dy:8B(y—3)2L:4.

La risposta corretta e .

Quiz 3. Siano 0 < R < a, @ = {(z,y,2) € R3: 22+ +2°<d? y< R}. 11 volume di © vale
2 2
gng + gmzR2.

2 1 1
571'(13 + gﬂ'azR + §7TR3.

SVOLGIMENTO

L’insieme 2 & costituito dai punti della sfera di centro 'origine e raggio a con ordinata y < R. Passando in coordinate
cilindriche con asse parallelo all’asse y si ha che il volume di Q2 &

m(Q):/ldxdydz:/ pdpdd dy,
Q %

dove
Q={(pdy eR®: pP*+y*<a’ y<R, p>0, 0<V <2},
Osserviamo che
0% + 42 < a?

0<p<+/a2—y? 0<p<+/a2 —qy?
)< . { <p<a—y . { <p< y

-0 —a<y<a, y<R
p=

Ne segue che
Q’:{(p,ﬁ,y)eR?’: 0<p<Va®—42, 0<9<on, —agng}.

Quindi
R /a2 —y2
m(Q):/ pdpch?dyz%r/ / pdp | dy =
194 —a 0
Rrq Va?—y? R
= 271-/ {EpQ] dy = 71'/ (a2 — y2) dy =
—a 0 —a

R

1 1 2
_ 2. 1.3 _ 2p_ tp3 2.3
—W[ay 3y]_a—7r(aR 3R —|—3a).

La risposta corretta e .




Quiz 4. Siano F : R* — R? un campo vettoriale di classe C, F = (f1, f2, f3), K = {(y,2) € R?: y?+ 2% <25},
Q={(z,y,2) eR3: (y,2) €K, -6<a<2},N={(z,y,2) eR®: y?>+22=25 —6 <z <2}

Il flusso del rotore di F attraverso la superficie X, orientata in modo che il versore normale a ¥ sia uscente da €2, vale

[0f2 02 ] /-afs dfs ]
A — (- —(2 dyd — (- —(2 dydz.
(4] [ |02+ G| dydst [ | G602+ G )|y
[0f3 Ofs ] /-5f2 dfa ]
—(—6 —(2 dydz — —(—6 —=(2 dy dz.
B [ 326+ 2w drds= [ | G202+ 20| dya:
[0f2 Ofs ] /_3f3 Ofs ]
9I2 Y dydz — [ |23 _ g dy dz.
(€] [ |6~ 2w dyds = [ | F2(b.0.2) = G2 (22)] dyt
[0fs Ofs ] /_3f2 Ofs ]
93 =939 dyd=— [ |22~ 9k dy dz.
D] [ |52 -0.02) - S| dyde— [ |60~ FLns)| dyas
[E] 0.
SVOLGIMENTO
AN
Il bordo di Q & la porzione del cilindro retto di equazione y? + 22 = 25
compreso fra i piani xt = -5 e z = 3. e:
Quindi 92 =X USUT, dove
Yy — » \\>Z
S:{(x,y,z)ERg: y? 4 22 <25, z:fﬁ}, ________ N
T:{(x,y,z)GRg: y? + 2% < 25, z:2}.
N

Poiché F ¢ di classe C*, il flusso uscente del rotore di F' dal bordo di € & zero. Quindi

0:/ rotF~ndU:/rotF~ndJ+/rotF~ndU+/rotF~ndJ == /rotF~ndU:f/rotF~nd07/rotF~ndJ,
o0 b s T b s T

dove le superfici 3, S, T sono tutte orientate secondo il verso uscente da ).
Si ha che S = 0g(K), dove o5(y, 2) = (—6,y,2) e T = or(K), dove or(y,2) = (2,y, 2).
Si ha che
/ rotF - ndo = / rotF(os(y, 2)) - N(y,z)dydz,
5 K
dove N(y, z) & un vettore normale a S uscente da €.

Un vettore normale a S &

60’5 60’5 ! ‘] k
Ns(y,z)za—(y,z)/\a—(y,z)z 0 1 0|=(1,0,0)
Y z 00 1

che & entrante in . Quindi un vettore uscente & N(y,z) = —Ng(y,z) = (—1,0,0). Essendo

0 0 0 0 9] 0
(SLwwa-Lena Lewa - Lena Lewa - Lwns).

rotF(x,y, z)

si ha che

/SrotF ‘ndo = /K rotF(os(y,2)) - N(y,z)dydz = — /K {%—f;(&y, z)— %(—G,y, z)] dydz.

Similmente si ha che
/ rotF - ndo = / rotF (or(y,2)) - N(y, z) dy dz,
T K
dove N(y, z) & un vettore normale a T uscente da ().

Un vettore normale a T &

60’T aO’T

NT(yvz):a—y(yaz)/\W(yaz): :(1’0’0)

O O =~
O = e
— o )



che & uscente da Q. Quindi N(y, z) = Nr(y,z) = (1,0,0). Ne segue che

/rotF~ndJ :/ rotF(or(y,z)) - N(y,2)dydz = {—f (2,9, 2 _ ok (2,y,z)] dy dz.
T K 0 0z

In conclusione si ottiene

/rotF-nda:—/rotF ndo—/rotF ndo =
b s

] ] ]
—/ |:8J;3( 6,y,z)—£(—6,yaz)] dydz—/K {ai;(?,yvz)—g(lya@] dy dz =

0fs 0 0 0

La risposta corretta e @ .

3n

Quiz 5. Il raggio di convergenza della serie di potenze ;(— " (3(7?:% (x4+3)"  vale

1
!

e
e

1
cl =
<] 5
[D] 3.
27.

SVOLGIMENTO
E una serie di potenze centrata in xyp = —3. Posto t = x + 3 si ha che
0 1)3n 0 1)3n
Z (n+1) ey Z K (n+1) m
— 3n+1)!63" — (3n 4 1)!e3n
che ¢ una serie di potenze centrata in 0.
1 3n
Posto a, = (-1)" (3(7?:—%, si ha che
An+1 (n+2)"*  Bn+ 1)’ (n+2)3 (n+2)3" (Bn+1)le*
an (3n +4)e3nts  (n+1)3" Bn+4)Bn+3)(Bn+2)- Bn+1)ededn  (n+1)3n

B (3n+4)§gn++23’>)(3n+2) ' <Zﬁ> ¢ = (3n+4)§gn++2i)’>)(3n+2) ' Kl T 1)T ' e_ls
1
n+1

Poiché lim (1 ) = e, si ha che

. An41
lim | -2+

n

Qan

I G G Y Kl o 1)] ER

Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie & R = 27. La risposta corretta e .

z + 8zy
162(x 4+ y)16 + 1

vale

Quiz 6. Sia ¥ = {(z,y,2) € R¥: z=(x+y)? —-1<y<0, 0<z< —y}. Lintegrale

2
-2
110
3 -1
111
_
55

S



5
SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, z = (z + y)?, dove
K={(z,y) eR*: —1<y<0, 0<z<—y}.

Quindi ¥ = 0(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (2,v,9(z,y)) = (z,y, (z +y)?).

z + 8xy
162(z +y)0 + 1

Posto f(x,y,z) = , si ha che

z + 8xy
2 /162(z+y)16 4+ 1

do = / fdo = /K F(o (@, 9)) 1N ()| da dy,

dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ definito da

_ 0o 0 oy = (~99 (4 . 09 — (- s _ s
Quindi ||N(z,y)|| = 1/162(x 4+ y)16 + 1. Ne segue che
z + 8xy

= o(x T T dy = T 9 T T dy =
: 162(Hy)16+1d0/Kf( (@) NGl dody = [ (o4 9)° + 8ay] dody

essendo K un insieme z-semplice si ottiene

0 -y 0 1 ) 0 1
= / / [(z +y)° + 8ay] da ) dy = / —(x+y)'0 +4a?y|  dy= / 4y — —y'0 ) dy =
2 \Uo |10 . . 10

0
o L]
110 L 10

La risposta corretta & .

. . 2 9 . . . (y73(1‘2+y271)) Sez2+y2§1
Quiz 7. Siano F : R? — R? il campo vettoriale definito da F(z,y) =
(y,x2+y2—1) se 22 + 9% > 1,

Q0= {(z, y) ER?: 2?42 <4, x> 0}. L’integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 percorso in senso antiorario vale

43—0—277.
4—;—%.
%f%.
[D] 1776—271
12 — 2r.

SVOLGIMENTO

Ne segue che

™

3 3
/ F.dP = F(QCost,Qsint)-(—QSint,Qcost)dt:/ (2sint,3) - (—2sint, 2 cost) dt =
I —

i jus
2 2

Is

jus
2

/ F~dP/1F(0,2t)~(0,1)dt/1(2t,(t2)21)~(0,1)dt
Ty 0 0

el

(6cost —dsin¢) dt = [6sint — 2(t — sintcost)| =122,

SE]

1

:_/01 [(t—2)*—1] dt:—[%(ﬁ—2)3—t] =3

0



Si osserva che 9 =T UTo UT3 UTy (vedi figura). Quindi

/ F~dP:/ F-dP+/ F'dP+/ F-dP+/ F-dP.
o0 Iy I s Ty

Si ha che

. ™ T
Iy =im(y1), 7: [

- — 2 — 1
5" 2} — R*,  71(t) = (2cost,2sint),
Iy = 1m(’)/2), Y2t [07 1] - R27 72(t) = (072 - t)a
s = lm(f}/?:)a V3t [07 1] - R27 73(15) = (07 1- 2t)v

Iy =im(ya), 74:[0,1] = R?  ~4(t) = (0,—1 —t).

1
0

/FsF-sz/o F(0,1—2t)-(0,—2)dt:/ (1—2t,3[(2t—1)*—1])-(0,-2)dt =

:—6/01 [(2t—1)>—1] dt =—6 E(%—l)?’—tr:él,

0

1 1
. frd —_— —_— . —_— frd —_— —_— 2_ . —_— frnd
/FQF dpP /OF((], 1—1t)-(0,—1)dt /0 (-1—¢t,(14+t)*-1)-(0,—1)dt

:—/01 (1+1)?—1] dt =— E(H—t)?’—t]l:—g.

0

Quindi
40

/F-dP: F-dP+/ F-dP+/ F-dP+/ F.dP=— —2m.
o0 Iy Ty s Ty 3

La risposta corretta e .

Svolgimento alternativo

Osserviamo che il campo vettoriale F' & continuo e che, posto F' = (fi, f2), la seconda componente f, non ammette
derivata parziale rispetto a x nei punti (x,%) tali che 22 + 32 = 1 con 2 > 0. Osserviamo anche che 2 = AU B, dove

A={(z,y) eR?: 1<a?+y* <4, z>0}, B={(z,y) eR*: 2 +¢y* <1, 2>0}.

Posto ﬁ’(x,y) = (y, 22+ % — 1) per ogni (z,y) € R?, si ha che ﬁ(a@, y) = F(z,y) per ogni (z,y) € R? tali che 22 + y2 > 1.
Inoltre F & di classe C. Posto F' = (fl, fg), per il Teorema di Green

/A [%(xay) - %_f;(xvy)

:/ F-dP.
DA

Similmente, posto F(z,y) = (y, 3(x2+y?—1) ) per ogni (z,y) € R2, si ha che F(x,y) = F(z,y) per ogni (z,y) € R? tali
che 22 4+ y2 < 1. Inoltre F & di classe C'. Posto F = (f1, f2), per il Teorema di Green

dxdy:/ F.dP =

essendo F = F su 0A

o afr F
[2en-Len]ay- [ Far-



essendo F = F su OB

= F-dP.
OB

Per le proprieta dell’integrale di linea di un campo vettoriale

2/ o
F-dP = F-dP+/ F-dP:/ —(z,y) — =—(x,
/asz dA OB A[afc( y) 8y( y)

:/(Qx—l)dxdy—l—/(6x—1)d:cdy:2/xdxdy+6/xdxdy—m(A)—m(B):
A B A B

)
dwdy+/3[%(x7y)—a—y(fc,y) dx dy =

passando in coordinate polari nel piano

2/ p2cos19dpd19+6/ p* cosVdpdd —m(Q) =
[1,2]x [~ /2,7/2] [0,1] x [—7/2,7/2]

2 /2 1 /2
2</ p2dp> (/ cosz9d19>+6</ p2dp) (/ cos19d19>27r
1 —m/2 0 —7/2

2 1
N Loq7/2 1, . /2 40
=2 {gp L [smﬂ} a/2 +6 [gp ]0 [smﬂ} a2 — 27 = 3 — 2.

n
Quiz 8. Siano (a,) una successione reale e S,, = Z a. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
k=0
oo
Se la successione (.S;,) @ illimitata, allora la serie Z an diverge.
n=0
oo

Se non esiste lim a,,, allora la serie g a, ¢ indeterminata.
n

n=0

oo
Se la serie E ay, non converge, allora lim a,, # 0.
n

n=0

[D] Se lima, =0, alloralim S, = S € R.

Se lima, = L < —1, allora la serie Z an diverge.

n=0
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se lima, = L < —1, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una
n
[e ]

serie, la serie Z a, non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso e = —L — 1 esiste ng € N tale che per ogni n € N

n=0
con n > ng si ha che |a, — L| <e=—-L—1,ovvero L+1<a, —L<—L—1, dacui segue chea, < L—L—-1=-1<0.
Quindi, eventuamente a parte un numero finito di valori di a,, risulta che a,, < 0. Ne segue che la serie di a, € a termini
negativi, e poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge negativamente, e quindi diverge.

Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = % ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge
0 sen e pari

< g . non ha limite ma la sua serie
1 sen e dispari

positivamente, e quindi e @ sono errate. Inoltre, la successione a,, = {

diverge, e quindi ¢ errata.

n
Infine, la successione S, = 2(72)’“ ¢ illimitata (infatti S, = &;H per n pari, S, = % per n dispari) ma la serie

k=0
0o

Z(—Q)" ¢ indeterminata perché la successione (S,,) non ha limite, e quindi e errata.

n=0




