Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 13 giugno 2022 ore 14

Versione: V1

1 1
Quiz 1. Sia Q = {(ﬂc,y) eR?: 0<z<1+ 2Y 0<y<1+ 595} L’integrale / 3rydxdy vale
Q

17.
4.
10.
[D] .
12.
SVOLGIMENTO

Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [0,2]? e

A={(z,y) eR?: 1<2<2, 0<y<2(z-1)}, B={(z,y)eR’: 1<y<2 0<z<2y—1)}.

Quindi

/3xydzdy:/3zydxdy—(/ 3zyd:z:dy+/3xyd:z:dy>.
Q Q A B

Si ha che
2

2 2 1 1 .12
/ 3zydrdy =3 (/ xdaz) </ ydy) =3 {—12] {—yﬂ =12,
Q 0 0 2 Jol27 Jo

ed essendo A un insieme y-semplice

2 2(z—1) 2 1y 12D 2
/3:17yd:z:dy:/ / 3zy dy dx:3/ T {—yﬂ d:z::6/ z(z —1)*dx =
A 1 0 1 27 |y 1
2 2
1 2 1 7
_ 3 _ 9,2 _alla_z2 3 L ol _ 1
6/1 (z a® + ) de =6 18 T3 g T

2 2(y—1) 7
/ 3:17yd:17dy:/ / 3zy dx dy:/?):z:ydxdy: —.
B 1 \Jo A 2

/3xydﬂcdy:/3xydacdy—(/ 3ﬂcydxdy+/3xydﬂcdy> =12-7=5.
Q Q A B

La risposta corretta & @ .

Ne segue che




Quiz 2. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F(z,y,z) = <3x2y + eyzfzz, log (1 + z222) — 3xy?, 522 — zy)
dal bordo dell’insieme € = {(:c,y, 2)eER?: 2?2+ +22>R% 0<2<2R—-2\/a22+ yQ} vale

)
§7TR4.
63,
2—57TR .
0.
(D] 2Rt
63
E| —=nR"
57
SVOLGIMENTO
Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Posto F' = (fi1, f2, f3), per il Teorema di Gauss (o della divergenza) si ha che
/ F-ndo= / divF(z,y, z) dx dy dz,
a0 Q

dove, posto F' = (f1, fa, f3), si ha che

) ofi 0f2 0fs
3. — Iz Z42 =
V(z,y,2) eR”: divF(z,y,2) = o (z,y,2) + a9y (z,y,2)+ P (z,y,2) = 10z.

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con 1’asse z si ottiene

/ F~nd0:/divF(x,y,z)dzdydz:/10zdzdydz:/ 10zpdp dd dz,
o0 Q Q Q

3
doveQ’:{(p,ﬂ,z)eR?’: O§p<gR7 0 <9< 2m, \/RQ—p2<z§2R—2p}.

Integrando prima per fili paralleli all’asse 9 si ottiene

iR 2R—2p 3R [y 12B-2
F-ndale/ zpdpdﬂdz:QOW/ p / zdz dp:207r/ p{—zQ] dp =
519 ’ 0 /Rz_p2 0 2 R27p2

2R 2R
= 107r/ p (3R* —8Rp+5p%) dp = 107r/ (3R?p —8Rp*> +5p%) dp =
0 0

2R
=10m |- R°p" — -R — = —7mR".
" [2 3T, TRT
La risposta corretta e .
Quiz 3. Sia p > 0. La serie Z(fl)" (2r —1)"
n=1
non converge per ogni p > 0.
converge al numero S = 27P per ogni p > 0.
converge al numero S =27P se esolose 0 <p < 1.
@ converge al numero S =277 —1seesolose 0 <p < 1.
converge al numero S = 27P — 1 per ogni p > 0.
SVOLGIMENTO
Si ha che - -
S @ -1y = S -2y
n=1 n=1

che € una serie geometrica di ragione a = 1 — 2P.



oo

c 1 . . . 1
Poiché la serie geometrica g b™ converge se e solo se |b| < 1, e in tal caso la sua somma & T3 essendo |a| = |1 — 2P| =
n=0
oo
2P — 1, la serie g a™ converge se e solo se 2P — 1 < 1, cioe se e solo se 2P < 2, ovvero p < 1. Quindi la serie data converge
n=0

se 0 < p < 1elasuasomma ¢

;(1—2’7)"=;(1—2p)"—(1—2p)0=ﬁ—l:wﬂ—y

La risposta corretta e @ .

Quiz 4. La funzione f(z,y) = (:c2 — 3) ei$2 -y

ha due punti stazionari: uno di minimo locale e uno di massimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di minimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.

@ ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di massimo locale.

non ha punti stazionari.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

of
ox

(SC,y) =2z (4 — :CQ) €7$2 — y27 (2_‘;(:67y) _ 72y (1'2 . 3) ei$2 . y2.

Quindi

56(4*502):0 {1‘071':|:2
<~

y(a?=3)=0 y=0, z==%V3.

Quindi i punti stazionari di f sono (0,0), (2,0) e (—2,0).

Vi(z,y)=(0,0) < {

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

? 2
G @) = [2-12%) (1= a?) =12 =V ) = (1 - 2) (2 et Y
2
(,fx—%(z,y) = —day (4 - 27) e
Si ha che 4
8 0 —16e” 0

Ne segue che il punto (0,0) & di minimo locale per f mentre i punti (2,0) e (—2,0) sono di massimo locale per f.

La risposta corretta e @ .

uiz 5. Sia f : R — R la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione
g
g:[-m, ) — R definita da g(x) = 32? — 7, e siano a,, by, per ogni n € N, n > 1, i coefficienti di Fourier di f.

La serie Z (ai + bi)

n=1

A| converge a L o
=
converge a — 7.
C'| converge a — 7",
] =

@COHVGY € a %77'4
ST

converge a .



SVOLGIMENTO
Per 'identita di Parseval si ha che

/F |f(2)|? do = 27m3—|—7r§: (ai—l—bi)

- n=1

da cui segue che

i (ai—l—b%) = %/W |f(z)|? do — 2a2.

n=1 -
Si ha che
™ T T 1 ™ 4
/ |f(:r)|2 dr = / (3:E2 — 7rz)2 dr = / (9x4 — 67z’ + 7r2z2) dr = {%@5 — gwx4 + §7T2:L'3:| = (13—57#:’,
ao:i Wf(z)dz:i W(3z277r:c)dz:i xg——m’cQW =n?
2r J_, 2r J_, 2m e
Quindi

La risposta corretta & @ .

Quiz 6. Sianon € Ny n > 2, 29 € R” e f : R® — R una funzione che ammette tutte le derivate parziali in ogni x € R".
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Nessuna delle altre e corretta.

Se f non e differenziabile in z(, allora f non & continua in z.

Se f non e differenziabile in z(, allora almeno una delle derivate parziali di f non & continua in zg.

@ Se almeno una delle derivate parziali di f non e continua in zg, allora f non e continua in xg.

Se f e differenziabile in xq, allora tutte le derivate parziali di f sono continue in xg.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se per assurdo tutte le derivate parziali di f fossero continue in x, allora per il
Teorema del differenziale totale risulterebbe che f & differenziabile in xg, contraddicendo l'ipotesi di non differenziabilita.

Inoltre, esistono funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che

in quel punto sono diferenzialibili: per esempio per n = 2 la funzione

(2® + y?) sin _
fla,y) = v +y?

0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

in (zo,y0) = (0,0), da cui segue che ¢ errata e anche @ ¢ errata perché essendo f differenziabile in questo punto risulta
essere anche continua in esso.

Esistono anche funzioni continue in un punto che non sono differenziabili in quel punto: per esempio f(z) = ||| in

zg = Ogrn, da cui segue che e errata. Ovviamente € errata perché ¢ corretta.

Quiz 7. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (ac ’4 —z? -, 3— J:Qy) lungo il segmento di estremi O(0,0)

e P(2,2) percorso da O a P vale

[4]12. [B]6. [C]o. [D]3. [E]2.

SVOLGIMENTO



Y

2 P

Va

Fi(z,y) = (ac(4—ac2—y2), 3—x2y) sex?+y2<4

Si ha che

F(x,y) = (ac|4—ac2—y2 , 3—$2y) =
Fy(z,y) = (ac (m2 + 9?2 —4) , 3—x2y) se 22 + 4% > 4.
Il segmento OP non ¢ tutto contenuto nel cerchio C di centro O e raggio 2.

La curva parametrica 7 : [0,1] — R? definita da (¢) = (2t,2t) & una parametrizzazione del segmento OP da O a P.

Si ha che y(t) € C se e solose 0 <t < g Ne segue che

V2 1
/ Fodp = / Fr(y(1)) -/ (t) dt + /ﬁ (1)) -/ (t) dt =

2

essendo v/ (t) = (2,2) per ogni t € [0,1],

vie [0,V2/2] 1 F(y() v/ (6) = (2t (4 - 8#), 3-86") - (2,2) = 16t — 48¢> +6,

Vit € (\/5/2, 1} L B(y(1) A1) = (2t (8t2—4), 3 8t3) -(2,2) = 16t — 16t + 6,
si ottiene
2 1
= / (16t — 48> +6) dt + /f (16t> — 16t + 6) dt =

0 2
¥2 1

- {8# — 12t ¢ Gt} + [4154 — 82+ Gt} =6
0 7

La risposta corretta e .

1
Quiz 8. Sia F': R" \ {0} — R™ il campo vettoriale definito da F(z) = ikl

= T”HQ x, dove ||z|| & la norma di z in R™.
x

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F su R™\ {0} & f(z) = ||z|| — arctan (||z|]).
Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} ¢ f(z) = 18]|z|| — 18 arctan (||x]|).
Il campo vettoriale F' non & conservativo.
@ Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} ¢ f(z) = 18||z| — arctan (||z])).

Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™ \ {0} & f(z) = 18]|z|| + arctan (||z||).

SVOLGIMENTO
Il campo vettoriale F' & radiale, essendo della forma F(x) = ¢(]|z||) z, dove in questo caso ¢ : (0,4+00) — R & la funzione

18t

)= —"
YO =17¢

Essendo ¢ continua, anche F' & continuo, e per le proprieta dei campi radiali e continui, risulta che F' & conservativo su

R™\ {0}.



Inoltre, un potenziale di F su R™ \ {0} & f(z) = ®(||z||), dove ® : (0,+00) — R & una funzione derivabile tale che
@' (t) = te(t) per ogni t > 0, ovvero

18¢2
d'(t) = ——.
®) 14 ¢2

Ne segue che

18¢2 1

Quindi un potenziale di F' e

La risposta corretta e .

f(x) = @(|lx]]) = 18|z — 18 arctan (||z]).




Versione V2

Quiz 1. Sia F : R"\ {0} — R™ il campo vettoriale definito da F(z)

1
= ——— 1z, dove ||z|| & la norma di z in R™.
18 + |||

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Il campo vettoriale F' ¢ conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} & f(z) = ||z|| — log (18 + ||z]]).

Il campo vettoriale F’ non & conservativo.

Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} & f(z) = ||z|| — 181log (18 + ||z||).
@ Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F su R™\ {0} & f(x) = ||z| + log (18 + [|z|]).

Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F su R"™\ {0} & f(z) = ||z|| + 181log (18 + ||z|]).

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & radiale, essendo della forma F(x) = ¢(]|z||) z, dove in questo caso ¢ : (0,400) — R & la funzione

1
t) = .
°0) = 137
Essendo ¢ continua, anche F' e continuo, e per le proprieta dei campi radiali e continui, risulta che F' e conservativo su
R™\ {0}.

Inoltre, un potenziale di F su R™ \ {0} & f(z) = ®(||z||), dove @ : (0,+00) — R & una funzione derivabile tale che
@' (t) = te(t) per ogni t > 0, ovvero

t

d'(t) = )
(*) 18 4+t

Ne segue che

t 18
(t) /18+tdt /( 18+t) dt =t —18log(18 +t)+¢, ce€

Quindi un potenziale di F' &
f(x) = @(||z]]) = [|=[| — 18 1log (18 + [|2[]).

La risposta corretta e .

Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (ac ’xQ +y2—1
e P(1,1) percorso da O a P vale

5
np

7
8] 5.
C]o.

, 2y + 2) lungo il segmento di estremi O(0,0)

SVOLGIMENTO
Y A

1 P

Va




Si ha che

Fi(z,y) = (:z: (1—2?—y?), :172y+2> sex?+y? <1
F(z,y) = (:17|x2+y2—1 , x2y+2) =

Fy(z,y) = (:z: (22 +y*-1), :172y+2> se 2% +y% > 1.
Il segmento OP non & tutto contenuto nel cerchio C di centro O e raggio 1.
La curva parametrica v : [0,1] — R? definita da v(¢) = (¢,t) & una parametrizzazione del segmento OP da O a P.
Si ha che y(t) € Cseesolose 0 <t < @ Ne segue che

2 1
[Fear= [T RGOy @d [ Ro0) -
o 0

V2

essendo v/(¢t) = (1,1) per ogni t € [0, 1],

vie [0.v2/2] s RG@) ) = (t1-26), B 42) (L) =t +2,
Vi € (\/5/2, 1} L B(() A () = (t (262 1), £+ 2) (1,1) =36 — 1+ 2,
si ottiene .
2 1

:/T (t—t+2) dt+/ (3t —t+2)dt =
0 \/E

2

%

1, 1, 3, 1, oos
==t — -1 2t -t — =t 2t = —.
[2 i ] “{4 3" T 2

0

BN

La risposta corretta e .

1 1
Quiz 3. Sia Q = {(x,y) ER?*: 0<z<1+ 3Y 0<y<1+ 593} L’integrale / 9rydxdy vale
Q

17.
12.
30.
[D]15.
36.

SVOLGIMENTO
Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [0,2]? e

A={(z,y) eR?: 1<2<2, 0<y<2z—1)}, B={(z,y) eR?*: 1<y<2 0<az<2y—1)}.




Quindi

/9xydzdy/9zydxdy</ 9zydzdy+/9$ydzdy).
Q Q A B
2 2 11211 .12
/ 9rydrdy =9 (/ xdx) </ ydy) =9 {—xQ] {—yﬂ = 36,
Q 0 0 2 Jol2 1o

ed essendo A un insieme y-semplice

2 2(z—1) 2 1 2(z—1) 2
/ 9ry dx dy = / / 9zy dy | de = 9/ x [—yQ] dr = 18/ z(x — 1) dr =
A 1 0 1 27 1y 1

2 2

1 2 1 21

:18/ (x372x2+x)dx:18 —at -t a?| ==
1 4 3 2 1

2 2(y—1) 21
/ Yzy dx dy :/ / 9rydx | dy :/ rydrdy = —.
B 1 \Jo A 2

/9$ydxdy:/9xydacdy—(/ 3xydxdy+/9acydxdy) =36 — 21 = 15.
Q Q A B

La risposta corretta & @ .

Si ha che

Ne segue che

Quiz 4. La funzione f(z,y) = (y2 — 8) 67:62 -y

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.
ha due punti stazionari: uno di minimo locale e uno di massimo locale.

non ha punti stazionari.

@ ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di massimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di minimo locale.

SVOLGIMENTO

La funzione f ¢ di classe C? su R%. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

%(x,y) = -2 (y2 — 8) eiz2 - y2, g—z(x,y) =2y (9 — y2) 67562 - y2.
Quindi ,

Vi) = (0.0) = {x(y e {zo’yim

y(9—9*) =0 y=0, y=+3.
Quindi i punti stazionari di f sono (0,0), (0,3) e (0, —3).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:
%(m,y) = (42® - 2) (y* - 8) e_x2 -y’ giyz(x,y) = [(2—4y%) (9 —v*) — 4¢°] e_x2 - y2,
Si ha che L
H(0,0) = (106 108) . Hs(0,£3) = (_206 _36969) .

Ne segue che il punto (0,0) & di minimo locale per f mentre i punti (0,3) e (0, —3) sono di massimo locale per f.

La risposta corretta e @ .

Quiz 5. Sia f : R — R la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione
g: [~ m) — R definita da g(z) = 52% — 7w, e siano ayn, by, per ogni n € N, n > 1, i coefficienti di Fourier di f.



La serie Z (ai + bi)

n=1

A | converge a 46 o
3

1 4
converge a § ™.

C'| converge a 34 7.
g

23,
@l converge a ? m

converge a 7T4.

SVOLGIMENTO
Per 'identita di Parseval si ha che

/ﬂ |f(z)]? dx = 27ra3+7ri (ai+bi)

- n=1

da cui segue che

> (a2 +b2) = %/ |f(2)? dz — 22
n=1 -

Si ha che
" 2 " 2 2 " 4 3 2,2 5 5 4,1 53" 32 5
|f(z)|* dx = (52® — 7x)” da = (252* — 10m2® + 7°2%) da = |5z — LT +§7rz =3
I 1 (" 1[5 1,17 5
ao = 5 / fz)dx = o [ﬂ (527 — mz) do = 7 {gxg - 57@2} - = §7r2.
Quindi
- 1 (" 32 50 46
2 32\ _ 2 2 _ 4 4 _ 4

;(an—i—bn) —;/_W|f(ac)| d$—2a0—?ﬂ' —gT =g
La risposta corretta e .
Quiz 6. Sia p > 0. La serie Z(fl)" (4P —1)"

n=1
non converge per ogni p > 0.
1
converge al numero S =47Pseesolose 0 <p< 3
converge al numero S = 47P per ogni p > 0.
@ converge al numero S =47P — 1 per ogni p > 0.
1
converge al numero S =47P —1se esolose 0 <p< 3
SVOLGIMENTO
Si ha che - -
S Car o=y ey
n=1 n=1
che € una serie geometrica di ragione a = 1 — 4P.
Poiché la serie geometrica Z b™ converge se e solo se |b| < 1, e in tal caso la sua somma & T3 essendo |a| = |1 — 4P| =

n=0

4P — 1, la serie Z a™ converge se e solo se 47 — 1 < 1, cioe se e solo se 22P < 2, ovvero p < % Quindi la serie data converge

n=0
se 0 <p< % e la sua somma &

o0 o0 1
1_4;0 1_4;0 1_4;0 = 1 =4"P_1.
204 = 0 U Ty



La risposta corretta & .

Quiz 7. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F(z,y, z) = (eyZJrZ2 — 522y, log (2 + z222) + 5xy?, 1022 + zy)
dal bordo dell’insieme ) = {(x,y, 2)ERY: 22 +y2 +22> R? 222 +y2 —2R <2 < 0} vale

21 25 63 25
72—57TR4. *%ﬂ'Rél. *%ﬂ'Rél. @l 7E7TR4- 0.

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Posto F' = (f1, f2, f3), per il Teorema di Gauss (o della divergenza) si ha che

/ F-ndoz/divF(m,y,z)dmdydz,
a0 Q

dove, posto F = (f1, f2, f3), si ha che

. 0f1 0f2 0fs
3 . P — _— —_— =
V(z,y,2z) € R®: divF(z,y,2) = o (x,y,2) + By (x,y,2) + o (x,y,2) = 20z.

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con 1’asse z si ottiene

/ F~nd0:/divF(x,y,z)dzdydz:/QOzdzdydz:/ 20zpdp di dz,
o0 Q Q 0%

3
doveQ’:{(p,ﬂ,z)eR?’: O§p<gR7 0 <9< 2m, 2p—2R§z<—\/R2—p2}.

Integrando prima per fili paralleli all’asse 9 si ottiene

%R — /R27p2 %R 1 — /R2,p2
/ F~nd0:20/ zpdpdﬂdz:407r/ p / zdz dp:407r/ p[i,ZQ] dp =
iy’ o4 0 2 0

p—2R 2p—2R

3R R
= 207r/ p (8Rp —5p — 3R2) dp = 207r/ (SR/)2 —5p — 3R2p) dp =
0 0

e

e

R
8 ) 3 63

—9 Sp 3 24 9522 _ 4

om [3Rp g 2R p . 257rR

La risposta corretta e .

Quiz 8. Sianon € N, n > 2, 29 € R” e f : R” — R una funzione che ammette tutte le derivate parziali in ogni x € R".

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Nessuna delle altre e corretta.

Se f non e differenziabile in z(, allora f non & continua in z.

Se almeno una delle derivate parziali di f non e continua in zg, allora f non & continua in zg.
@ Se f e differenziabile in z(, allora tutte le derivate parziali di f sono continue in xg.

Se f non e continua in xq, allora almeno una delle derivate parziali di f non & continua in zg.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se per assurdo tutte le derivate parziali di f fossero continue in zq, allora per il
Teorema del differenziale totale risulterebbe che f e differenziabile in xg, e quindi anche continua in zy, contraddicendo
I'ipotesi di non continuita.

Inoltre, esistono funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che
in quel punto sono diferenzialibili: per esempio per n = 2 la funzione

(502 + y2) sin #
fla,y) = va? +y?

0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

in (zo,y0) = (0,0), da cui segue che @ ¢ errata e anche ¢ errata perché essendo [ differenziabile in questo punto risulta
essere anche continua in esso.

Esistono anche funzioni continue in un punto che non sono differenziabili in quel punto: per esempio f(z) = |z| in

xo = Ogn, da cui segue che ¢ errata. Ovviamente ¢ errata perché e corretta.




Versione V3

19
Quiz 1. Sia F : R"\ {0} — R™ il campo vettoriale definito da F(z) = %ﬂﬁ'w x, dove ||z|| & la norma di z in R™.
T

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
Il campo vettoriale F' ¢ conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} & f(z) = ||z|| — arctan (||z|]).
Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F su R™\ {0} & f(x) = 19]|z|| + arctan (||z]|).
Il campo vettoriale F' non & conservativo.
@ Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} ¢ f(z) = 19]|z|| — 19 arctan (||x]|).

Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™ \ {0} & f(z) = 19]|z|| — arctan (||z||).

SVOLGIMENTO
Il campo vettoriale F' & radiale, essendo della forma F(x) = ¢(]|z||) z, dove in questo caso ¢ : (0,4+00) — R & la funzione

19¢

)= —"—.
wlt) 14 ¢2

Essendo ¢ continua, anche F' e continuo, e per le proprieta dei campi radiali e continui, risulta che F' e conservativo su
R™\ {0}.

Inoltre, un potenziale di F su R™ \ {0} & f(z) = ®(||z||), dove ® : (0,+00) — R & una funzione derivabile tale che
@' (t) = te(t) per ogni t > 0, ovvero

19¢2
(1) = ——.
®) 1+t
Ne segue che
19¢2 1
q)(t) — m dt =19 1-— m dt = 19(t — arctant) =+ C, ceR.

Quindi un potenziale di F' e
f(z) = @(|lz]) = 19]|lz]| — 19 arctan ([|z[]).

La risposta corretta e @ .

Quiz 2. Sia f : R — R la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione
g:[—m, ) — R definita da g(x) = 7z — 322, e siano a,, by, per ogni n € N, n > 1, i coefficienti di Fourier di f.

La serie Z (a2 +b2)

n=1

converge a Lll—g .
converge a 7.
converge a % .

14 4
@ converge a — 7.
15

FE | converge a 3—4 7.
15

SVOLGIMENTO

Per 'identita di Parseval si ha che

/ |f(2)|? do = 2mad + 7 Z (a2 +02)
- n=1

da cui segue che
o0 1 T
g (a2 +02) = —/ |f(z)|? do — 2ad.
™

n=1 -



Si ha che

T T T 9 3 1 T 64
/ |f(2)|? do = / (mz — 3952)2 dx = / (92" — 6m2® 4+ 7*2?) do = {gxf’ — 57‘(‘.%'4 + §7r2x3] = 1—57r5,

—T —T —T

_1 [ _ L[ 2 I B Y L
ao—QW/iﬂf(z)dzfQW/i (rx 3z)dx2ﬂ_[27rx SC:|_W7T.

T

Quindi
> (@ +82) =1 [ If@Pde— 203 = Frt - 2nt = o

n=1 -

La risposta corretta & .

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (5 — zy?, yld—a2® — yQD lungo il segmento di estremi O(0,0) e
P(2,2) percorso da O a P vale

[4]6. [B]5. [c]o. [D]10. [E]3.

SVOLGIMENTO

Y A

2 P

Va

Fi(z,y) = (5—xy2, y(4—x2—y2)) sex?+y2 <4

Si ha che

F(z,y)=(5—ay® yld—a2>—¢?|) =
Fg(x,y):(S—ny, y(m2+y2—4)) se 22 +y2 > 4.

Il segmento OP non & tutto contenuto nel cerchio C di centro O e raggio 2.
La curva parametrica « : [0,1] — R? definita da y(t) = (2t,2t) & una parametrizzazione del segmento OP da O a P.
Si ha che y(t) € C se e solose 0 <t < @ Ne segue che

1

V3
/F-dpz/0 Fl(v(t>>-v’<t)dt+/ﬁ Fa(y(t)) -7/ (1) dt =

2

essendo ¥/ (t) = (2,2) per ogni t € [0,1],

vee [0,v2/2]: R®) o (1) = (5865 2 (4-812) ) (2,2) = 16t — 484> + 10,

vie (V2/2,1]: BO0) (1) = (5865 2t (82 —4) ) - (2,2) = 168 — 16t + 10,

si ottiene

S

5 1

- / (16t — 48t 4+ 10) dt + /f (16t> — 16t + 10) dt =
0 V2

2

S

5 1

- [8152 121t 4 104 + {4# _ 8124 104 =10

i

0



La risposta corretta & @ .

1 1
Quiz 4. Sia Q = {(ﬂc,y) eR?: 3~ 1<z<0, 5%~ 1<y< O}. L’integrale / 6rydrdy vale
Q

17.
10.
9.
[D] 20.
8.

SVOLGIMENTO
Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [-2,0]? e

A={(z,y) eR*: —2<z<-1, 2(z+1)<y<0}, B={(z,y) eR*: —2<y<-1, 2(y+1)<az<0}.

Yy A

Quindi

/6xyd:z:dy:/ 6zy dx dy — (/ 6:17yd:z:dy+/ 6xyd:z:dy>.
Q Q A B

0 0 119 11 .1°
fomso ) ([ o) -ofi] ] -
Q -2 -2 2 2127 1,

ed essendo A un insieme y-semplice

-1 0 -1 11 10 —1
/ 6xyd:z:dy:/ / 6y dy dx:6/ T {—yQ] dr = —12/ z(z+1)%de =
A -2 2(z+1) -2 2 2(z+1) -2

-1 1 2 1,]7"
=—12/ (I3+2x2+x) de = —12 |=z* + 223 + =22 =1,
L 17 T3 Tt

-1 0
/nydxdy:/ (/ 6:17yd:z:> dy:/6xyd:z:dy:7.
B -2 2(y+1) A

/6xydﬂcdy=/6xydacdy—</ 6xydxdy+/6xydﬂcdy> =24 —14 =10.
Q Q A B

La risposta corretta & .

Si ha che

Ne segue che

Quiz 5. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F(x,y, z) = (4x2y + ez2_y2, log (1 + x222) — day?, xy — 2522)
dal bordo dell’insieme Q = {(ﬂc,y,z) eR: 22+ +22>R% 0<2<2R—2y/a2+ y2} vale



SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Posto F' = (f1, fa2, f3), per il Teorema di Gauss (o della divergenza) si ha che

/ F-ndoz/divF(m,y,z)dmdydz,
a0 Q

dove, posto F' = (f1, f2, f3), si ha che

. ofi 0f2 0fs3
3. — _Jz —2 —_ —
V(z,y,2) eR>: divF(z,y,2) = o (z,y,2) + oy (z,y,2)+ P (z,y,2) 50z.

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con 1’asse z si ottiene

/ F-nda:/divF(x,y,z)dacdydz:—50/zdacdydz:—SO/ zpdpdddz,
o0 Q Q Q

doveQ’{(p,ﬁ,z)GRg: 0§p<gR, 0 <9< 2m, \/R2p2<z§2R2p}.

Integrando prima per fili paralleli all’asse 9 si ottiene
3

2R 2R—2p 2
/ F-ndo = 750/ zpdpdddz = —1007r/ p / zdz | dp = —1007r/
a0 ’ 0 VR2—p? 0

3

2R ¢R
= —507r/ p (3R* —8Rp+5p%) dp = —507r/ (3R%p — 8Rp* + 5p°) dp =
0 0

R 1 2R—2p
2 /R2_p2

= ——7nR%.

Rp® + =
0 10

5 ,0°% 63
G

_ 3 249 8
= 507r[2Rp 3

La risposta corretta e .

Quiz 6. Sianon € N, n > 2 29 € R” e f : R” — R una funzione che ammette tutte le derivate parziali in ogni x € R".
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se f non e differenziabile in xq, allora almeno una delle derivate parziali di f non € continua in zg.

Se f non e differenziabile in z(, allora f non & continua in z.

Nessuna delle altre e corretta.

@ Se f e differenziabile in z(, allora tutte le derivate parziali di f sono continue in xg.

Se almeno una delle derivate parziali di f non e continua in g, allora f non & continua in zg.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se per assurdo tutte le derivate parziali di f fossero continue in xg, allora per il
Teorema del differenziale totale risulterebbe che f ¢ differenziabile in z, contraddicendo 'ipotesi di non differenziabilita.

Inoltre, esistono funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che

in quel punto sono diferenzialibili: per esempio per n = 2 la funzione

(x2 + y2) sin #
fla,y) = va? +y?

0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)



n (zo,y0) = (0,0), da cui segue che @ ¢ errata e anche ¢ errata perché essendo f differenziabile in questo punto risulta
essere anche continua in esso.

Esistono anche funzioni continue in un punto che non sono differenziabili in quel punto: per esempio f(z) = |z| in
o = Ogn, da cui segue che ¢ errata. Ovviamente e errata perché e corretta.

Quiz 7. Sia p > 0. La serie » (—1)" (8" —1)"

n=1

1
converge al numero S =8 P se esolose 0 <p < 3

converge al numero S = 8P — 1 per ogni p > 0.
non converge per ogni p > 0.

@ converge al numero S = 8P per ogni p > 0.

1
converge al numero S =8P —1seesolose 0 <p< -.

3
SVOLGIMENTO
Si ha che
oo oo
S I
n=1 n=1
che € una serie geometrica di ragione a = 1 — 8P.
- 1
Poiché la serie geometrica Z b™ converge se e solo se |[b] < 1, e in tal caso la sua somma & T essendo |a| = |1 — 87| =
- n=0
8P — 1, la serie Z a™ converge se e solo se 8?7 — 1 < 1, cioe se e solo se 2°P < 2, ovvero p < % Quindi la serie data converge
n=0
se 0 < p< % e la sua somma &
o0 o0 1
(1—8r)" (1-8)"—(1-8)Y =~ 1=87P_1.
> ( =2 =TT
n=1 n=0

La risposta corretta & .

2 .2
Quiz 8. La funzione f(z,y) = (3 — ,7:2) et Y

ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di minimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.
ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di massimo locale.

@ ha due punti stazionari: uno di minimo locale e uno di massimo locale.

non ha punti stazionari.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

%(Jc,y) =2z (4 — x2) 6_352 - 92, g—;(x,y) = -2y (3 — x2) e_$2 - 92.
Quindi
x(4f:c2):0 rz=0, =422
y(3f:c2) =0 = {yZO, x = +3.
Quindi i punti stazionari di f sono (0,0), (2,0) e (—2,0).

Vi(z,y)=(0,0) < {

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

0*f

S = [(122 =2 (1= + 4] =V e = (1P ) (- a?) e Y



o f o g2 g2
_ < = _ Yy
920y (z,y) = 4y (4 T ) e .

Si ha che A
-8 0 16e~ 0
Hf(0,0): ( 0 _6> 9 Hf(:t270): ( 0 26_4) .

Ne segue che il punto (0,0) & di massimo locale per f mentre i punti (2,0) e (—2,0) sono di minimo locale per f.

La risposta corretta e .




Versione V4

1
Quiz 1. Sia Q = {(ﬂc,y) eR?: 3~ 1<z<0, 5%~ 1<y< O}. L’integrale / 12zydrdy  vale
Q

[A] 40.
[B] 16.
[C]20.
[D]17.
[E]18.

SVOLGIMENTO
Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [-2,0]? e

A={(z,y) eR?: —2<z<-1, 2(z+1)<y<0}, B={(z,yeR?: —2<y<—1, 2(y+1)<z<0}.

Y A

Quindi

/ 12zy dx dy :/ 12zy dx dy — (/ 12:17ydxdy+/ 12:17ydxdy>.
Q Q A B

0 0 1.1° 11 .1°
/ 12zydedy =12 (/ xdx) (/ ydy) =12 |:—$2:| [—yZ] =48,
Q -2 -2 2 —2 2 —92

ed essendo A un insieme y-semplice

—1 0 -1 7 ~1
/ 12zy de dy = / / 12zydy | doe = 12/ x {—yQ] dx = —24/ x(x+1)?de =
A -2 2(z+1) -2 2 2(z+1) -2

-1
1 2 1
= —24/ (x3 +22% + x) der = —24 [—:174 + 223+ —xz} = 14,

Si ha che

_2 4 3 2

-1 0
/ 12zy dx dy :/ (/ 12xydx> dy =/ 12zy dx dy = 14.
B -2 2(y+1) A

/9zydxdy:/9xydzdy—</ 9xydxdy+/9:z:ydxdy> =48 — 28 = 20.
Q Q A B

La risposta corretta e .

Ne segue che

Quiz 2. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = ($2y -2, yla®+¢y?— 1|) lungo il segmento di estremi O(0,0) e
P(1,1) percorso da O a P vale

[4]o0.



SVOLGIMENTO

Y

1 P

Va

Fi(z,y) = (ny—Q, y(l—xQ—y2)) sex?+1y2 <1

Si ha che
F(z,y) = (2*y -2, ylo® +y> - 1|) =
Fg(x,y):(ny—Q, y(x2+y2—1)) se 22 + 92 > 1.

Il segmento OP non ¢ tutto contenuto nel cerchio C di centro O e raggio 1.

La curva parametrica v : [0,1] — R? definita da v(¢) = (¢,¢) & una parametrizzazione del segmento OP da O a P.

Si ha che y(t) € C se e solose 0 <t < @ Ne segue che

V2 1
[reap= [ RGE)-y@as [ Ry a-

essendo ¥/(t) = (1,1) per ogni t € [0, 1],
Vit € {0, \/5/2} . R() A () = (t3 —2, t(1- 2t2)) (L) =t —2,

vie (V3/21]: BO) @)= (-2 t2f 1)) (1,1) =35 —t-2,

si ottiene
el 1

:/T (t—t*—2) dt+/ (3> —t—2) dt =
O \/E

2

1 1 e 1 ! 3
= |=t2 -t -9t St 22— ot ==,
[2 4 ]0 +{4 2 2

SN

La risposta corretta & .

Quiz 3. Sianon € Ny n > 2, 29 € R” e f : R® — R una funzione che ammette tutte le derivate parziali in ogni x € R".
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se f & differenziabile in xq, allora tutte le derivate parziali di f sono continue in xg.

Se f non e continua in zg, allora almeno una delle derivate parziali di f non & continua in zg.

Se f non e differenziabile in zq, allora f non e continua in z.



@ Se almeno una delle derivate parziali di f non e continua in zg, allora f non e continua in xg.

Nessuna delle altre € corretta.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se per assurdo tutte le derivate parziali di f fossero continue in xg, allora per il
Teorema del differenziale totale risulterebbe che f & differenziabile in zy, e quindi anche continua in xg, contraddicendo
I'ipotesi di non continuita.

Inoltre, esistono funzioni che ammettono le derivate parziali in tutti i punti e che in un punto non sono continue ma che

in quel punto sono diferenzialibili: per esempio per n = 2 la funzione

(2° + y?) sin _
flz,y) = Va? +y?

0 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

in (zo,y0) = (0,0), da cui segue che ¢ errata e anche @ ¢ errata perché essendo f differenziabile in questo punto risulta
essere anche continua in esso.

Esistono anche funzioni continue in un punto che non sono differenziabili in quel punto: per esempio f(z) = ||| in

xg = Orn, da cui segue che e errata. Ovviamente € errata perché ¢ corretta.

2 .2
Quiz 4. La funzione f(z,y) = (8 —y*) e~ ¥ ~ Y

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di massimo locale.
ha due punti stazionari: uno di minimo locale e uno di massimo locale.
ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di minimo locale.
@ non ha punti stazionari.

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

of _ 2y 2t — P of _ 2_ g\ 2%~y
s T Y) = 2z (8 —y°)e , ay(x,y)—?y(y 9)e -

Quindi

N Lt

y(y2—9)=0 y=0, y==+3.
Quindi i punti stazionari di f sono (0,0), (0,3) e (0,—3).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

o2 22 o2 22
3—;;(%9)2(4%2—2) (8-y?)e ™ Y a—yf(ﬂmy): [(2—4y%) (v* —9) +4y*] ™" Y,
0? 2 .2
8x—gy(z’y) = —4zxy (y279)e r -y
Si ha che .
-16 0 2e” 0
Hf(ovo) = ( 0 _18) ) Hf(O,iS) = ( 0 366_9) .

Ne segue che il punto (0,0) & di massimo locale per f mentre i punti (0,3) e (0, —3) sono di minimo locale per f.

La risposta corretta e .

Quiz 5. Sia p > 0. La serie Z(—l)" (16”7 —1)"

n=1

converge al numero S = 16~? per ogni p > 0.



converge al numero S = 1677 — 1 per ogni p > 0.

non converge per ogni p > 0.

1
@ converge al numero S =167 —1seesolose 0 <p < —.

4
_ 1
converge al numero S = 1677 se e solo se 0 < p < 1
SVOLGIMENTO
Si ha che - -
D (=Dm (6P —1)" =) (1-16")"
n=1 n=1
che € una serie geometrica di ragione a = 1 — 16P.
Poiché la serie geometrica Z b"™ converge se e solo se |b| < 1, e in tal caso la sua somma ¢ T essendo |a| = |1 — 167| =
n=0
167 — 1, la serie Z a™ converge se e solo se 167 — 1 < 1, cioe se e solo se 2% < 2, ovvero p < i. Quindi la serie data converge
n=0
se 0 <p< i e la sua somma e
oo oo 1
1—167” 1-16")"—(1-16") ' = ———— —1=16"7 —

La risposta corretta & @ .

Quiz 6. Sia f : R — R la funzione periodica di periodo 27w ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione
g: [~ m) — R definita da g(x) = mx — 522, e siano an, by, per ogni n € N, n > 1, i coefficienti di Fourier di f.

[e.°]
La serie E (ai + bi)
n=1
converge a 7.

converge a % 7.
3

converge a % 7T4.

34
@ converge a —-m

E| converge a 46 .
g

SVOLGIMENTO

Per 'identita di Parseval si ha che

/7T |f(2)|? do = 27m3—|—7r§: (a2 +02)

- n=1
da cui segue che
o0 1 T
Z (ai + b%) = ;/ |f(2)]? dx — 2a?.
n=1 -
Si ha che
/7r |f(2)|? do = /ﬂ (rz — 5z2)2 dx = /ﬂ (252" — 1072® + 7%2°) do = [5x5 - ZW:LA + %W21'3:|7r = 27'(5,

—T —T —T

1 1 ™ 1 1 5 s 5
ap = f( ) dx —/ (mz —52%) dov = — |:—7Tx2 — _xﬂ —_2.2

—T

Quindi

N L[ 32 50 46
S (@E+8) = [ @ -2 = Fat - Tt = Tt



La risposta corretta & .

Quiz 7. Sia F : R"\ {0} — R™ il campo vettoriale definito da F(z) x, dove ||z|| & la norma di « in R™.

1
T 19+ 2]
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} & f(z) = ||z|| + log (19 + ||z]]).
Il campo vettoriale F' non e conservativo.
Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F su R™\ {0} & f(z) = ||z|| + 191og (19 + ||z||).
@ Il campo vettoriale F' & conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} & f(z) = ||| — 191og (19 + ||z||).

Il campo vettoriale F' ¢ conservativo e un potenziale di F' su R™\ {0} & f(z) = ||z|| — log (19 + ||z]]).

SVOLGIMENTO
Il campo vettoriale F' & radiale, essendo della forma F(x) = ¢(]|z||) z, dove in questo caso ¢ : (0,400) — R & la funzione

1
T 194t

p(t)
Essendo ¢ continua, anche F' & continuo, e per le proprieta dei campi radiali e continui, risulta che F' & conservativo su
R™\ {0}.

Inoltre, un potenziale di F' su R™ \ {0} ¢ f(z) = ®(||z||), dove ® : (0,+00) — R & una funzione derivabile tale che
D' (t) = tep(t) per ogni t > 0, ovvero

t
(t) = .
®) 194¢
Ne segue che
<I>(t)—/ ! dt—/ 1 19 dt =t —191log (19 +¢t) + eR
I T 19+¢) 4" o8 G es®

Quindi un potenziale di F' e
f(@) = @(||z]]) = ll=]] — 191log (19 + [|]).

La risposta corretta & @ .

Quiz 8. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F(z,y,z) = ((37’2+z2 — 62%y, log (2 + $2z2) + 6212, xy — 50,22)
dal bordo dell’insieme € = {(x,y, 2)ERY: 22 +y2 + 22> R? 222 +y2 —2R <2 < 0} vale

2—517TR4. G—SWR4. %ﬁR‘l. @ %WI{ZL. 0.

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R3. Posto F' = (f1, f2, f3), per il Teorema di Gauss (o della divergenza) si ha che

/ F-ndoz/divF(m,y,z)dmdydz,
a0 Q

dove, posto F = (f1, f2, f3), si ha che

) of1 0fa 0f3
3 . —_ —_ —_— = —
Y(z,y,2) eR: divF(z,y,z) = e (z,y,2) + 9y (z,y,2) + o (z,y,2) 100z.

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con 1’asse z si ottiene
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Integrando prima per fili paralleli all’asse 9 si ottiene
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La risposta corretta ¢ .




