Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 5 settembre 2022 ore 17

Versione: V1

z — 8y
2(x+y)0+1

do vale

Quiz 1. Sia X = {(x,y,z) ER?: z=(z+y)° 0<z<1, —z<y< 0}. L’integrale/
b
57
[A] -5
2
B] -3
57
] %

57
28"

o7
56
SVOLGIMENTO
La superficie 3 ¢ il grafico della funzione g : K — R, z = (z + y)°, dove
K:{(x,y)eRQ: 0<z<1, —xSySO}.

Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (2,y,9(z,y)) = (z,y, (z +y)%).

z — 8y

Posto f(x,y,z) =
f@4,2) 2(z+y)0+1

, si ha che

z — 8zy
2(x+y)lV+1

- / fdo = /K f(o(@,9)) [N (z,y)] dz dy,

dove N(x,y) & il vettore normale a ¥ definito da

N(ov) = 52 A 5 ) = (=520, = 5. 1) = (60 + )%, 600 + )%, 1).

Quindi [|N(z,y)|| = v/72(x + y)'° + 1. Ne segue che

/ 721__,_8;‘1{0 d‘f:/Kf((f(x,y))HN(x,y)dedy:/K [(z+y)° —8ay| dady =

essendo K un insieme y-semplice si ottiene

:/01 (/(; [(z +y)° — 8ay] dy> dac:/ol [%($+y)7—4xy2rz dac:/ol <%x7+4x3> dr =

La risposta corretta ¢ .

1 1
Quiz 2. Sia Q = {(J:,y) eR?: 0<z<1+ §y, 0<y<1+ 51:} L’integrale / 3xydrdy vale
Q

17.
4.
10.
[D]5.
12.

SVOLGIMENTO



Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [0,2]? e

A={(z,y) eR?: 1<z<2, 0<y<2x—1)}, B={(z,y) eR*: 1<y<2 0<z<2y-1)}.

/3xyd:z:dy:/3:z:ydxdy— (/ 3zyd:z:dy+/3xyd:z:dy>.
Q Q A B

2 2 1 3271 .72
fsms= ([ s ([ )51 ] -
Q 0 0 2 Jol27 Jo

ed essendo A un insieme y-semplice

2 2(z—1) 2 2
/ 3rydxdy = / / 3rydy | do = 3/ T {—yﬂ dr = 6/ x(x —1)%de =
A 1 0 1 27 1o 1

2 2
1 2 1 7
:6/1 (:173—2:172+:z:) dz:6{1x4—§x3+§z2]1=§7

2 [ r2(y-1) 7
/SIydacdyz/ / 3zy dx dy:/Sacydﬂcdyz—.
B 1 0 A 2

/3xydxdy:/3:z:yd:z:dy—</ 3xyd:z:dy+/3xydxdy> =12-T7=5.
Q Q A B

La risposta corretta & .

Quindi

Si ha che

Ne segue che

Quiz 3. Siano 2 C R3 un aperto non vuoto e F : O — R un campo vettoriale di classe C' in Q.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se F' non & conservativo in 2, allora € non & semplicemente connesso.
Nessuna delle altre e corretta.

Se F' & conservativo in €1, allora F' ¢ irrotazionale in 2.

@ Se €2 non & semplicemente connesso, allora F' non & conservativo in (2.

Se F' ¢ irrotazionale in (2, allora F' & conservativo in €.

SVOLGIMENTO

Per la Condizione necessaria per i campi conservativi di classe C!, se F' & conservativo in 2, allora F & irrotazionale in .

La risposta corretta e .

n
Quiz 4. Siano (a,) una successione reale e S,, = E ar. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
k=0



Se lima,, = L > 0, allora la serie Z an diverge.

n=0

oo
Se lim a,, = 0, allora la serie E an converge.
n

n=0
oo

Se la successione (S,,) ¢ limitata, allora la serie Z a, converge.

n=0
[D]Se lim S,, = +o0, allora lim a,, # 0.

oo
Se non esiste lim a,,, allora la serie E a, ¢ indeterminata.
n

n=0
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se lima,, = L > 0, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una serie,
n
[e ]

la serie a, non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso ¢ = L/2 esiste ng € N tale che per ogni n € N con
g y P ) P p g

n=0
n > ng si ha che |a, — L| < e = L/2, ovvero —L/2 < a, — L < L/2, da cui segue che a,, > L — L/2 = L/2 > 0. Quindi,
eventuamente a parte un numero finito di valori di a,,, risulta che a,, > 0. Ne segue che la serie di a,, € a termini positivi, e
poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge positivamente, e quindi diverge.

Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = % ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge

0 sen e pari

< . non ha limite ma la sua serie
1 sen e dispari

positivamente, e quindi e @ sono errate. Inoltre, la successione a,, = {

diverge, e quindi ¢ errata.
n o0
Infine, la successione S, = Z(—l)k ¢ limitata (infatti S, = 1 per n pari, S,, = 0 per n dispari) ma la serie Z(—l)" &
k=0 n=0
indeterminata, e quindi ¢ errata.

4n? —n 4
n

n+1)log(n+1)

3 sin

o0
Quiz 5. La serie numerica E 0
3

diverge negativamente.
diverge positivamente.
converge ad un numero reale S > 0.

@ converge ad un numero reale S < 0.

converge a 0.

SVOLGIMENTO

Utilizzando lo sviluppo di Maclaurin della funzione sin x si ha che

4 4 32 1 32 32
4n? —n3 sing =4n? —n? [ﬁ%+o<$)] :4n2—4n2+§+0(1): §+0(1), n — +oo.

Quindi
3 gin 4 32

mtDlogn+1) “3mtDlogm+n) T

4n? —n

o0

1
Quindi la serie data € a termini positivi. Per il Criterio di Maclaurin la serie Z (
n=3

n+1)log(n+1)

del confronto asintotico la serie data diverge positivamente. La risposta corretta e .

diverge. Per il Criterio

4(z —1)y?
————— +8x+3y se (x, 1,0
Quiz 6. La derivata della funzione f(z,y) =< (v —1)2+y?2 Y (@) # (1,0) nel punto (1,0) rispetto al

8 se (z,y) = (1,0)
vettore v = (1,—1)

non esiste.



[B] vale 3.
[C]vale 0.
[D] vale 7.
[E] vale 8.

SVOLGIMENTO

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (1, 0) rispetto al vettore v = (1, —1) ¢, se esiste in R, il limite

Of oy f((l,O)—i—tv)—f(l,O)_l' f((1,0)+t(1,—1))—f(1,0)_1' FU -t - FL0)

ov t—0 t t—0 t t—0 t

La risposta corretta e @ .

2
(x2+y2+22)3/2

Quiz 7. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F(z,y, z) = (x,y, z) dal bordo di

Q={(z,y,2) eR®: 2*+¢y*+2> <R’} vale
[4] 4.
[B]o.
[C] 8.
[D] 2.
[E] 167

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e quindi Q Z dom (F) mentre 9Q C dom (F).

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro lorigine e raggio R nello spazio R3. Una parametrizzazione di 0§ &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(¥, ) = (Rsinﬂcos ¢, Rsinvsinp, Rcosﬂ).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 2], si ha che

/ F~nd0:/ F(o(9,¢)) - N9, p)dddp,
o0 K

dove N ¢ un vettore normale a 92 uscente da ). Un vettore normale a 0f2 &

i j k
N, (0, ) = %(19,90)/\2—0(19, ¢) =| Rcostcosyp Rcosdsing —Rsind|= (R? sin? 9 cos ¢, R?sin? 9 sin o, R? sin® cos ).
¥
—Rsind¥sing Rsintcosp 0
Osserviamo che questo vettore & uscente da . Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che
o(Wo,0) = o(n/2,7/2) = (0, R,0), N, (90, 00) = No(n/2,7/2) = (0, R?,0).

Disegnando la sfera €2 e applicando il vettore N, (g, o) nel punto o(do, po) si osserva che questo vettore punta verso l’esterno
di Q. Quindi prendiamo N (9, ¢) = N, (9, ¢).

Si ha che

F(o(¥,¢)) - N(¥,¢) = F(Rsind cosp, Rsindsing, Rcosd) - (R*sin® 9 cosy, R?sin® Ising, R?sind cosv)) =

2
= ﬁ(Rsinﬁcos @, Rsindsinp, Rcos 19) . (R2 sin® ¥ cos ©, R?sin? ¥sin ®, RZ2sin ¥ cos 19) =
= 2sin .

Ne segue che
/ F~nd0:/ F(J(ﬂ,gﬁ))~N(19,g0)d19d<p:/ 2sind dd dyp =
o0 K K



essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene

= 47r/ sin ¥ dv = 8.
0

La risposta corretta & .

Quiz 8. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (z |4 —z? =2, 3— z2y) lungo il segmento di estremi O(0, 0)
e P(1,1) percorso da O a P vale

1 17 17 1
@t B @-Y Dl [@-*

SVOLGIMENTO

Si ha che
Fi(z,y) = (:L' (4—z2 ny), 37502y) sex?+y? <4

F(x,y):(z’4—z2—y2 , 3—z2y):
Fg(x,y):<z(:c2+y2—4), 37502y) se 2 +y2 > 4.

Il segmento OP & tutto contenuto nella palla aperta Bs(0,0) di centro O(0,0) e raggio 2.

In questa palla il campo vettoriale F' & conservativo. Infatti, il campo F sulla palla & di classe C', la palla & semplicemente
connessa e, posto F' = (f1, f2), si ha che

on

ot
oy Or

V(z,y) € B2(0,0).

Quindi per la Condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C! il campo F' & conservativo sulla palla.

Per le proprieta dei campi conservativi si ha che, se f & un potenziale di F sulla palla, allora l'integrale di linea di F' lungo
il segmento di estremi O(0,0) e P(1,1) percorso da O a P & uguale a

f(1,1) = £(0,0).

Si osserva facilmente che un potenziale di F' su Bz(0,0) &

1 1
flz,y) = 22" — 2ot — 22y + 3y,

Quindi Iintegrale vale
17

La risposta corretta & .

Metodo alternativo. La curva parametrica v : [0, 1] — R? definita da (¢) = (¢,t) ¢ una parametrizzazione del segmento OP
da O a P. Ne segue che, essendo F' = F} sul sostegno di v,

AF-dPZ/OlFl(v(t))-7’(t)dt=



essendo 7/(t) = (1,1) per ogni t € [0, 1],
Vie[0,1]:  F(y() 4 () = (t (4—212), 3 t3) (1,1) = 4t — 3t% + 3,

si ottiene

17

! 3 2 34 !
/0 (4t =3¢ +3) de = [262 — Tt +3t]07




Versione V2

n

Quiz 1. Siano (a,) una successione reale e S,, = g a. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

k=0
Se lima, = 0, allora lim S,, = S € R.
n n
oo
Se non esiste lim a,,, allora la serie Z a, ¢ indeterminata.
n
n=0

oo
Se la serie g an non converge, allora lim a,, # 0.
n

n=0
@ Se la successione (S,,) & illimitata, allora la serie Z ar, diverge.
n=0
Se lima,, = L > 1, allora la serie Z an diverge.
n=0
SVOLGIMENTO

La risposta corretta ¢ . Infatti, se lima,, = L > 1, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una serie,
oo n
la serie Z an non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso € = L — 1 esiste ng € N tale che per ogni n € N con
n=0
n > ng si ha che |a, —L| <e=L—-1,0ovverol — L <a, — L <L -1, da cui segue che a,, > L+1—L =1 > 0. Quindi,
eventuamente a parte un numero finito di valori di a,,, risulta che a,, > 0. Ne segue che la serie di a,, € a termini positivi, e
poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge positivamente, e quindi diverge.

Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = % ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge

- . . 0 sen e pari
positivamente, e quindi e sono errate. Inoltre, la successione a,, = { P

<3 . non ha limite ma la sua serie
1 sen e dispari
diverge, e quindi ¢ errata.

n

Infine, la successione S, = Z(—Q)k ¢ illimitata (infatti S, = &;H per n pari, S, = 1-2"1 per n dispari) ma la serie

3
k=0
oo
Z(—Q)" & indeterminata perché la successione (S,) non ha limite, e quindi @ ¢ errata.
n=0

1 1
Quiz 2. Sia Q) = {(x,y) eR?: 0<z<1+ >Y 0<y<1+ 5:0} L’integrale / 9zydrdy vale
Q

36.
17.
12.
[D]15.
30.

SVOLGIMENTO
Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [0,2]? e

A:{(z,y)GRQ: 1<x<2, O§y<2(:c71)}, B:{(x,y)GRQ: 1<y <2, 0§x<2(y—1)}.

/Qxydzdy/szdxdy(/ 9zydzdy+/9$ydzdy).
Q Q A B
2 2 1 3271 .72
/ 9rydxdy =9 (/ xd:c) </ ydy) =9 {—zQ] {—yﬂ = 36,
Q 0 0 2 0 2 0

Quindi

Si ha che



ed essendo A un insieme y-semplice

2 2(z—1) 2 1y 7201 2
/ 9zy drdy = / / 9rydy | do = 9/ x [—y2] dr = 18/ z(x —1)%de =
A 1 0 1 27 |y 1

2 2
1 2 1 21
=18 3 297 dr =18 |~a* — =23 + ~2? —
/1 (as x —{—x) X Lx 395 —{—295 X

2 2(y—1) 21
/ 9zy dx dy :/ / 9zydx | dy =/ Orydrdy = —.
B 1 \Jo A 2

/Qxydﬂcdy:/%cydacdy—(/ 3xydxdy+/9xydxdy) =36 — 21 = 15.
Q Q A B

La risposta corretta & @ .

Ne segue che

Quiz 3. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (:z: |4 —z? =2, 2— :1:2y) lungo il segmento di estremi O(0, 0)
e P(1,1) percorso da O a P vale

7 13 13 7
Al EB-E @2 m-L @

SVOLGIMENTO

Si ha che

Fl(x,y):(a:(4—:z:2—y2), 2—x2y> se 22 +y? < 4
F(z,y) = (z]4—2® —¢?|, 2—2a%y) =
Fg(x,y):(a:(x2+y2—4), 2—x2y> se 2% +y? > 4.



Il segmento OP & tutto contenuto nella palla aperta Bs(0,0) di centro O(0,0) e raggio 2.

In questa palla il campo vettoriale F' & conservativo. Infatti, il campo F sulla palla & di classe C*, la palla & semplicemente
connessa e, posto F' = (f1, f2), si ha che

W) € 50,0 FH(w0) = ~20y = F2 (o),

Quindi per la Condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C! il campo F & conservativo sulla palla.

Per le proprieta dei campi conservativi si ha che, se f & un potenziale di F sulla palla, allora l'integrale di linea di F' lungo
il segmento di estremi O(0,0) e P(1,1) percorso da O a P & uguale a

f(1,1) = £(0,0).

Si osserva facilmente che un potenziale di F' su Bz(0,0) &

1 1
flz,y) = 22% — ot — 22y + 2.

Quindi integrale vale
13

La risposta corretta & .

Metodo alternativo. La curva parametrica v : [0, 1] — R? definita da y(t) = (¢,t) & una parametrizzazione del segmento OP
da O a P. Ne segue che, essendo F' = F sul sostegno di 7,

AF'dP:/O Fi(y(8)) -7/ (t) dt =
essendo ¥/(t) = (1,1) per ogni t € [0, 1],
Vie[0,1]:  F(y() 4 () = (t (41—2%), 2— t3) J(1,1) = 4t — 3% + 2,

si ottiene

1
3 1
:/ (4t — 3t° +2) dt = {2t2——t4+2t}
0 4 0

vale

Q
R)

. . + 8xy
uiz 4. Sia Y = {(z,y,2) eR3: z=(x+y)", 0<y<1, —y<az<0}. Linte rale/ i
Q {(z.y,2) (z+y) y y } gl G
1
4] 25
36

2
5] -2

71
]

71
72

71
&
SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, z = (z + y)7, dove
K={(z,y) eR*: 0<y<1, —y<az<0}.

Quindi ¥ = 0(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,v,9(z,y)) = (z,y, (z +y)7).

z + 8xy
98(x +y)2+1

Posto f(x,y,z) = , si ha che

z + 8xy
98(zx+y)12+1

do = / fdo = /K f(o(@,9)) [N (2, y)| dz dy,

dove N(x,y) & il vettore normale a ¥ definito da

dg

N(e) = 52 A 5 ) = (=52~ Ghw).1) = (TG + )Tl + )P 0).



Quindi [|N(z,y)|| = /98(x + y)'2 + 1. Ne segue che

z+ 8zy . oz . e dy — N T s o
/ 98(x+y)12+1d0/Kf( @) NGl dedy = [ (o) +800] dody

essendo K un insieme z-semplice si ottiene

/01 (/Oy [(z+y)" + 8zy] dw> dy/ol E($+y)8+4x2yr dy/ol <éy84y3) dy =

-y
1
1 71

La risposta corretta ¢ @ .

2
o pb sin — — ont
n

= (n+1) log? (n+1)

Quiz 5. La serie numerica

converge a 0.
diverge positivamente.
converge ad un numero reale S < 0.

@ diverge negativamente.
converge ad un numero reale S > 0.

SVOLGIMENTO

Utilizzando lo sviluppo di Maclaurin della funzione sin x si ha che

2 2 4 1 4 4
n% sin — — 2n* = n® [————i—o(—G)} —2n4:2n4—§+0(1)—2n4:—§+0(1), n — +oo.
n

n? n2  3nS
Quindi
2
n® sin — = 2nt 4
i ~ — , n — +oo.
(n+1)log* (n +1) 3(n +1)log* (n +1)
0 n® sin 32 —on?
Quindi la serie data ¢ a termini negativi. Considerando la serie dei termini opposti Z — n 5 , che ¢ a
o (n+1)log” (n+1)
termini positivi, si ha che
6 o 2 4
n°sin — —2n 4
n
_ 3 ~ 5 , n — +o00.
(n+Dlog” (n+1) " 3(n+1)log” (n+ 1)
1
Consideriamo la funzione f(z) = definita su [3, +00). Questa funzione ¢ positiva e decrescente. Valutiamo

(z 4+ 1)log® (z + 1)
la convergenza dell’integrale improprio

+oo +oo 1
/3 fla)de :/3 (z 4+ 1)log® (z + 1) de.

Posto t =log (z + 1), da cui dt = z_-1+1 dx, si ha che

+o0 1 c 1 log (c+1) 1 +o0
/ 5 dr = lim / 5 dr = lim — dt = / — dt
s @Dl et )y Gl @a D) ¢ et fogs BT figa 1

- 4
che converge. Quindi, per il Criterio di Maclaurin la serie Z 5
= 3(n+1)log” (n+1)

converge. Ne segue che per il Criterio del

2
00 nb sin = — 2n*

2
confronto asintotico la serie E — n 5
o (n+1)log” (n+1)

converge ad un numero reale 7' > 0 e di conseguenza la serie data

converge ad un numero reale S = —T < 0. La risposta corretta e .




Quiz 6. Siano 2 C R3 un aperto non vuoto e F : O — R un campo vettoriale di classe C' in .
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se F' non e conservativo in €2, allora ) non & semplicemente connesso.
Nessuna delle altre e corretta.

Se F' non ¢ irrotazionale in €, allora F' non € conservativo in (2.

@ Se F' ¢ irrotazionale in €, allora F' € conservativo in 2.

Se € non & semplicemente connesso, allora F' non & conservativo in Q.

SVOLGIMENTO

Per la Condizione necessaria per i campi vettoriali conservativi di classe C!, se F & conservativo in 2, allora F &
irrotazionale in €2. Ne segue che se F' non & irrotazionale in €2, allora F’ non € conservativo in ). La risposta corretta e .

4
Quiz 7. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F(z,y, z) = 57 (x,y, 2) dal bordo di

(a2 +y? +2)

Q= {(x,y,z) eR3: 2242+ 22 SRQ} vale

8. 24r. 32r. [D]o. 167.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e quindi Q Z dom (F') mentre 92 C dom (F).

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro I'origine e raggio R nello spazio R3. Una parametrizzazione di 0 &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(¥, ) = (Rsinﬂcos ¢, Rsindsinp, Rcosﬂ).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 27], si ha che

/ F-nda:/F(o(ﬂ,go))-N(ﬂ,tp)dﬂdgo,
o9 K

dove N ¢ un vettore normale a 92 uscente da ). Un vettore normale a 0f) &

i j k
N, (0, ) = %(19, @)Ag—o (9,¢) = | Rcosdcosyp Rcosdsing —Rsind|= (R? sin? 9 cos ¢, R?sin? 9 sin o, R? sin® cos ).
12
—Rsinvsing Rsindcosy 0
Osserviamo che questo vettore & uscente da . Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che
O—(ﬂOa 500) = O'(7T/2,7T/2) = (05 Rv 0)5 Na'(ﬁ()a 500) = NU(W/Q,TF/Q) = (05 RQ, 0)

Disegnando la sfera €2 e applicando il vettore N, (g, o) nel punto o(do, po) si osserva che questo vettore punta verso l’esterno
di Q. Quindi prendiamo N (9, ¢) = N, (9, ¢).

Si ha che

F(o(¥,¢)) - N(¥,¢) = F(Rsind cosp, Rsindsing, Rcosd) - (R*sin® 9 cosy, R?sin® Ising, R?sind cos ) =

4
= ﬁ(Rsinﬂcos @, Rsindsinp, Rcos 19) . (R2 sin® 9 cos ¢, R%sin? ¥sin , R? sin v cos 19) =
= 4sind.

Ne segue che
/ F~nd0:/ F(J(ﬂ,gﬁ))~N(ﬂ,gp)d19d<p:/ 4sinddddp =
a0 K K

essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene

= 871'/ sintd dd = 16m.
0

La risposta corretta e .



O W=D s oy se (ny) £ (0,1)
Quiz 8. La derivata della funzione f(z,y) =< 2%+ (y —1)2 Y Y ,

9 se (z,y) = (0,1)

nel punto (0,1) rispetto al

vettore v = (—1,1)

vale 3.
vale 9.
vale 0.
[D] vale 7.
non esiste.

SVOLGIMENTO

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (0, 1) rispetto al vettore v = (—1,1) &, se esiste in R, il limite

f((0,1) +tv) — £(0,1)

0,1)+¢(—1,1)) — f(0,1 . _
97 (0.1 = lim O L) -0 ey o)
ov t—0 t t—0 t t—0 t
= 1imﬁ =1.
t—0 t

La risposta corretta e @ .




Versione V3

n

Quiz 1. Siano (a,) una successione reale e S,, = g a. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
k=0
oo

Se non esiste lim a,,, allora la serie g an € indeterminata.
n

n=0

Se lim S;, = 400, allora lim a,, # 0.

o0
Se lim a,, = 0, allora la serie g an converge.
n

n=0
o0
@ Se la successione (S,,) & limitata, allora la serie E ar, converge.
n=0

Se lima,, = L < 0, allora la serie Z an diverge.

n=0
SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, se lima,, = L < 0, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una serie,
n
[e ]

la serie Z ay, non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso ¢ = —L/2 esiste ng € N tale che per ogni n € N con

n=0
n > ng si ha che |a, — L| < e = —L/2, ovvero L/2 < a, — L < —L/2, da cui segue che a,, < L — L/2 = L/2 < 0. Quindi,
eventuamente a parte un numero finito di valori di a,,, risulta che a,, < 0. Ne segue che la serie di a,, &€ a termini negativi, e
poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge negativamente, e quindi diverge.

Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = % ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge

- o . 0 sen e pari
positivamente, e quindi e sono errate. Inoltre, la successione a,, = N .
1 sen e dispari

diverge, e quindi ¢ errata.

non ha limite ma la sua serie

n o0
Infine, la successione S, = Z(—l)k ¢ limitata (infatti S, = 1 per n pari, S,, = 0 per n dispari) ma la serie Z(—l)" &
k=0 n=0
indeterminata, e quindi @ ¢ errata.

6
(x2+y2+22)3/2

Quiz 2. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F'(x,y, z) = (z,y, z) dal bordo di

Q={(z,y,2) eR?: 2® +y* +2* SRQ} vale

367 0. 24r. [D]48m. 127.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e quindi Q Z dom (F) mentre 9Q C dom (F).

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro lorigine e raggio R nello spazio R3. Una parametrizzazione di 0§ &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(9,¢) = (Rsindcosp, Rsindsing, Rcosd).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 27], si ha che

/ F~nd0:/ F(o(9,¢)) - N9, p)dddp,
[2}9) K

dove N & un vettore normale a 92 uscente da €). Un vettore normale a 0f) ¢

i j k
N, (9, ) = %(19,90)/\2—;(19, ¢) =| Rcostcosyp Rcossing —Rsind|= (R? sin? 9 cos ¢, R?sin? 9 sin ¢, R? sin® cos ).

—Rsindsing Rsintcosp 0



Osserviamo che questo vettore & uscente da 2. Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che
0—(1905 500) = O'(7T/2,7T/2) = (05 Rv O)a Na'(ﬁ()a 500) = NU(W/Q,TF/Q) = (05 RQ, 0)

Disegnando la sfera Q e applicando il vettore N, (%, ¢o) nel punto o(dg, ¢o) si osserva che questo vettore punta verso I’esterno
di Q. Quindi prendiamo N (9, ¢) = N, (9, ¢).

Si ha che

F(o(9,¢)) - N(¥,¢) = F(Rsin?cosp, Rsindsinp, Rcosd) - (R*sin® ¥ cosp, R*sin®* ¥singp, R*sind cos) =

6
= ﬁ(Rsinﬂcos @, Rsindsinp, Rcos 19) . (R2 sin® ¥ cos ¢, R%sin? ¥sin ¢, R? sind cos 19) =
= 6sin .
Ne segue che

/ F~nd0:/F(J(ﬂ,gﬁ))~N(19,gp)d19d<p:/Gsinﬂdﬂdgaz
a0 K K

essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene

= 127?/ sin ¥ d¥ = 24r.
0

La risposta corretta e .

Quiz 3. Siano 2 C R3 un aperto non vuoto e F : O — R? un campo vettoriale di classe C' in Q.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Nessuna delle altre e corretta.

Se €2 non & semplicemente connesso, allora F' non & conservativo in (2.

Se F' & conservativo in €2, allora F' e irrotazionale in 2.

@ Se F' ¢ irrotazionale in €2, allora F' & conservativo in ).

Se F' non e conservativo in €2, allora 2 non & semplicemente connesso.

SVOLGIMENTO

Per la Condizione necessaria per i campi conservativi di classe C', se F' & conservativo in 2, allora F & irrotazionale in €.

La risposta corretta & .

> 3

-3 2
n° sin = — 3n
Quiz 4. La serie numerica E L
“— (n—1)log(n—1)

diverge negativamente.

converge ad un numero reale S > 0.

converge a 0.

@ diverge positivamente.

converge ad un numero reale S < 0.

SVOLGIMENTO

Utilizzando lo sviluppo di Maclaurin della funzione sin z si ha che

3 3 9 1 9 9
n3 sinﬁ—3n2:n3 [E_ﬁ—’—o(ﬁ)] —3n2:3n2—§+0(1)—3n2:—§+0(1), n — +o0.
Quindi
n? sin 3 — 3n? 9
n ~ — n — +00.

(n—1)log(n—1) 2(n—1)log(n—1)’

Quindi la serie data € a termini negativi.



3

- o - — n? sin & — 3n?
Consideriamo la serie dei termini opposti E — (

. Si ha che
— n—l)log(n—l))

n? sin% — 3n? 9

_(n—l)log(n—l)NQ(n—l)log(n—l)7 oo

o0
1
Per il Criterio di Maclaurin la serie Z diverge positivamente. Per il Criterio del confronto asintotico la

— (n—1)log(n —1)

n? sin 2 — 3n° . s - . : .
serie E diverge positivamente e quindi la serie data diverge negativamente.
(n—1) log (n—1)

La risposta corretta ¢ .

1 1
Quiz 5. Sia Q = {(ﬂc y) € R%: §y—1§x<0, 5x—1§y<0} L1ntegrale/6xydacdy vale
Q

[A]17.
[B] 10.
[C]o.
[D] 20.
[E]s.

SVOLGIMENTO
Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [-2,0]?

A={(z,y) eR?: —2<z<-1, 2(z+1)<y<0}, B={(zyeR®: —2<y<-1, 2(y+1)<z<0}.

Y A

Quindi

/ 6zy dx dy :/ 6zy dx dy — (/ 6zy dx dy+/ 6y dx dy) .
Q Q A B
0 0 1.1° 11 .1°
/ 6zy dxdy =6 (/ xdx) (/ ydy> =6 [—xﬂ [—yQ] =24,
Q -2 -2 2 212 -2

ed essendo A un insieme y-semplice

Si ha che

0

-1 0 -1 -1
/ nydacdyz/ / 6xy dy dﬂc:6/ x [lyQ] dx = —12/ z(z+1)2de =
A —2 2(z+1) -2 2 2(x41) —2

-t 1 2 1,]7"
=—12/ (I3+2x2+x) de = —12 |=z* + 223 + =22 =1,
L 17 T3 Tt

-1 0
/nydxdy:/ (/ 6:17yd:z:> dy:/6xyd:z:dy:7.
B -2 2(y+1) A



Ne segue che

/6zydxdy/6:cydzdy</ 6xydxdy+/6zyd:cdy> =24 —14 =10.
Q Q A B

La risposta corretta e .

uiz 6. L’integrale di linea del campo vettoriale Fl(z,y) = (3 —zy”, y|4d—2" —y ungo 1l segmento di estremi ,0) e
iz 6. L’integrale di linea del iale I 3 2 yl4 — 2® — 5?]) lungo il seg di i 0(0,0
P(1,1) percorso da O a P vale

17 17 1 1
WY E-2 [@-L @ @

SVOLGIMENTO

Si ha che

Fl(:v,y):(3—xy2, y(4—x2—y2)) sex?+y? <4
F(z,y) = (3—ay® yld—a2>—¢?|) =
Fg(x,y):(?)—ny, y(m2+y2—4)) se 2 + 1% > 4.

11 segmento OP & tutto contenuto nella palla aperta Bs(0,0) di centro O(0,0) e raggio 2.

In questa palla il campo vettoriale F' & conservativo. Infatti, il campo F sulla palla & di classe C', la palla & semplicemente
connessa e, posto F' = (f1, f2), si ha che

0 0
W) € Ba0,0) D any) = 2oy = G2 (o),

Quindi per la Condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C! il campo F' & conservativo sulla palla.

Per le proprieta dei campi conservativi si ha che, se f € un potenziale di F sulla palla, allora I'integrale di linea di F' lungo
il segmento di estremi O(0,0) e P(1,1) percorso da O a P ¢ uguale a

f(1,1) = £(0,0).

Si osserva facilmente che un potenziale di F' su Bz(0,0) &

1 1
f(z,y) =3z — 5»’02y2 +2y* — Zy‘*-

Quindi I'integrale vale
17

f(l,l)—f(o,()):z.

La risposta corretta e .

Metodo alternativo. La curva parametrica v : [0,1] — R? definita da y(¢) = (¢,t) & una parametrizzazione del segmento OP
da O a P. Ne segue che, essendo F' = F} sul sostegno di v,

AF-dPZ/OlFl(v(t))-7’(t)dt=



essendo 7/(t) = (1,1) per ogni t € [0, 1],

Vie[0,1]:  Fi(y(t) -7 () = (3 — 13 t(4—2%) ) ((1,1) =3 — 33 + 4,

si ottiene

1
3 L7
= — 3 4 :|: I 22:| = —
/0(3 3% dt) di = (3t — ' 267 =

Quiz 7. Sia ¥ = {(x,y,z) ER: z=(x+y)® —-1<2<0, 0<y< fz}. L’integrale/
b

91 91 2 90
Al Blg a3 [Blg

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K —» R, z = (x + y)s, dove
K={(z,y) eR?®: -1<2<0, 0<y< —za}.

Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (x,
-8
Posto f(z,y,z) = c o , 81 ha che
VT128(z + y) 14 + 1
z — 8zy

128(z +y)4 +1
dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ definito da

do do 0
N(a,) = 22 (w0) A a—y(fc,y) ~ (-2

Quindi ||N(z,y)|| = v/128(z 4+ y)'* + 1. Ne segue che

z — 8xy

- / fdo = /K Flo(@, ) [Nz, )|l ds dy,

do vale

128(x+y)4+1

y, (z +9)%).

5 2 Y): —g—z(fc,y)ﬂ) = (=8(z+y)", -8z +y)",1).

/ o= [ fota) ING@ )l dedy = [ [+ )" o] dudy =

128(z + y)14 K

essendo K un insieme y-semplice si ottiene

/01 (/OI (& +y)® — 8zy] dy> dx/o1 B(z+y)94xy2]om dnc/o1 (%:pgél:rg) da =

0
1 91
= [——xs—x4] = —.
-1

La risposta corretta ¢ .

Az +1)y?
Quiz 8. La derivata della funzione f(z,y) = { (z+1)% +y?
7 se (z,y) = (—=1,0)

—Tx+3y se (z,y) # (—1,0)

vettore v = (—1,1)

non esiste.
vale 2.
vale 7.
@ vale 0.
vale 8.

SVOLGIMENTO

nel punto (—1,0) rispetto al

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (—1,0) rispetto al vettore v = (—1,1) &, se esiste in R, il limite

af( 1,0) = lim P10+ ) - 11,0 F((-1,0)+1(=1,1)) = f(~1,0)

f(—l—t,t)—f(—l,()) —

t—0 t t—0 t t—0

La risposta corretta e .

t




Versione V4

1
Quiz 1. Sia Q = {(ﬂc,y) eR?: 3~ 1<z<0, 2%~ 1<y< O}. L’integrale / 12zydxdy  vale
Q

[4]18.
[B]17.
[C]16.
[D] 20.
[E] 40.

SVOLGIMENTO
Osserviamo che Q = Q \ (AU B), dove Q = [-2,0]? e

A={(z,y) eR?: —2<z<-1, 2(z+1)<y<0}, B={(z,yeR?: —2<y<—1, 2(y+1)<z<0}.

Yy A

Quindi

/ 122y dx dy :/ 12xy dx dy — (/ 12acydxdy—|—/ 12xydﬂcdy> .
Q Q A B
0 0 0 0
L 5 L,
/12xyd:z:dy:12(/ :z:d:z:) (/ ydy>:12 {—z} [—y] =48,
Q -2 -2 2 ] 127 1,

ed essendo A un insieme y-semplice

-1 0 -1 -1
1
/ 122y dx dy = / / 122y dy | do = 12/ x {—y2] dx = —24/ x(x+1)%de =
A —2 2(xz+1) -2 2 2(z+1) —2

-1

1 2 1

= —24/ (963 + 222 + x) doe = =24 | =zt 4+ 223 + =22 =14,
o 4 3 2

-1 0
/ 12zy dx dy :/ / 12zy dx dyz/ 12zy dx dy = 14.
B -2 2(y+1) A

/9zydxdy:/9xydzdy—</ 9xydxdy+/9:z:ydxdy> =48 — 28 = 20.
Q Q A B

La risposta corretta & @ .

Si ha che

Ne segue che

n
Quiz 2. Siano (a,) una successione reale e .S,, = E ai. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
k=0

Se lima, = 0, allora lim S, = S € R.



o0
Se la serie Z an non converge, allora lim a,, # 0.
n=0 "
o0
Se non esiste lim a,,, allora la serie Z a, ¢ indeterminata.
" n=0
o0
@ Se la successione (5,,) ¢ illimitata, allora la serie Z a,, diverge.
n=0

oo
Se lima, = L < —1, allora la serie g an diverge.
n

n=0
SVOLGIMENTO
La risposta corretta e . Infatti, se lima, = L < —1, allora per la condizione necessaria per la convergenza di una
n
o0
serie, la serie Z a, non converge. Inoltre, per la definizione di limite, preso € = —L — 1 esiste ng € N tale che per ogni n € N

n=0
con n > ng si ha che |a, — L| <e=—-L—1,ovvero 1+ L < a, — L <—L—1, da cui segue che a,, < —L -1+ L=-1<0.
Quindi, eventuamente a parte un numero finito di valori di a,, risulta che a,, < 0. Ne segue che la serie di a,, ¢ a termini
negativi, e poiché non vale la condizione necessaria, risulta che questa serie diverge negativamente, e quindi diverge.

Le altre affermazioni sono errate. Infatti, la successione a,, = % ha limite zero ma la sua serie (serie armonica) diverge
0 sen e pari

< g . non ha limite ma la sua serie
1 sen e dispari

positivamente, e quindi e sono errate. Inoltre, la successione a,, = {

diverge, e quindi ¢ errata.

n

Infine, la successione S, = Z(—Q)k ¢ illimitata (infatti S, per n pari, S, Q—HI per n dispari) ma la serie
k=0
o0
2(72)" ¢ indeterminata perché la successione (S,) non ha limite, e quindi @ ¢ errata.
n=0

. . z + 8xy
uiz 3. Sia Y = {(z,y,2) eR®: z=(x+y)?, —1<y<0, 0<z<—y}. Linte rale/ do  vale
Q {(z,,2) (z +y) y y} gale | G T
110 2 111 111 59
—= ..C - - .E -
111 110 55 111
SVOLGIMENTO

La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, z = (z + y)?, dove
K:{(z,y)GRQ: 1<y <0, ngg—y}.

Quindi ¥ = 0(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,v,9(z,y)) = (z,y, (z + y)?).

z + 8xy

Posto f(x,y,z) =
f(@:9,2) 162(z +y)0 + 1

, si ha che

z + 8xy
162(z 4+ y)16 + 1

:/fw:/fw@wwN@www%
) K

dove N(x,y) & il vettore normale a ¥ definito da

do do dg
N@M%WMA@WM<5E

Quindi ||N(z,y)|| = 1/162(x + y)'6 4+ 1. Ne segue che

Z+8$y = o\x X X = i 9 X X =
l;Jﬁﬂgrgﬁ:TmﬂiAj((4M|N(wﬂd dy L@{<+y>+8y]ddy

essendo K un insieme z-semplice si ottiene

:/_01 (/O_y [(z +y)° + 8ay] dac) clyz/O [110($+y)10+4x yLy dy:/_o1 (4?/3—1—10910) dy =

(mw,ggamﬁ><9@+yﬁwx+w%n.




La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano 2 C R3 un aperto non vuoto e F : O — R un campo vettoriale di classe C' in Q.
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se F' non e irrotazionale in €2, allora F' non & conservativo in 2.

Se F' ¢ irrotazionale in €, allora F' & conservativo in 2.

Nessuna delle altre e corretta.

@ Se F' non ¢ conservativo in €2, allora {2 non e semplicemente connesso.

Se €2 non e semplicemente connesso, allora F' non & conservativo in ).

SVOLGIMENTO

Per la Condizione necessaria per i campi vettoriali conservativi di classe C!, se F & conservativo in 2, allora F &
irrotazionale in ). Ne segue che se F' non ¢ irrotazionale in €, allora F' non e conservativo in €. La risposta corretta & .

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = (2 —xy?, y ‘4 —x? - yQD lungo il segmento di estremi O(0,0) e
P(1,1) percorso da O a P vale

7
s
|B]o.

SVOLGIMENTO

Si ha che

Fl(z,y):(Q—zyQ, y(4—z2—y2)) sex?+y?2 <4
F(z,y)=(2—ay® y|d—2>—¢?|) =
Fg(x,y):(2—acy2, y(x2+y2—4)) se 2 + 1% > 4.

Il segmento OP ¢ tutto contenuto nella palla aperta Bz(0,0) di centro O(0,0) e raggio 2.

In questa palla il campo vettoriale F' & conservativo. Infatti, il campo F sulla palla & di classe O, la palla & semplicemente
connessa e, posto F' = (f1, f2), si ha che

0 0
W) € Ba00) D any) = 2oy = G2 (o),



Quindi per la Condizione sufficiente per i campi vettoriali di classe C! il campo F' & conservativo sulla palla.

Per le proprieta dei campi conservativi si ha che, se f & un potenziale di F sulla palla, allora 'integrale di linea di F' lungo
il segmento di estremi O(0,0) e P(1,1) percorso da O a P & uguale a

Si osserva facilmente che un potenziale di F' su Bz(0,0) &

1 1
flz,y) =22 — 53623/2 +2y° — Zy“-

Quindi I'integrale vale
13
F1,1) = £0,0) = -

La risposta corretta & .

Metodo alternativo. La curva parametrica v : [0, 1] — R? definita da (¢) = (¢,t) ¢ una parametrizzazione del segmento OP
da O a P. Ne segue che, essendo F' = F sul sostegno di 7,

AF-dPZ/OlFl(v(t))-7’(t)dt=

essendo 7'(t) = (1,1) per ogni t € [0, 1],

Vie[0,1]:  F(y() 4 () = (2 — 8t (4— 2t2)) J(1,1) =2 — 363 4+ 4t
si ottiene
/1 (2 - 3% + 4t) dt = [2t—§t4+2t2r _
A B 4 o 4

6 Sin—2
n

(n+1) 1og2 (n+1)

~  6nt—n

Quiz 6. La serie numerica

n=3

converge ad un numero reale S < 0.
diverge negativamente.
diverge positivamente.

@ converge a 0.
converge ad un numero reale S > 0.

SVOLGIMENTO

Utilizzando lo sviluppo di Maclaurin della funzione sin z si ha che

1
6n* —n° sing2 =6n* —nS {%3—2+0<—6>} = 6n* — 6n* +36 + o(1) = 36 + o(1), n — +00.
n n n n
Quindi
6nt —nb sinﬁ 36
~ n — +00.

(n+1log*(n+1) (n+1)log* (n+1)
Quindi la serie data ¢ a termini positivi.
1
Consideriamo la funzione f(z) = 5 definita su [3,4+00). Questa funzione ¢ positiva e decrescente.
(x 4+ 1)log” (z+ 1)
Valutiamo la convergenza dell’integrale improprio

+oo +oo 1
/3 fla)de :/3 (x4 1)log? (z + 1) de.

_ . _ 1 .
Posto ¢ = log (z + 1), da cui dt = 175 dx, si ha che

+o00 1 c 1 log (c+1) 1 +o0 1
3 (x+1)log” (z + 1) c=+too f3 (z+1)log” (x + 1) =+ J1og4 t loga t




oo

36
che converge. Quindi, per il Criterio di Maclaurin la serie Z 5
2 (n+ Dlog? (n+ 1)

del Confroto asintotico la serie data converge ad un numero reale S > 0. La risposta corretta e .

converge e di conseguenza per il Criterio

622 (y + 1
_ | | WD se -9y se (wy) £ (0,-1)
Quiz 7. La derivata della funzione f(z,y) = ¢ 2>+ (y+1)

9 se (z,y) = (0,-1)

nel punto (0, —1) rispetto al

vettore v = (1,—1)

vale 11.
vale 0.
vale 3.
[D] vale 9.
non esiste.

SVOLGIMENTO

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (0, —1) rispetto al vettore v = (1, —1) ¢, se esiste in R, il limite

Of (0 1) — i 7.1+ w) ~s0,-1) . F(0.-1) + 11 -1) -~ f0.-1) 10— f0-1)

ov t—0 t t—0 t t—0 t

La risposta corretta ¢ .

8
(@ +y7 +27)

Quiz 8. Sia R > 0. Il flusso uscente del campo vettoriale F'(x,y, z) = (z,y, z) dal bordo di

3/2

Q={(z,y,2) ER3: 22492+ 22 SRQ} vale

0. 167. 64m. [D]32n. 24r.

SVOLGIMENTO
Si ha che dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e quindi Q Z dom (F) mentre 9Q C dom (F).

Il bordo di Q & la superficie sferica di centro lorigine e raggio R nello spazio R3. Una parametrizzazione di 0§ &
o :[0,7] x [0,27] — R? definta da
o(9,¢) = (Rsindcosp, Rsindsing, Rcosd).

Quindi, posto K = [0, 7] x [0, 27], si ha che

/ F-nda:/F(a(ﬂ,go))-N(ﬂ,tp)dﬂdgo,
o9 K

dove N ¢ un vettore normale a 92 uscente da ). Un vettore normale a 0f2 &

i j k
N, (0, p) = %(19, @)Ag—o (J,¢) = | Rcosdcosyp Rcosdsing —Rsind | = (R*sin® 9 cosp, R*sin® ¥sinp, R*sind cosv).
P
—Rsinvsing Rsindcosy 0
Osserviamo che questo vettore & uscente da 2. Infatti, scelto ad esempio (Yo, o) = (7/2,7/2), si ha che
0—(1905 500) = O'(7T/2,7T/2) = (05 Rv O)a Na'(ﬁ()a 500) = NU(W/Q,TF/Q) - (05 RQ, 0)

Disegnando la sfera Q e applicando il vettore N, (%9, ¢o) nel punto o(dg, ¢o) si osserva che questo vettore punta verso I’esterno
di Q. Quindi prendiamo N (9, ¢) = N, (9, ¢).

Si ha che

F(o(¥,¢))  N(¥,¢) = F(Rsind cosp, Rsindsing, Rcosd) - (R?sin® 9 cosp, R?sin® ¥sing, R?sind cos ) =



= 8 Rsind cosp, Rsindsing, Rcos?) - (R?sin® ¥ cos ¢, R%sin® ¥sin p, R%sind cosd) =
R? 4
= 8sin.
Ne segue che
/ F~nd0:/ F(J(ﬂ,gﬁ))~N(19,ga)d19d<p:/ 8sinv dddy =
a9 K K

essendo K un rettangolo con lati paralleli agli assi 9 e ¢ e la funzione integranda prodotto di una funzione di ¥ e una di ¢,
si ottiene

= 167r/ sin ¥ dd = 32m.
0

La risposta corretta ¢ @ .




