Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 16 giugno 2021 ore 12
ESAME ONLINE

Versione: V1

n? sin (nm) + TnP

o0
Quiz 1. Siano p,q € R. La serie numerica Z

— 2n3 +5
@ converge se e solo se p+ ¢q < 2.
converge se e solo se ¢ < 2, per ogni p € R.
converge se e solose p<2eq < 2.
converge se e solo se p < 2, per ogni ¢ € R.
non converge per ogni p,q € R.
SVOLGIMENTO

Poiché per ogni n € N si ha che sin (n7) = 0, la serie diventa

o0 o0

Z n? sin (nm) + 7P Z nP
2n3 45 L= 2m3+5
n=1 n=1
e quindi e a termini positivi.
Poiché
P 7
M3 +5 2 n3p’ mor oo
o0
e poiché la serie armonica generalizzata Z 35—, converge se e solo se 3—p > 1, ovvero per p < 2, per il Criterio del confronto
n
n=1

asintotico la serie data converge se e solo se p < 2, per ogni g € R.

La risposta corretta e .

Quiz 2. Sia f: R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione g : [—7, 7] — R definita da

2
Z(r+n)? se-—m<2<0
™
g9(@) =19
Z(x—7)? se0<x<m.
™
Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e
8 12
Py(z) = —cosxz + — sinz.
™ ™
8
Py(xz) = —cosx.
™
2 12
P (z) = -m+ —sinz.
3 ™
2 8 12
@ Pi(z) = -7+ —cosx + —sinx.
3 s 0
2 8
Pi(z) = §7T—|— —cosz.
SVOLGIMENTO

La funzione f & periodica di periodo 27 e continua in [—7, 7], quindi integrabile in [—, 7]. Inoltre, essendo g pari, anche
f & pari e quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &

Py(z) = ag + a; cos z,

dove L -
ap = 5— f(z)dx, ay = — f(x) cosz du.
27T —r T -



Per la “parita” di f si ha che

1 [T 1 [ 2 , 2 1 7 2
ao = 5 7ﬂf(x)dx:;/o ;(I*T() dzﬂ_2[3(x7r)]037r,
1 (7 2 (M2 4 [T
ap = — f(ac)cosxdx:f/ Z(x —m)? cosxdq::—z/ (x — )2 coswdr =
v - v 0 v T 0

integrando per parti

- % ([(x—w)Qsinm};r —Q/OW(x—W)sinatd:v> -

- ([ [ ) -

8 T 8
=—-— (—w—i— {smx} ) = —.
m 0 m

integrando nuovamente per parti

Quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e

2
Pi(x) = 3™ + —cosz.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 3. Sia Q = {(;my,z) eER?: 224+ 9y2+22<10, 2> 2+ /a2 +y2}. L’integrale / (x2 +y2)4zd$ dydz vale
Q

14
ﬁﬂ'.
23
330™
23
33™
28
ﬁﬂ.
7
T

=] (5] [&] =

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con ’asse z si ottiene
/ (x2 + y2)4zdxdydz = / p° zdpdd dz,
Q 9%

dove € C R3 & l'insieme € scritto in coordinate cilindriche. Si ha che

p2—|—22§10 .
24+ p<2z2<4/10—
( Jen 22+ y?+22<10 2>24p p=== P
x,Y,2) € <~ — 0 1
2> 24 /22 42 p=0 "
0<v<2mr
0<9¥<2r

Quindi
Q’:{(p,ﬁ,z)eRS: 0<p<1,0<9<2m, 2+p§z§\/107p2}.

Integrando prima per fili paralleli all’asse ¢ si ha che
/ (J:2 —|—y2)4zdajdydz = / P’ zdpdddz = 27r/ p)zdpdz =
Q o D

dove D = {(p, 2)ER?: 0<p<1, 24+p<2<4/10-— p2} che ¢ un insieme z-semplice, e quindi si ottiene

1 10—p2 1 1 10—p2 1
=27T/ / P zdz dp:27r/ 0’ [22] deﬂ'/ p” [10 = p* — (24 p)*] dp =
0 24p 0 2 Jotp 0

Loo3

Lo 10 11 31w 4 1
=T (Gp —4p —2p ) dp=m|-p" ——p  —=p = 330™
0 0

5 11 6



La risposta corretta e .

Quiz 4. L’area della superficie ¥ = {(x,y, 2)eR3: 2=2 (m2 — y2) +5, 22 +9% < 1} vale
u
13
E?T.
B
6

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = /2 (a:2 — y2) + 5, dove

K={(z,y) eR*: 2*+y*<1}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(z,y)) = (J;,y, V2 (x2 - y2) + 5).
Ne segue che l'area di ¥ ¢ data da
A) = [ NG dedy,
dove N(x,y) € un vettore normale a ¥. Un vettore normale a ¥ in o(x,y) &

NGe) = G A 5o = (=520~ 5o 1) = (<2vBn, 2VEn 1) = ING)| = VIS )

Ne segue che

A®) = [ IN@)dedy = [ VTFSET ) dudy
K K
passando in coordinate polari
= / pV 14+ 8p2dpdy =
K/
essendo K’ = [0, 1] x [0, 27] si ottiene
1

1
1 13
= 27r/ p\V/1+8p2dp =27 [24 (1+ 8p2)3/2] ="
0

o 6

La risposta corretta e .

Quiz 5. 1l campo vettoriale F'(z,y) = (32y — [V — y*|, 22y — |y — 2®|) & conservativo sull’insieme
R2.

ER*: y<Va}

ER?: y>ad}

(D] {(z,y) e R?: o* <z < Yy}

{(z,y) eR?: 2% <y < Va}.

SVOLGIMENTO
Osserviamo che dom (F) = {(z,y) € R? : x> 0}. Posto F = (f1, f2) si ha che

oy 322 — 2y se T <y’ Ox 2y — 322 sey < 5.

afl(gcy _{3x2+2y se 1 > y? af2(:13 y)_{2y+3x2 sey > a3
Quindi

z > y?
oh (z,y) = Of2 (z,y) = ve>y — 2®<y< V.
Jy ox y > 23



Poiché I'insieme {(m, y)eR?: P <y< {75} ¢ semplicemente connesso, si ha che F' ¢ conservativo su questo insieme. La

risposta corretta e .

Quiz 6. L’equazione del piano tangente al grafico della funzione f(z,y) = 2/22 4+ y2 + 3log (1 + zy) nel punto (5, 0, f(5, 0))
&

z =15z + 2y.
2= 2.
2 =15y.
(D] z =2z + 15y
2= 2z — 15y.

SVOLGIMENTO

Il dominio di f & dom (f) = {(z,y) € R?: zy > —1}. Inoltre f & di classe C' in {(z,y) € R\ {(0,0)} : xy > —1}.
Poiché (5,0) appartiene a questo insieme, il piano tangente al grafico di f in (5, 0, f(5, 0)) ¢ dato da

_ of 54
Si ha che of 5 5 of 5 5
_ Yvr _ z Y oy . Y T
1(5,0) =10, oz (z,9) /22 1 42 1 +ay’ dy (z,9) /22 1 42 1 +ay

Quindi

of of

—_— = 2 —_ == 1 .

530 =2 5.(5,0)=15

Ne segue che il piano tangente ¢ z = 2z + 15y.

La risposta corretta ¢ @ .

Quiz 7. Siano ¢ : R — R una funzione di classe C' tale che ¢'(t)t + 3¢p(t) = 3t, F : R® — R® il campo vettoriale
Fz,y,2) = ¢ (@3, 2)]1) (@,9, 2), dove ||(w,y, 2)l| 2 la norma di (z,y,2) nR?, e Q = {(w,,2) € R+ 1< a? 4y +22 <4},

I1 flusso uscente di F' dal bordo di Q2 vale

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' ¢ di classe C' in R3 \ {(0,0,0)}. Poiché Q C R3\ {(0,0,0)}, per il Teorema di Gauss (o della
divergenza), il flusso uscente di F' dal bordo di §2 & uguale a

/ F-ndo = / divF(z,y, z) dx dy dz,
o Q
dove divF ¢ la divergenza di F'. Posto F = (f1, fa, f3), si ha che
Fle.y.2) = o(I@y.20) @y = F@y2) = (eo(l@y2l)ze(I@nl) v e(l@nl) ) =

Ay =e(l@y )2 L@y =e(l@y2l)y fhy2) =e(l@y 1) =
Quindi per la Regola della Catena

i 0fi 0f2 0f3
3. — a 2 =
V(z,y,2) e R”: divF(z,y,2) = o (z,y,2)+ Dy (z,y,2)+ P (z,y,2)



2

= (12 2)) 1o+ (1) 1o+ () o+ 302 =

||2 si ottiene

=& (@9, 2)1) @y, 2)1 + 30 (I, 2)])-

essendo 22 + y2 + 22 = ||(z, v, 2)

Ne segue che
| Fondo = [ aivPay s dedyas = [ (12l )l + 3 (1w 2)1)] dedyas =
passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che ||(z,y, z)|| = p e 'integrale diventa
= / [w’(p)p + 3@(/))} p*sind dp di dp =
con ' = [1,2] x [0, 7] x [0,27], ed essendo per ipotesi ¢’ (t)t + 3p(t) = 3t, si ottiene
= %/Q/ p3sind dpdd dp =

essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥, ¢ e la funzione integranda prodotto di tre funzioni ciascuna
in una sola delle variabili, si ottiene

2 T 1 2 15
:ﬂ'(/ pgdp> (/ sinﬂdﬁ):ﬂ{pﬂ [—Cosﬂ]g:fﬂ'.
1 0 47 |, 2
La risposta corretta e .

Si osserva che una funzione ¢ : R — R che verifica la relazione

O ()t + 3p(t) = %t

esiste. Infatti, per t = 0 deve essere ¢(0) = 0, mentre se ¢ # 0 la relazione equivale a

P = 20t + 5

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine il cui integrale generale ¢ dato da

o(t) = e (/ % e AW dt) ,

dove A & una qualunque primitiva di a(t) = —2. Presa A(t) = —3log [¢| si ha che

1 1 1 /1
1) = A(t) /7 —A(t) di )| = —3log [t] 7/ 3log [t] di ) = — 7/ tSdt —
plt) =M ([ e ‘ 2 e (5 )1

procedendo per ¢t > 0 (analogamente per ¢t < 0) si ottiene

1/1,
t3 (St +c> ceR.

Per ¢ = 0 si ottiene la funzione ¢(t) = it che ¢ definita e di classe C! su R, ¢(0) = 0 e evidentemente verifica 'uguaglianza.

Quiz 8. Siano f : R? — R una funzione e (zo,yo) € R%. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Se esiste il gradiente di f in (xo,yo), allora f & differenziabile in (zq, yo).

Se f non e differenziabile in (xq,yo), allora f non & continua in (xg,yo)-

Se f & continua in (zo,yo), allora f & differenziabile in (¢, yo).

@ Se esiste il gradiente di f in (xg,yo), allora f & continua in (z, yo).

Se f & differenziabile in (zg, yo), allora f & continua in (zg, yo).

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale per funzioni di pitt variabili, se f ¢ differenziabile in (z¢, yo), allora f & continua
in (xo,y0). La risposta corretta & .




Versione V2

o nd cos [(Zn + 1)%] +5n3

Quiz 1. Siano p,q € R. La serie numerica

= 2nP 4+ 5
non converge per ogni p,q € R.
converge se e solo se ¢ > 4, per ogni p € R.
converge se e solo se p >4 e q > 4.
@ converge se e solo se p+ g > 4.
converge se e solo se p > 4, per ogni q € R.
SVOLGIMENTO

Poiché per ogni n € N si ha che cos [(Qn + l)g} = 0, la serie diventa

o n? cos [(Qn + 1)%} + 5n3 B i 513
2nP + 5 L omp 45

n=1 n=1

e quindi & a termini positivi.

Poiché
5n3 5 La
~ = n 00
2nP +5 2 np=3’
o0
e poiché la serie armonica generalizzata Z -3 converge se e solo se p—3 > 1, ovvero per p > 4, per il Criterio del confronto
o
n=1

asintotico la serie data converge se e solo se p > 4, per ogni q € R.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 2. Sia f: R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione ¢ : [—7, 7] — R definita da

fé(a:+7r)2 se —m <z <0
7r

gl) =9 4
—Z(x—7)? se0<ax<T.
7r
Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &
12 18
@ Py(x) = —m— —cosz — —sinz.
™ 7r
12
Py(z) = —— cosz.
™
18
Py(z) = —m — —sinz.
™
12
Py(z) = —m — — cosz.
7r
12 18
Py (z) = —— cosx — — sinx.
T T
SVOLGIMENTO

La funzione f & periodica di periodo 27 e continua in [—, 7], quindi integrabile in [—, 7]. Inoltre, essendo g pari, anche
f & pari e quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &

Py(z) = ag + a; cos z,

dove L -
ap = 5— f(z)dx, ay = — f(x) cosx du.
o T )

Per la “parita” di f si ha che

ap = L : f(z)dx = 1/; {3(:5702} dr = f% [1(x7r)3]7r = —m,

2T ™



alzl/ f(x)cosxdx:g/ {S(xw)z cosx} dx:f%/ (x — )2 coszdx =
0 ™ Jo

T J)_r m ™

s ({(x_ﬂ_)gsinm}z_Q/OW(x—ﬁ)sinmdx> _

12 w T
= ([—(x—ﬂ')cosxh —|—/0 cosxdx) =

12 . W 12
:—2(—7r+ [smm} ) =—-——.
T 0 7r

integrando per parti

integrando nuovamente per parti

Quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e

12
Py(z) = —m — — cosz.
T

La risposta corretta e .

Quiz 3. Sia Q = {(%y,z) ER3: 22 492 +2%2<26, 2> 44 /a2 +y2}. L’integrale / (z® +y2)4zdx dydz vale
Q

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con ’asse z si ottiene
/ (m2 + y2)4zdxdydz = / 0’ zdpdd dz,
Q o2

dove € C R3 & l'insieme € scritto in coordinate cilindriche. Si ha che

p° 4 22 < 26
) ) ) 44+ p<z2<4/26— p?
( ) e e +y +2° <26 z>44p
x,Y,%) € = —
224+ /22 +y? pz=0
.
0<d9 <21 o

Quindi
Q/:{@,ﬁ,@eﬂ@: 0<p<1,0<9<2m 4—|—p§z§\/26—p2}.

Integrando prima per fili paralleli all’asse 9 si ha che
/ (J:2 —|—y2)4zd33dydz = / P’ zdpdddz = 27r/ p)zdpdz =
Q o D

dove D = {(p7 2)ER?: 0<p<1, 4+p<2<4/26— p2} che ¢ un insieme z-semplice, e quindi si ottiene

26—p?

1 \/26—p? 1 1 1
=2ﬂ'/ / P zdz dp=27r/ p° [z2] dpzﬂ'/ p° [26—p2—(4+p)2] dp =
0 4+p 0 2 4+p 0

1 8 1,1t 7
_ 100° — 8010 — 92,11 g, — 10 1 _ Loz )
w/o (10p” — 8p p't) dp=m|p R R

La risposta corretta ¢ .




1
Quiz 4. L’area della superficie ¥ = (z,y,2) € R3: z2=2(y2 —22) +3, 22 +¢y> < = vale
2

13

F’]T.
F’ﬂ'.
Lk

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 2 (y2 — xz) + 3, dove

K:{(x,y)6R2: x2+y2<1}.

2

Quindi ¥ = 0(K), dove 0 : K — R® ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (z,v,2 (y* — 2?) + 3).
Ne segue che l'area di ¥ e data da

A®) = /K IN (2, y)]| da dy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥.. Un vettore normale a ¥ in o(z,y) €

do 90 oy = (~99 . 09 _ (4o — _ T2
) = (- e~ S e)1) = o —ap ) = NG| = VIF I )

= 7(‘T7y) A

N(z,y) o

Ne segue che
A(E):/ HN(Q:,y)Hd;L’dy:/ V1+16(x? 4 y2) dz dy
K K

passando in coordinate polari

= / pV1+16p2dpdd =
K/

essendo K’ = [0, ﬁ} x [0, 27] si ottiene

2

[S

> 13

.
12

V2
= 1
- 27r/ o1+ 16p2dp = 21 [48 (1+16p2)%°
0

0

La risposta corretta & .

Quiz 5. Il campo vettoriale F(z,y) = (2zy — |z — y°|, 3zy® — |\/y — 2°|) & conservativo sull’insieme

{(z,y) eR?*: 2* <y < Vz}.
{(z,y) eR?: z< V)
{(x,y) eR?: > yg}.
@ {(z,9) eR?: y* <z < ¢y}
R”.
SVOLGIMENTO
Osserviamo che dom (F) = {(z,y) € R*: y > 0}. Posto F' = (fi, f2) si ha che
of1 2z + 3y% sex >y’ O fa 3y% + 2z Se\/g7>x2
7($,y = 7("1;73/) = 2 5
dy 2z — 3y? sex <y, Ox 3y® — 2z se \Jy < z”.
Quindi
Oh Of» >y’

= <<y

7y<x,y):87($,y) Aand {\/:lj>.’)3‘2



Poiché 'insieme {(m,y) cR?: yP<a< {717} ¢ semplicemente connesso, si ha che F' ¢ conservativo su questo insieme. La

risposta corretta e @ .

Quiz 6. L’equazione del piano tangente al grafico della funzione f(z,y) = 2+/22 4+ y2 + 3log (1 + zy) nel punto (0, 5, £(0, 5))
&

2= 15z + 2y.
2 =15z
=12y
(D] z =2z + 15y.
2= 15z — 2y.

SVOLGIMENTO

Il dominio di f & dom (f) = {(z,y) € R*: xy > —1}. Inoltre f ¢ di classe C' in {(x,y) € R\ {(0,0)}: xy > —1}.
Poiché (0,5) appartiene a questo insieme, il piano tangente al grafico di f in (07 5, £(0, 5)) ¢ dato da

z= f(0,5)+ %(0,5)3@ + %(0,5)(1; —5).
Sitha che of 2% 3y of 2 32
£(0,5) =10, %(x’y):\/m—i_l—kxy’ Fy(x’y):\/m—i_l—kxy'
Quindi
%(0,5) =15, 2—5(0,5) =2.

Ne segue che il piano tangente ¢ z = 15z + 2y.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 7. Siano ¢ : R — R una funzione di classe C' tale che ¢/(t)t + 3¢p(t) = it, F : R® — R? il campo vettoriale
Fz,y.2) = ¢ (@3, 2)]1) (@,9, 2), dove ||(z,y, 2)|| 2 la norma di (z,y, =) nR?, e Q = {(w,y,2) € R : 1< a4y +22 <0},

11 flusso uscente di F' dal bordo di Q2 vale

0.

I gﬂ?
5

C @77.
3
D]

a2

SVOLGIMENTO

Poiché ¢ ¢ di classe C! in R, il campo vettoriale F' & di classe C! in R?. Per il Teorema di Gauss (o della divergenza), il
flusso uscente di F' dal bordo di €2 ¢ uguale a

/ F-ndo= / divF (z,y, z) dx dy dz,
0 Q
dove divF ¢ la divergenza di F. Posto F = (f1, fa, f3), si ha che
Flo.y,2) = o(l@y. ) @y2) = Fap2) = (o(l@yl)z e(l@y2l) v e(l@yl)z) =

Ay, = o(l@y )z Ly =e(l@l)y fy.2) =e(l@y)]) 2



Quindi per la Regola della Catena

Wops) €B divF(np.2) = S 2) + S (00,0 + 52w =
2 2 2
& (w2 1y ¢ (e ) o + 9 (1w w21 ey + 3ol 2)l) =
essendo 22 + y? + 2% = ||(z, y, )||2 si ottiene

=& (@9, 2)1) @y, 21 + 3 (I, 2)])-

Ne segue che

/6]QF~nd0 = /QdivF(gc,y,z) dxdydz = /Q [ap’(”(sc,y,z)”) Iz, y, 2)| +3<p(\|(x,y,z)||)} dx dydz =

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che ||(z,y, z)|| = p e 'integrale diventa
= / {w/(p)p + 3w(p)} p2sind dpdd dp =
Q/

con ' = [1,3] x [0, 7] x [0,27], ed essendo per ipotesi ¢’ (t)t + 3p(t) = 1t, si ottiene
1
= 7/ psinddpdd dp =
3 Q/

essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥, ¢ e la funzione integranda prodotto di tre funzioni ciascuna
in una sola delle variabili, si ottiene

2 5 4 2 1 ,]° 80
== d sinddd | = S [=p*| [—cos¥], = —.
377(/1p p) (/o sin ) 377{4,0]1[ cos ]0 377
La risposta corretta ¢ .

Si osserva che una funzione ¢ : R — R che verifica la relazione

P (1)t +3plt) = 1

esiste. Infatti, per ¢t = 0 deve essere ¢(0) = 0, mentre se ¢ # 0 la relazione equivale a
1

P =~20) + 5

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine il cui integrale generale & dato da

o(t) = €AW ( / é ) dt) ,

dove A & una qualunque primitiva di a(t) = —2. Presa A(t) = —3log [¢| si ha che

1 1 . 1 1
Qﬁ(t) — GA(t) (/36A(t) dt> _ 67310g|t\ <3/6dlog|t dt) — W <3/|t|3 dt) _

procedendo per ¢ > 0 (analogamente per ¢ < 0) si ottiene

1 1
_<12t4+0), CER.

Per ¢ = 0 si ottiene la funzione ¢(t) = 5t che ¢ definita e di classe C* su R, ¢(0) = 0 e evidentemente verifica 'uguaglianza.

Quiz 8. Siano f : R? — R una funzione e (z9,%) € R?. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Se esiste il gradiente di f in (xg,yo), allora f ¢ differenziabile in (zo, yo).

Se f non & differenziabile in (xg,yo), allora f non ¢ continua in (xg,yo)-

Se f & continua in (zo, o), allora f & differenziabile in (o, yo).

@ Se esiste il gradiente di f in (zg,yo), allora f & continua in (xq,yo).

Se f non & continua in (xg,yo), allora f non e differenziabile in (xq, yo).

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale per funzioni di piu variabili; se f non & continua in (xg,yo), allora f non &
differenziabile in (zg,yo). La risposta corretta & .




Versione V3

o0
. . . . nP sin (nm) + 9nd
Quiz 1. Siano p,q € R. La serie numerica g (n)

— 5nt + 2
non converge per ogni p,q € R.
converge se e solo se p < 3, per ogni ¢ € R.
converge se e solo se p < 3 e q < 3.
converge se e solo se p+ ¢ < 3.
@ converge se e solo se ¢ < 3, per ogni p € R.
SVOLGIMENTO

Poiché per ogni n € N si ha che sin (n7) = 0, la serie diventa

o0

>, nP sin (nm) + 9nd Ind
g 5nt 4+ 2 T; 5nd +2

e quindi e a termini positivi.

Poiché
Ind 9

5t +2 5 pi-a’
1

n — +00

o0

e poiché la serie armonica generalizzata E

, converge se e solo se 4—q > 1, ovvero per q < 3, per il Criterio del confronto

n= 1
asintotico la serie data converge se e solo se ¢ < 3, per ogni p € R.

La risposta corretta e @ .

Quiz 2. Sia f: R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione g : [—7, 7] — R definita da

4
f(x—l—W)Q se —1<z<0
7r

g(x) =
4 2
—(z—m)° sel0<z<m.
™
Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &
4 16 24
Pi(z) = -m+ —cosx + — sinx.
3 s 7r
16
@ Py(x) = — cosx.
T
4 24
Py(x) = §7r—|— ?sinx.
4 16
P (z) = §7T+ — cosz.
16 24
Py(z) = —cosz + —sinx.
™ T
SVOLGIMENTO

La funzione f & periodica di periodo 27 e continua in [—7, 7], quindi integrabile in [—m, 7]. Inoltre, essendo g pari, anche
f & pari e quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &

Py(z) = ag + a; cos z,
dove

ap = — f(x)dx, a; = — f(x) cosx du.

2 J_, T



1 (7 2 (T4 8 [T
alzf/ f(ac)cosxdx:f/ —(x —m)? cosxdm:—Z/ (x — )2 coswdr =
v - v 0 v T 0
= % ({(x—ﬂ')zsinm};r—Q/o (l‘—ﬂ')Sin:EdI) =

16 ™ T
= ({—(m—w)cosx}o +/0 cosxdm) =

= E (—r+ [sina:];T) = 17r—6

T2

integrando per parti

integrando nuovamente per parti

Quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f ¢

4 16
Py(x) = 37 + — cosT.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 3. Sia Q = {(x,y,z) ER?: 2?2+ 9y24+22<10, 2> 24 /a2 +y2}. L’integrale / (332 +y2)5zdmdydz vale
Q

o8
™
9
2™
9
™
9
u"
7
=™

EINEIREIRETNS

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con 1’asse z si ottiene
/ (502 + y2)5 zdr dydz = / Pt zdpdd dz,
Q Q

dove ' C R3 & l'insieme £ scritto in coordinate cilindriche. Si ha che

p2+z2§10 .
+p<z2<4/10—
( Jea 22+ 9%+ 22 <10 2>24p P=z= P
T,Y,2) € <~ — — 0<p<1
222422 +y? p>0 =P
0 <9< 2m.
0<9¥<2r

Quindi
Q’:{(p,ﬁ,z)em?’: 0<p<1,0<9<2m 2—|—p§z§\/10—p2}.

Integrando prima per fili paralleli all’asse ¢ si ha che

/(x2+y2)52da:dydz=/ p”zdpcwdz:%/ pHzdpdz =
Q o b

1 10—p2 1 1 10—p2 1
= 27r/ / pMzdz | dp = 27r/ ptt {22} dp = 7r/ p't[10—p* — (24 p)?] dp =
0 24p 0 22 P 0

W/1(6p114p122p13) dpen iz A Lol _ 9
0 2 13 0], 1827

dove D = {(p, 2)ER?: 0<p<1,2+4+p<z2<4/10-— p2} che ¢ un insieme z-semplice, e quindi si ottiene

La risposta corretta e .




Quiz 4. L’area della superficie ¥ = {(x,y,z) eR3: 2=2 (a: —y ) +7, 22 +9% < ;} vale

= &) (=] 5] [
&
3

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 2 (ac2 — yz) + 7, dove

K{(z,y)ERQ: x2+y2§;}.

Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R® ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (z,4,2 (z* —y?) + 7).
Ne segue che 'area di ¥ e data da
A®) = [ NGy d
K

dove N(z,y) € un vettore normale a ¥. Un vettore normale a ¥ in o(x,y) €

oo oo < Og

7]
NGea) = o) A G ) = (= 52 = §hoa) 1) = (o 1) = NGl = VIT 06T 97,

Ne segue che
%) = [ NGl dedy = [ VIFI60E ) dedy
K K

passando in coordinate polari

= / pV1+16p2dpdd =
K/
essendo K’ = [0, \/g} x [0, 27| si ottiene
Vi | VI
= 271'/ 1+ 16p%2dp =27 [48 (1 + 16p2)3/2 = ET{'
0 0

La risposta corretta e @ .

Quiz 5. Il campo vettoriale F(z,y) = (|y* — Vx| — 327y, |2® — y| — 2zy) & conservativo sull'insieme
N|{(z,y) eR?: y> 2’}

R] {(z,y) e R*: y< Va}.

P] {(z,y) eR?: 2% <y < ¥z}

(D] {(z,y) eR?: o* <z < Yy}

R2.

(
(

SVOLGIMENTO
Osserviamo che dom (F) = {(z,y) € R? : x> 0}. Posto F = (f1, f2) si ha che

ofr 2y — 322 sey? >z Ofs 322 -2y  sead >y
87(3773/) = 9 2 87(377y = 9
Yy —2y — 3x°  se y® < +/x, z —32%2 -2y sead <y.
Quindi
of Of2

— 2P<y<Va

{y2<\/5

Ty(x’y) = %(x,y) 23 < y



Poiché I'insieme {(m, y)eR?: P <y< {75} ¢ semplicemente connesso, si ha che F' ¢ conservativo su questo insieme. La

risposta corretta e .

Quiz 6. L’equazione del piano tangente al grafico della funzione f(z,y) = 4v/22 + y? + 5log (1 + xy) nel punto (2, 0, f(2, 0))
&

[D] z =10z +4y.
2 =4z
2= 10y.
z = da + 10y.
2 =da — 10y.

SVOLGIMENTO

11 dominio di f & dom (f) = {(z,y) € R?: zy > —1}. Inoltre f & di classe C' in {(z,y) € R*\ {(0,0)}: zy > —1}.
Poiché (2,0) appartiene a questo insieme, il piano tangente al grafico di f in (27 0, f(2, 0)) ¢ dato da

of of
= f(2,0) + z=(2,0)(x — 2) + ==(2,0)y.
2= £20)+ 20w =2 + F 2.0
Si ha che of A . of A .
x Yy Yy x
270 == 8’ _— s = , 7 , —
12,0 or = T Ve YT Jage T T ey
Quindi
of of
—(2,0)=14 —(2,0) =10.
ax( ) ) ) 8y( ) )
Ne segue che il piano tangente ¢ z = 4z + 10y.
La risposta corretta ¢ .
Quiz 7. Siano ¢ : R — R una funzione di classe C! tale che ¢/(t)t + 3¢p(t) = —3t, F : R® — R3 il campo vettoriale

Fa,y,2) = o (@9, 21l (@,9, 2), dove |(z,y, 2)|| ¢ ]a norma di (w,y,2) in R, e @ = {(w,,2) € B®: 1< a®+ %+ 22 <4},

11 flusso uscente di F' dal bordo di Q2 vale

SVOLGIMENTO

Poiché ¢ ¢ di classe C! in R, il campo vettoriale F' & di classe C! in R3. Per il Teorema di Gauss (o della divergenza), il
flusso uscente di F' dal bordo di €2 & uguale a

/ F-ndo = / divF(z,y, z) dx dy dz,
0 Q
dove divF ¢ la divergenza di F. Posto F = (f1, fa, f3), si ha che
Flo.y,2) = o(l@y. ) @y2) = Fap2) = (o(l@yl)ze(l@y20) v e(l@yl) ) =

Ay, = o(l@y )z Ly =e(l@l) v fHy2) =e(l@y)]) 2
Quindi per la Regola della Catena

i 0fi 0f2 0f3
3. — a 2 =
V(z,y,2) e R”: divF(z,y,2) = o (z,y,2)+ Dy (z,y,2)+ P (z,y,2)



2

= (12 2)) 1o+ (1) 1o+ () o+ 302 =

||2 si ottiene

=& (@9, 2)1) @y, 2)1 + 30 (I, 2)])-

essendo 22 + y2 + 22 = ||(z, v, 2)

Ne segue che

/[mF-nda: /QdivF(x,y,z)dxdydz = /Q [Lp’(”(x,y,z)ﬂ) Iz, y, 2)| +3<p(\|(x,y,z)||)} dx dydz =

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che ||(z,y, z)|| = p e 'integrale diventa

= / [@’(p)p+ 3@(/))} p*sind dp di) dp =

con ' = [1,2] x [0, 7] x [0,27], ed essendo per ipotesi ¢’ (t)t + 3p(t) = —3t, si ottiene

1
= _7/ P2 sind dp dv dy =
2 Q/

essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥, ¢ e la funzione integranda prodotto di tre funzioni ciascuna
in una sola delle variabili, si ottiene

2 T 1,]° ~ 15
= -7 </ 0 dp> </ sinﬁdﬁ) = -7 [pﬂ [— COS’L9]0 = ——.
1 0 4" | 2

La risposta corretta e .

Si osserva che una funzione ¢ : R — R che verifica la relazione

1
Pl +3p(t) = —5t
esiste. Infatti, per t = 0 deve essere ¢(0) = 0, mentre se ¢ # 0 la relazione equivale a

3 1

Pt = —Selt) - 5

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine il cui integrale generale ¢ dato da

(] () o).

dove A & una qualunque primitiva di a(t) = —2. Presa A(t) = —3log [¢| si ha che

o(t) = AW (/ <_;G_A(t)> dt) = e 3logltl (—;/e%g't dt) % <—/|t|3dt)

procedendo per ¢t > 0 (analogamente per ¢t < 0) si ottiene

1/ 1,
:t3<_8t +C>, CGR

Per ¢ = 0 si ottiene la funzione ¢(t) = — £t che & definita e di classe C* su R, ¢(0) = 0 e evidentemente verifica 'uguaglianza.

Quiz 8. Siano f : R? — R una funzione e (zo,yo) € R%. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Se f & differenziabile in (zg,yo), allora f & continua in (zo, yo)-

Se f non ¢ differenziabile in (xq,yo), allora f non & continua in (xg, yo).

Se f & continua in (zo,yo), allora f & differenziabile in (zo, yo).

@ Se esiste il gradiente di f in (xg,yo), allora f & continua in (z, yo).

Se esiste il gradiente di f in (xg,yo), allora f ¢ differenziabile in (xq,yo)-

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale per funzioni di pitt variabili, se f ¢ differenziabile in (z¢, yo), allora f & continua
in (xo,y0). La risposta corretta & .




Versione V4

o nP cos [(Qn + 1)%} +6nt

Quiz 1. Siano p,q € R. La serie numerica

= 3nd + 2
converge se e solo se p+¢q > 5.
converge se e solo se p > 5, per ogni q € R.
converge se e solo se p > 5e q > 5.
@ converge se e solo se ¢ > 5, per ogni p € R.
non converge per ogni p,q € R.
SVOLGIMENTO

Poiché per ogni n € N si ha che cos [(Qn + l)g} = 0, la serie diventa
0o nP (2n + 1)3 + 6nt 00
n? cos |(2n 5 nt Z 6nl
3nd +2 L= 3n1+2

n=1 n=1

e quindi & a termini positivi.
Poiché
6n*

3nq+2N7n(I74’ n—>-‘rOO

o0

e poiché la serie armonica generalizzata E

o1 converge se e solo se ¢—4 > 1, ovvero per ¢ > 5, per il Criterio del confronto
na—
n=1

asintotico la serie data converge se e solo se ¢ > 5, per ogni p € R.

La risposta corretta ¢ @ .

Quiz 2. Sia f: R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione ¢ : [—7, 7] — R definita da

fé(a:+7r)2 se —m <z <0
7r

gl) =9 o
—~(x—7)? se0<ax<T.
7r
Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &
5 20
Py(x) = —gT— - cosw
20
Py (z) = —— cosz.
7r
5 30
Pi(z) = —-m — —sinuz.
3 m
2
@ Py(x) = f§7r - —Ocosx — @sinm.
3 T ™
20 30
Py (z) = —— cosx — — sinx.
T T
SVOLGIMENTO

La funzione f & periodica di periodo 27 e continua in [—, 7], quindi integrabile in [—, 7]. Inoltre, essendo g pari, anche
f & pari e quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &

Py(z) = ag + a; cos z,

dove L -
ap = 5— f(z)dx, ay = — f(x) cosx du.
™ —Tr

Per la “parita” di f si ha che

we ik [ st [T [-2amn] ar =5 [ba -] =2



1 (" 2 (7 1 T
alzf/ f(x)cosxdx:f/ {5(a:7r)2 cosx} dx:f—o (x — )2 coszdx =
0

™ 72 Jy

STy -

20 7f "
=— ({—(x—ﬂ)cosx}o —|—/O cosxdx) =

_2 (_77+ [sinmr> __A

w2 0 T

integrando per parti

integrando nuovamente per parti

Quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &

La risposta corretta e .

Quiz 3. Sia Q2 = {(x,y,z) eR3: 22492 +22<26, 2 >4+ /a2 +y2}. L’integrale / (x2 +y2)5zd:17dydz vale
Q

41
-

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse coincidente con 1’asse z si ottiene
/ (Jc2 + yQ)d zdrdydz = / ot zdpdd dz,
Q Q

dove €' C R3 & l'insieme £ scritto in coordinate cilindriche. Si ha che

p? 4 22 < 26
22+ 4% + 22 < 26 2>+ d+4p < 2<4/26 - p?
(x,y,2) € = {224+\/W = >0
0<d<2n U=

Quindi
Q’:{(p,ﬁ,z)eR?’: 0<p<1, 0<y <2, 4+p§z§\/26—p2}.

Integrando prima per fili paralleli all’asse ¢ si ha che
/ (:c2+y2)5zdxdydz:/ pllzdpdﬁdz:%r/ P zdpdz =
Q ' D

dove D = {(p, 2)ER?: 0<p<1, 4+p<2<4/26— p2} che & un insieme z-semplice, e quindi si ottiene

1 \/26—p2? 1 1 26—p? 1
:27r/ </ pnzdz> dp:27r/ ptt {22} dp:w/ p' 26— p* — (44 p)?] dp =
0o \Ja 0 4 0

+p 2 +p

Uooy

1
5 8 1
:W/ (10p11—8p12—2p13) dp:7T|:p12—p13—p14:| s
0 o 946

6 13 7

La risposta corretta ¢ @ .

Quiz 4. L’area della superficie ¥ = {(m,y, 2)eR®: z= V2 (y2 — 1:2) +9, 2244%< 3} vale



o
31
s
X
13
7.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = V2 (y? — 2?) + 9, dove
K={(z,y) eR*: 2”7 +y* <3}.

Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(z,y)) = (m,y, V2 (y2 — x2) + 9).

Ne segue che 'area di ¥ e data da

%) = [ NG| ddy
K

dove N(x,y) & un vettore normale a ¥. Un vettore normale a ¥ in o(x,y) &

Oo Oo ( g

N(x,y) = 7(3:724)/\7(3:724) = ( ) @(x’y)71 = 2\[2'73a _2\/53/71 = ||N(.Z‘,y)|| = 1+8($2+y2)'
Ox Oy Ox dy

Ne segue che
%) = / IN (e, )| de dy = / VI 82 1 2) dedy
K K

passando in coordinate polari

=/ oV 1+ 8p2dpdd =
K/
essendo K’ = [0,v/3] x [0,27] si ottiene
2\ 3/2 V3 31
:27r/ pV' 1+ 8p? dp27r[ 4(1+8 ) ] =37
0 0

La risposta corretta e .

Quiz 5. Il campo vettoriale F(x,y) = (|y* — x| — 2y, [+* — /| — 3zy?) & conservativo sull'insieme
{(z,9) eR*: ¥’ <z < Yy}

[0] {(z.y) eR?: = < V).

{(z,y) eR?*: z >y}

[D] {(z,y) eR?: 2* <y < ¥z}

R,

SVOLGIMENTO
Osserviamo che dom (F) = {(z,y) € R* : y > 0}. Posto F' = (fi, f2) si ha che

Ofi 3y? — 2z sey> > D fa 22 — 3y? se 22 > VY
7(3773/) = 7(%?4) = 9 9
Ay -3y -2z sey’ <uz, Ox —2x — 3y* se xz* < /Y.
Quindi
3

0 Yy <z

i(%y) 0 - (zy) < = PY<r<wy

ay ox .132 < \/27

Poiché I'insieme {(x,y) eR?: P<r< {737} ¢ semplicemente connesso, si ha che F' ¢ conservativo su questo insieme. La

risposta corretta e .




Quiz 6. L’equazione del piano tangente al grafico della funzione f(z,y) = 4v/22 4+ y2 + 5log (1 + zy) nel punto <07 2, (0, 2))
&

(0] » =10z — 4.
2 =10z.

2= 4y.

[D] 2 = 4z + 10y.
2 =10z + 4y.

SVOLGIMENTO

11 dominio di f & dom (f) = {(z,y) € R?: xy > —1}. Inoltre f & di classe C' in {(z,y) € R*\ {(0,0)}: zy > —1}.
Poiché (0,2) appartiene a questo insieme, il piano tangente al grafico di f in (O, 2, (0, 2)) ¢ dato da

of of
= f(0,2) + ==(0,2 ——(0,2)(y — 2).
Si ha che of 1 5 of 1 5
x Y Yy x
0,2) =38 - = 97 _
f0.2=8 V= T WY Jmre it
Quindi
of of
——(0,2) =10 =—(0,2) =4.
8$( Y ) ) 8y( Y )
Ne segue che il piano tangente ¢ z = 10x + 4y.
La risposta corretta ¢ .
Quiz 7. Siano ¢ : R — R una funzione di classe C' tale che ¢'(t)¢ + 3¢p(t) = —1t, F : R® — R? il campo vettoriale

F(z,y,2) = cp(||(z,y,z)\|)(a:,y,z), dove ||(z,y,2)| & lanorma di (z,y,2) in R3, e @ = {(z,y,2) e R¥: 2? +y* + 2% < 9}.

I1 flusso uscente di F' dal bordo di 2 vale

[0]o.

SVOLGIMENTO

Poiché ¢ ¢ di classe C! in R, il campo vettoriale F' & di classe C! in R3. Per il Teorema di Gauss (o della divergenza), il
flusso uscente di F' dal bordo di €2 & uguale a

/ F-ndo = / divF(x,y, z) dx dy dz,
20 Q
dove divF ¢ la divergenza di F'. Posto F' = (f1, fa, f3), si ha che
Flz,y.2) = o (@2l @y.2) = Fy,2) = (e(I@y20) 2 e(I@y ) v (@) z) =

Ay, = o(l@y )z Ly =e(l@l)y Sy =e(l@y)]) =
Quindi per la Regola della Catena

. df1 0fa df3
3. _ _
Y(z,y,2z) € R”: divF(z,y,z2) = o (z,y,2) + By (x,y,2) + % (x,y,2)



2

= (12 2)) 1o+ (1) 1o+ () o+ 302 =

||2 si ottiene

=& (@9, 2)1) @y, 2)1 + 30 (I, 2)])-

essendo 22 + y2 + 22 = ||(z, v, 2)

Ne segue che

/[mF-nda: /QdivF(x,y,z)dxdydz = /Q [Lp’(”(x,y,z)ﬂ) Iz, y, 2)| +3<p(\|(x,y,z)||)} dx dydz =

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ha che ||(z,y, z)|| = p e 'integrale diventa

= / [@’(p)p+ 3@(/))} p*sind dp di) dp =

con ' = [1,3] x [0, 7] x [0,27], ed essendo per ipotesi ¢’ (t)t + 3p(t) = —%t, si ottiene

1
= _7/ P2 sind dp dv dy =
3 Q/

essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥, ¢ e la funzione integranda prodotto di tre funzioni ciascuna
in una sola delle variabili, si ottiene

2 LN ™ 2 [1,]° 80
=—3ﬂ'</1 p dp> </0 31n19d19):—3ﬂ' {4,0]1[—00519]0:—371'.

La risposta corretta e .

Si osserva che una funzione ¢ : R — R che verifica la relazione

1
()t +3p(t) = =3t
esiste. Infatti, per t = 0 deve essere ¢(0) = 0, mentre se ¢ # 0 la relazione equivale a

3 1

P(t) = —Se0) - 3

che & un’equazione differenziale lineare del primo ordine il cui integrale generale ¢ dato da

ca-en(f L] o).

dove A & una qualunque primitiva di a(t) = —2. Presa A(t) = —3log [¢| si ha che

o(t) = eA® (/ {—;e—f‘(t)} dt) = e 3logltl <—;/e3logt|dt> % (—/t|3 dt)

procedendo per ¢t > 0 (analogamente per ¢t < 0) si ottiene

1 1
:t3<—t4+c) ceR.

Per ¢ = 0 si ottiene la funzione ¢(t) = — -5t che ¢ definita e di classe C' su R, ¢(0) = 0 e evidentemente verifica 'uguaglianza.

Quiz 8. Siano f : R? — R una funzione e (zo,yo) € R%. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Se f & continua in (xo, o), allora f & differenziabile in (zg, yo).

Se f non e differenziabile in (xq,yo), allora f non & continua in (xg,yo)-

@ Se f non & continua in (zg, yo), allora f non e differenziabile in (xq,yo)-

@ Se esiste il gradiente di f in (xg,yo), allora f & continua in (z, yo).

Se esiste il gradiente di f in (xg,yo), allora f ¢ differenziabile in (xq,yo)-

SVOLGIMENTO

Per le proprieta del calcolo differenziale per funzioni di pit variabili, se f non & continua in (xg,yo), allora f non &
differenziabile in (¢, yo). La risposta corretta & @ .




