Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 9 settembre 2021 ore 17

ESAME ONLINE

Versione: V1

o TN 2n
Quiz 1. La serie numerica E (7)

)
5
@ converge a .
d—m
25
converge a m
converge a 7[-7
25(25 — 72)
converge a 5(57(7_77)

diverge positivamente.

n=2

SVOLGIMENTO
Si ha che - ,
T 2n e T n
>(5) =X (5)

Quindi & una serie geometrica di ragione a = 72/25. Poiché |a| < 1, questa serie converge. In particolare, se |a| < 1, si ha che

> 1
nz:%anz T—a

SRS (@ @) (D) w

n=2

Quindi

La risposta corretta e .

. kn/S +2n/2 (

B AV
3 x—1) &

oo
Quiz 2. Sia k > 0 tale che k2 > 8. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(—l)

n=1
0.

k1/3
=
3
212
21/2
E
3
et
SVOLGIMENTO

E una serie di potenze centrata in xg = 1. Posto ¢t = x — 1 si ha che

> ’ k,n/S 2n/2 e ]{)"/3 2n/2
Z(_Dn 3+ (.%‘ _ 1)71, — Z(_l)n 3+tn
n=1

n=1

. kn/S + 2n/2

che & una serie di potenze centrata in 0. Posto a,, = (—1 3 , si ha che
kn/3 4 9on/2 ol kn/3 4 9n/2
= o R R




essendo k2 > 8 si ha che k/3 > 81/6 = 21/2 ¢ quindi 27/2 = o (k"/S) per n — +00, e di conseguenza si ottiene

i " kn/3+0(kn/3) i o kn/3 kl/?’
=lim i/ g = {5 =

Ne segue che il raggio di convergenza della serie ¢ R =

3
k1/3°
La risposta corretta ¢ .

oY
2 +1

Quiz 3. SiaQ:{(m,y)eRQ: Va2 +1<y<az?+1, nggl}. L’integrale/ drdy vale
Q

=] =] (5] (= 5
Gy DO o = wl o Wl

SVOLGIMENTO

L’insieme € & y-semplice. Infatti, 0 <z < 1e+v/22 +1 < 2% +1 per ogni = € R, in particolare per 0 < x < 1. Pertanto si

ha che , i
5 1 @+l g 1y 1 .1+
/2y dxdyz/ / 2y dy dx:5/ 5 {yQ} dr =
5 11 s N2 o 5 (1, 501 4% 5
= - 1)" — 1)| doe = = de == | = = —.
s, mr [ @ e w=g [ e =g =G

0
La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano F(z,y,z) = (z(z = 7), y(z—7), 3(z = 7)%) e Ez{(x,y,z)eRS: z=T4+ V22 +y?, 1§x2—|—y2§9}.

Il flusso del campo vettoriale F' attraverso la superficie ¥, orientata in modo che il vettore normale a ¥ formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse z, vale

80
D,
(D] 40m.
=
0.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 7+ /22 + 3?2, dove

K={(z,y) eR*: 1< +y*<9}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(x,y)) = (x,y, T+ 22+ y2).
Ne segue che

/EF-nda:/KF(a(x,y))-N(x,y)dxdy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXYino(x,y) e

_ 0o 99 oy = (—29 (. 29 =
Na(x7y) - 8I($7y)/\ 8y (x,y) - < 817(3:7?/)7 8y<x’y)’1) - ( \/x2+y2u \/.’E2—|—y271> .




Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi

_ B _ Yy
N($7y) _N(r(x7y) - ( \/$2+y27 \/$2+y2,1> .

Si ha che

F(a(x,y»-N(x,w:F(x,y,H\/muy?)~( = - 1):

_\/:172+y2 _\/x2+y2’

:(x\/xQ+y27y\/x2+y2,3(332+y2))-( x , Y 1>:2(m2+y2).

YGRS
Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(x,y)) - N(z,y)dzdy = 2/ (2® +y?) dedy =
b K K
passando in coordinate polari

:2/ p2dpdy =

essendo K’ = [1, 3] x [0, 27] si ottiene
3

3
1
= 47?/ pPdp = 4n {p‘l] = 80m.
1 45

La risposta corretta e .

12z 12y 122
$2+y2+227$2+y2+22,z2+y2+22
parametrica 7 : [0,e — 1] — R3 definita da v(¢) = (tﬁ —(e—1)t® tsin(t—e+1), Vt+1+1log [t* — (e — 1)t + 1]) vale

4.
6.
D] 5.
12.
0.

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y,z) = ( ) lungo la curva

SVOLGIMENTO

Il campo F ¢ continuo su dom (F) = R3\ {(0,0,0)} e radiale. Infatti. & della forma F(x,y,z2) = o(||(x,y, 2)|) (z,y, 2),
dove ||(z,y,2)|| = V22 +y%2 + 22, e ¢ : (0,400) — R & la funzione

p(t) = R

Quindi F & conservativo su dom (F') e un potenziale di F' su dom (F') ¢ f : dom (F) — R definito da f(x) = ®(||(z,y, 2)|)),
dove @ : (0,+00) — R ¢ una primitiva della funzione {t — t¢(t)}, ovvero ® ¢ derivabile su (0, +00) con

12
P(t) = —.
(="~
Quindi si ha che
Vt>0: O(t) =12logt +¢, ce€R.
Ne segue che un potenziale di F' su dom (F') &
V(z,y,2) #(0,0,0):  f(z,y,2) = 12log(||(z,y,2)|) = 6log (a* + y* + 2%).

Per le proprieta dei campi vettoriali conservativi, si ha che
[ FdP = fa(e = 1)) = £6(0) = £(0.0.v2) - £(0.0,1) .
~

La risposta corretta e .

Metodo alternativo. Si osserva che F di classe C! su dom (F) che ¢ semplicemente connesso e che F & irrotazionale.
Quindi F' ¢ conservativo su dom (F').




Posto F = (f1, fo, f3), si ha che un potenziale f di F su dom (F) ¢ tale che

of 122
90 @Y A =h@y2) = 5 s —
of B B 12y
oy O¥ A =L@y = e
of 12z
5z @A) = hley2) = Grh

Procedendo con il metodo delle integrazioni indefinite successive si trova che un potenziale di F su dom (F') ¢
f(z,y,2) = 6log (z* +y* + 2?).

Poi si conclude come nel caso precedente.

x2+y2+a

iz 6. Siano a,b >0 besia f(r,y) =1
Quiz iano a con a # b e sia f(x,y) Og<x2+y2+b

). Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Se a < b, allora il punto (0, 0) & stazionario per f ed & di massimo locale per f.
Se a > b, allora il punto (0,0) ¢ stazionario per f ed e di minimo locale per f.
@ Se a < b, allora il punto (0,0) & stazionario per f ed & di minimo locale per f.
Per ogni a,b > 0 con a # b il punto (0,0) non & stazionario per f.

Nessuna delle altre ¢ corretta.

SVOLGIMENTO

Essendo a,b > 0 la funzione f ¢ definita su R? ed ¢ di classe C? su R2. Poiché la funzione log (logaritmo naturale) &
strettamente crescente, il punto (0,0) ¢ di minimo (risp. massimo) per f se e solo se & di minimo (risp. massimo) per la

2,2
funzione g(z,y) = %‘2212. Osserviamo che
>+’ +a b—a b—a
=——-—=1—-—— 0,0)=1- .
g(z,y) R R 9(0,0) 2

Si ha che:

e se a < b, allora g(x,y) > ¢g(0,0) per ogni (z,y) € R?;

g
e se a > b, allora g(z,y) < g(0,0) per ogni (z,y) € R%

Quindi

e se a < b, allora (0,0) & un punto di minimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f;

e se a > b, allora (0,0) € un punto di massimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f.

Inoltre, essendo f di classe C? su R?, per il Teorema di Fermat i punti di massimo e di minimo locale sono stazionari.

La risposta corretta ¢ @ .

Metodo alternativo. Essendo a,b > 0 la funzione f & definita su R? ed & di classe C? su R2. I punti di massimo e di
minimo locale vanno cercati fra i punti stazionari.

Si calcola quindi il gradiente di f e si osserva che, essendo a # b, I'unico punto stazionario ¢ (0,0). Poi si scrive la matrice
Hessiana di f in (0,0) e si osserva che

e se a < b, allora questa matrice ha due autovalori maggiori di zero e quindi (0,0) ¢ un punto di minimo locale per f;

e se a > b, allora questa matrice ha due autovalori minori di zero e quindi (0,0) ¢ un punto di massimo locale per f.

Quiz 7. Siano F : R? — R? un campo vettoriale conservativo e di classe C1, e f : R? — R un potenziale di F su R? tale che

0? 0? 0? . .
aixl};(xay7z) + T?Jé(zvyaz) + aizﬁz(xvyaz) =10 (132 + y2 + 22)7 per ogni (I7yaz) € RS'



11 flusso uscente di F' dal bordo di @ = {(z,y,2) €R*: a? +y* + 22 <1} vale
EES
8.
107.
o
0.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza), il flusso uscente di F' dal bordo di & uguale a

/ F-ndo = / divF(z,y, z) dx dy dz,
20 Q

dove divF ¢ la divergenza di F'.

Poiché F & conservativo e f & un potenziale di F' su R? si ha che F(x,y,2) = Vf(x,y,z) per ogni (z,y, z) € R3.

Si ha che
V(x,y,2) € R : divF(z,y,z) =div(Vf)(z,y,2) =
_aie (O af of _
= le (5‘:5 (xay7z)a ay (.’E,y,Z), 5‘2 (%y&')) -
9? 0? 0?
= a—xz(x,y,z) + a—gg(x,y,z) + ({TZJ;(%y,z) =10 (gcQ + o2 +z2) .

Ne segue che
/ F-ndo = / divF(z,y,z)dedydz = / 10 (x2 + 3 +22) drdydz =
2Q Q Q
passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene

= 10/ ptsind dpdd dp =

con ' = [0,1] x [0, 7] x [0, 27], ed essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥, ¢ e la funzione integranda
prodotto di tre funzioni ciascuna in una sola delle variabili, si ottiene

1 T 1
=207 (/ p dp) (/ sinﬁdﬁ) =207 {1,05] [— cosﬂ]g = 8.
0 0 5 1o

Si osserva che una funzione f : R? — R che verifica la relazione

La risposta corretta e .

*f *f >*f

a2 @V AT GE @D+ ey =104yt + 2 (1)
esiste. Infatti, essendo F di classe C' su R? e f un suo potenziale, necessiaramente f & di classe C? su R?, e un potenziale
che soddisfi la condizione (4) ¢ ad esempio

Y(z,y,2) €R®:

(z* +y*+21).

| ot

flx,y,2) =

Quiz 8. Siano (a,) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?
Se ay, ~ by, per n — 400 e Y a, diverge, allora >_ b, diverge.

@ Se an, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — +o00 e »_ b, diverge, allora ) a,, diverge.
Se ap, b, > 0 per ogni n € N, a, = o(b,,) per n = +0o e Y a, diverge, allora b, diverge.
Se a,, < b, per ognin € N e Y a, diverge, allora > b,, diverge.

Nessuna delle altre & corretta.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto asintotico, se a,, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — +00 e Y _ a,, diverge, allora >_ b,
diverge. La risposta corretta e E‘ .




Versione V2

. . T\
Quiz 1. La serie numerica E <Z)

n=2
16
converge a m
4

converge a m .
4
converge a m .

2
converge a 4«%

)

diverge positivamente.

SVOLGIMENTO
Si ha che - - oo
TN 2n T
>(3) =X (%)

Quindi & una serie geometrica di ragione a = 72/16. Poiché |a| < 1, questa serie converge. In particolare, se |a| < 1, si ha che

oo
E a” =
n=0

> (5) S () 6 ()] (50 e

n= n=

Quindi

La risposta corretta e .

" kn/3+3n/2
D

Quiz 2. Sia k > 0 tale che k? > 27. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(— on r+ 1" e
n=1

0.

1/3
=

2

2
31/2°

31/2

2

2

2
kl/S'

SVOLGIMENTO
E una serie di potenze centrata in xqg = —1. Posto t = x 4+ 1 si ha che
e kn/3 +3n/2 e kn/?y +3n/2
_ n" = _—t"
k,n/3 + 3n/2
che & una serie di potenze centrata in 0. Posto a,, = (—1)" o si ha che
kn/3 4 3n/2 ol kn/3 4 3n/2
= o E ]

essendo k2 > 27 si ha che k'/3 > 271/6 = 31/2 ¢ quindi 3"/2 = o (k”/3) per n — +o00, e di conseguenza si ottiene

o (k/s) s g
m{/ —————= =lim = —.
2n n 2n 2




2
Ne segue che il raggio di convergenza della serie ¢ R = e La risposta corretta e .

Quiz 3. SiaQ:{(Ly)eR?: Viz+1l<az<y?+1, Ogygl}. L’integrale/ %dmdy vale
QY

7
o

= Wl

W =

=l 5] & [

~ o

SVOLGIMENTO

L’insieme © & z-semplice. Infatti, 0 <y <1e /y2+1 < y?+ 1 per ogni y € R, in particolare per 0 < y < 1. Pertanto si

ha che ) 2
7 1 y°+1 7 1 1 1 Yy +1
R S o S s
oy +1 0 iy 1 o ¥y +11[2 A1

STt I Tt T[T
=5 et @] a=g [ra= S50 =

La risposta corretta ¢ .

Quiz 4. Siano F(z,y,2) = (z(z —9), y(z — 9), 5(z — 9)?) e Z:{(x,y,z)6R3: z=94+ 2?2+ 2, 1§x2+y2§4}.

Il flusso del campo vettoriale F' attraverso la superficie X, orientata in modo che il vettore normale a ¥ formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse z, vale

.
S
157.

307
0.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 9+ /22 + y2, dove

K:{(x,y)GRQ: 1§x2+y2§4}.
Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(z,y)) = (x,y, 9+ a2+ y2>.
Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(z,y)) - N(z,y) dx dy,
b K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXYino(x,y) e

do do dg dg x T
Na(xay) = %(Iay) A aiy(xay) = <8x(x’y)’8y(z’y)’1) = ( \/.Z‘Q +y237\/$2 +y271> .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi

_ B _ Y
N((E,y) _Ng(xvy) - ( \/x2+y27 \/1’2+y2,1> .




Si ha che

F(o(x,y)).zv(z,y)_F(x,y,9+\/W)-< A Y 1>_

7\/a:2+y2 7\/x2+y2’

L Y 2 2
— ,— 11 =4 + .
\/x2+y2 \/z2+y2 ) (HU Y )

= (:c Va2 +y?y a2 +y2,5 (« +y2)) : <
Ne segue che

/EF~nd0:/KF(U(:v7y))-N(x,y)d:vdyz4/}{(m2+y2) dx dy =

passando in coordinate polari
=4 / p2dpdd =

essendo K’ = [1,2] x [0, 27] si ottiene
2

2
1
= sw/ p®dp = 8n |:,04] = 307.
1 4 1

La risposta corretta e .

8x 8y 8z
22 4 y2 22 22 +y2 + 22 22 + g2 22
parametrica v : [0,e? — 1] — R definita da ~(t) = (t7 - (62 -1) t5, tsin (t— e? + 1), Vt+1+log[1+ (62 -1)t— tg])

vale

8.
10.
4.

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y,z) = ( ) lungo la curva

SVOLGIMENTO
Il campo F & continuo su dom (F) = R3\ {(0,0,0)} e radiale. Infatti. & della forma F(x,y,2) = o(||(x,y, 2)|) (z,y, 2),
dove ||(z,y,2)|| = V22 + y%2 + 22, e ¢ : (0,400) — R & la funzione

p(t) = t%

Quindi F' & conservativo su dom (F') e un potenziale di F' su dom (F') ¢ f : dom (F') — R definito da f(x) = ®(||(z,y, 2)||),
dove @ : (0,+00) — R & una primitiva della funzione {t — t¢(t)}, ovvero ® & derivabile su (0, +00) con

8
P(t) = —.
()=~
Quindi si ha che
YVt >0: O(t) =8logt+c¢, ceR.
Ne segue che un potenziale di F' su dom (F') &
v(xayaz) 7é (050?0) : f(l‘,y,Z) = SIOg(H(x?va)H) = 410g (1'2 + y2 + ZQ)'

Per le proprieta dei campi vettoriali conservativi, si ha che
[ Fdp =7 (e = 1)) = £6(0) = F0,0.6) - £0.0.1) =5,
2l

La risposta corretta IE] .

Metodo alternativo. Si osserva che F di classe C! su dom (F) che ¢ semplicemente connesso e che F & irrotazionale.
Quindi F' & conservativo su dom (F').

Posto F' = (f1, fa, f3), si ha che un potenziale f di F' su dom (F') ¢ tale che

of B B 8z
%(x,y,z) - fl(xayaz) - 72 +y2+z2’
of _ _ &
8y<x’y’z> —fg(x,y,z) - x2+y2+22
of 8z

5@y = hlews) = G



Procedendo con il metodo delle integrazioni indefinite successive si trova che un potenziale di F' su dom (F') ¢
flz,y,z) = 4log (a:2 +y? + 22).

Poi si conclude come nel caso precedente.

?+y*+a

iz 6. Si b>0 b e si =1 —_
Quiz iano a,b > 0 con a # b e sia f(x,y) Og<x2+y2+b

). Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se a > b, allora il punto (0,0) ¢ stazionario per f ed & di massimo locale per f.
Se a < b, allora il punto (0,0) & stazionario per f ed e di massimo locale per f.
Se a > b, allora il punto (0,0) & stazionario per f ed ¢ di minimo locale per f.
Per ogni a,b > 0 con a # b il punto (0,0) non & stazionario per f.

Nessuna delle altre & corretta.

SVOLGIMENTO

Essendo a,b > 0 la funzione f ¢ definita su R? ed ¢ di classe C? su R%. Poiché la funzione log (logaritmo naturale) &
strettamente crescente, il punto (0,0) ¢ di minimo (risp. massimo) per f se e solo se & di minimo (risp. massimo) per la

2, .2
funzione g(z,y) = %M. Osserviamo che
2>+’ +a b—a b—a
g(z,y) PR R 9(0,0)

Si ha che:

e se a < b, allora g(z,y) > g(0,0) per ogni (z,y) € R?;

e se a > b, allora g(x,y) < g(0,0) per ogni (z,y) € R2.
Quindi

e se a < b, allora (0,0) & un punto di minimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f;

e se a > b, allora (0,0) € un punto di massimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f.

Inoltre, essendo f di classe C? su R2, per il Teorema di Fermat i punti di massimo e di minimo locale sono stazionari.

La risposta corretta ¢ .

Metodo alternativo. Essendo a,b > 0 la funzione f ¢ definita su R? ed & di classe C? su R%. I punti di massimo e di
minimo locale vanno cercati fra i punti stazionari.

Si calcola quindi il gradiente di f e si osserva che, essendo a # b, 'unico punto stazionario & (0,0). Poi si scrive la matrice
Hessiana di f in (0,0) e si osserva che

e se a < b, allora questa matrice ha due autovalori maggiori di zero e quindi (0,0) ¢ un punto di minimo locale per f;

e se a > b, allora questa matrice ha due autovalori minori di zero e quindi (0,0) & un punto di massimo locale per f.

Quiz 7. Siano F : R?® — R3 un campo vettoriale conservativo e di classe C!, e f : R — R un potenziale di F su R tale che

0? 0? 0? .
aixé(xay7z) =+ Tyf(mvyvz) + aiz‘é(xvyaz) =15 (.I‘2 + y2 + Z2)7 per ogni (x7yvz) € Rg'

I flusso uscente di F dal bordo di @ = {(z,y,2) € R®: 22 + 42 +22 <1} vale
157.
1072,
127.
5.



[P]o.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza), il flusso uscente di F' dal bordo di € & uguale a

/ F~ndo’=/diVF(as,y,z)dxdydz,
a0 Q

dove divF e la divergenza di F.

Poiché F ¢ conservativo e f & un potenziale di F su R? si ha che F(x,y,2) = Vf(z,y, 2) per ogni (z,y,2) € R3.

Si ha che
V(z,y,2) € R®: divF(z,y,2) =div(Vf)(x,y,2) =
_aiv (91 of of _
—aiv (P w2). Fwn Lan)) -
ok 0? 02
= G 2) 4 ) + G 00 =15 (0 47 ).

Ne segue che
/ F-ndo = / divF(z,y, 2) dz dy dz = / 15 (2% + y* + 2%) dedydz =
o Q Q

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene
= 15/ ptsind dp dv dy =

con ' = [0, 1] x [0, 7] x [0, 2], ed essendo 2" un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, 9, ¢ e la funzione integranda
prodotto di tre funzioni ciascuna in una sola delle variabili, si ottiene

1

1 T
1 ™
= 307 (/ pt dp) (/ sinﬁdﬁ) =307 [p5] [— cos 19}0 = 127.
0 0 5 1o
La risposta corretta e .

Si osserva che una funzione f : R? — R che verifica la relazione

*f O’f *f

@(xvyvz)—’_aiyg(xayvz)—’_@(xvyvz):15 ($2+y2+22) (2)
esiste. Infatti, essendo F di classe C' su R? e f un suo potenziale, necessiaramente f & di classe C? su R3, e un potenziale
che soddisfi la condizione (4) ¢ ad esempio

Y(z,y,2) €R3:

fz,y,2) = (m4 + ¢t +z4) .

W | ot

Quiz 8. Siano (a,) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Nessuna delle altre & corretta.

Se an, b, > 0 per ogni n € N, a, = o(b,) per n — +00 e Y _ a, converge, allora > b, converge.
Se ap, ~ by, per n — 400 e Y b, converge, allora Y a, converge.

Se a,, < by, per ogni n € N e )b, converge, allora >_ a,, converge.

Se ay,, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — 400 e Y_ b, converge, allora > a,, converge.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto asintotico, se an,b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,) per n — 400 e > b, converge, allora
> ay converge. La risposta corretta & .




Versione V3

o 2 2n
Quiz 1. La serie numerica Z ()
0
n=2
converge a T
T —2
converge a ﬂzﬂ; 1
16
converge a m
converge a L
m(m—2)

diverge positivamente.

SVOLGIMENTO
Si ha che )
Y2 -2()
n=2 @ n=2 7T2

Quindi & una serie geometrica di ragione a = 4/72. Poiché |a| < 1, questa serie converge. In particolare, se |a| < 1, si ha che

n 1
> =1
n=0 —a
Quindi
ANt &4\ 4\" /a4 1 4 16
3 R O [ R O e G e
2
La risposta corretta ¢ .
(oo} 3TL
. . 3 . . - . n _ n N
Quiz 2. Sia k € R tale che k° > 16. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(—l) RS (x—2) e

n=1
k1/2

3
3

41/3

3'
3
U] o.

SVOLGIMENTO

E una serie di potenze centrata in xy = 2. Posto ¢t = x — 2 si ha che

3" - 3"
(D g (072" = z_:l(_l)n FIENwTE

n 3"
(_1) kn/2 + qn/3’

— 1 n 3n —
- 1711n kn/2+4n/3 -

essendo k® > 16 si ha che k'/2 > 161/6 = 41/3 e quindi 4"/3 = o (k”/Q) per n — +00, e di conseguenza si ottiene

s 3n I
= k2 4o (kn/2) WA 2 T e

NE

n

che ¢ una serie di potenze centrata in 0. Posto a,, = si ha che

377,

lim {/|a,| = lim ’\’/




k1/2
Ne segue che il raggio di convergenza della serie ¢ R = =3 La risposta corretta e .

11
Quiz 3. Sia Q = {(a:,y) eR?: VaZ+l<y<a®+4+1, -1<z< 0}. L’integrale / Tj_jlda:dy vale

Q
6
i

SVOLGIMENTO

L’insieme Q & y-semplice. Infatti, —1 < 2 < 0e V22 + 1 < 22+1 per ogni = € R, in particolare per —1 < z < 0. Pertanto

si ha che , )
11 O [ A CH TR P
/ Y dxdy:/ / i dy dm—ll/ {yQ} dx =
QI2+1 \/TIE +1 _1x2+1 2 m
110 1 5 2 10 111 4% 11
_ 12— (22 1}(1:7 20p — = | 28] — 1
2/,1x2+1[($+) (2% +1)| do 2/,195 o 2[3‘” ., 6

La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano F(z,y,2) = (2(z+6), y(z +6), 3(: + 6)°) e T={(,9,2) eR*: 2= 2P T 37 =6, 1<a+y? <9},

11 flusso del campo vettoriale F' attraverso la superficie X, orientata in modo che il vettore normale a ¥ formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse z, vale

.
807.
407.
2
0.

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = /22 + y% — 6, dove

K={(z,y) eR*: 1<a2?+y*><9}.
Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(z,y)) = (x,y, a2+ y? — 6).
Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
b K

dove N(z,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXino(x,y) e

0o 0o 0 0 x T
No(x7y>:ax<x,ymay<x,y>=(—6i<x,y>, 5y 0 1) (WW, Wwfl).

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi

— N __ Y
N(x,y)NG(x,y)<\/x2+y27 \/x2+y2,1>.




Si ha che

F(o(x,y»wu,y)—F(x,y,¢x2+y26)-< - - 1)-

Vet Ry )

:(a:\/x2+y2,y\/x2+y2,3(x2+y2))-< as , Y 1):2(x2+y2).

_\/x2+y2 _\/xQ—l—yQ’
Ne segue che

/EF-ndU:/KF(a(x,y))-N(x,y)dxdy:2/K(x2+y2) da dy =

passando in coordinate polari

= 2/ p2dpdy =
K/

3 1 13
= 47r/ p®dp = 4n {p‘l] = 80mr.
1 4 1

essendo K’ = [1, 3] x [0, 27] si ottiene

La risposta corretta e .

10z 10y 10z

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y,z) = <

x2+y2+z2’ x2+y2+22’ $2+y2+z2

) lungo la curva

parametrica 7 : [0,e — 1] — R? definita da y(t) = (\/t +1+1log[t>— (e—1)t+1], tsin(t—e+1),t*— (e — 1)t5) vale

10.
4.
6.
5.
0.

SVOLGIMENTO

Il campo F & continuo su dom (F) = R3\ {(0,0,0)} e radiale. Infatti. & della forma F(x,y,z2) = o(||(z,y, 2)|) (z,y, 2),

dove ||(z,y,2)|| = V22 +y%2 + 22, e ¢ : (0,400) — R & la funzione

p(t) = oR

Quindi F' & conservativo su dom (F') e un potenziale di F su dom (F) & f : dom (F)) — R definito da f(z) = ®(||(z,y, 2)||),

dove @ : (0,4+00) — R & una primitiva della funzione {t — tp(t)}, ovvero ® ¢ derivabile su (0, +00) con

10
() = —.
(="
Quindi si ha che
vt >0: ®(t) =10logt +¢, ceR.
Ne segue che un potenziale di F' su dom (F') &
V(z,y,2) #(0,0,0):  f(z,y,2) = 10log (|[(z,y,2)|)) = 5log (a* +y* + 27).

Per le proprieta dei campi vettoriali conservativi, si ha che
[ Fdp = fate = 1)) = 16(0) = £(12.0,0) - F(1,0.0) =5,
.

La risposta corretta ¢ .

Metodo alternativo. Si osserva che F di classe C! su dom (F) che ¢ semplicemente connesso e che F & irrotazionale.

Quindi F' & conservativo su dom (F').

Posto F' = (f1, fe, f3), si ha che un potenziale f di F' su dom (F') ¢ tale che

of 10z
a0 @A) = hew ) = om0
of _ 1y
8y<x’y’z> —fg(x,y,z) - x2+y2+22
of 10z

5@y = hlews) = G



Procedendo con il metodo delle integrazioni indefinite successive si trova che un potenziale di F' su dom (F') ¢
f(z,y,2z) =5log (mQ +y? + z2).

Poi si conclude come nel caso precedente.

224+ +0b

iz 6. Si b>0 b e si =1 —_—
Quiz iano a,b > 0 con a # b e sia f(x,y) Og<x2+y2—|—a

). Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se a > b, allora il punto (0,0) & stazionario per f ed ¢ di minimo locale per f.
Se a < b, allora il punto (0,0) & stazionario per f ed & di minimo locale per f.
Se a > b, allora il punto (0,0) ¢ stazionario per f ed ¢ di massimo locale per f.
Per ogni a,b > 0 con a # b il punto (0,0) non & stazionario per f.

Nessuna delle altre & corretta.

SVOLGIMENTO

Essendo a,b > 0 la funzione f ¢ definita su R? ed & di classe C? su R2. Poiché la funzione log (logaritmo naturale) &
strettamente crescente, il punto (0,0) & di minimo (risp. massimo) per f se e solo se & di minimo (risp. massimo) per la

2 2 b
funzione g(z,y) = % Osserviamo che
2?2+y?+a
22+ y2+0b a—b a—1>b
g(z,y) P ta P 9(0,0) P

Si ha che:

e se a < b, allora g(z,y) < g(0,0) per ogni (z,y) € R?;

e se a > b, allora g(z,y) > g(0,0) per ogni (z,y) € R%
Quindi

e se a < b, allora (0,0) ¢ un punto di massimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f;

e se a > b, allora (0,0) ¢ un punto di minimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f.

Inoltre, essendo f di classe C? su R2, per il Teorema di Fermat i punti di massimo e di minimo locale sono stazionari.

La risposta corretta e .

Metodo alternativo. Essendo a,b > 0 la funzione f & definita su R? ed & di classe C? su R?. I punti di massimo e di
minimo locale vanno cercati fra i punti stazionari.

Si calcola quindi il gradiente di f e si osserva che, essendo a # b, 'unico punto stazionario & (0,0). Poi si scrive la matrice
Hessiana di f in (0,0) e si osserva che

e se a < b, allora questa matrice ha due autovalori minori di zero e quindi (0,0) ¢ un punto di massimo locale per f;

e se a > b, allora questa matrice ha due autovalori maggiori di zero e quindi (0,0) ¢ un punto di minimo locale per f.

Quiz 7. Siano F : R?® — R3 un campo vettoriale conservativo e di classe C!, e f : R? — R un potenziale di F su R3 tale che
%(m, y,2) + (;Zé(x,y, z) + %(w,y, z) =—20 (x2 + 92 + 22), per ogni (z,y, z) € R3.
11 flusso uscente di F' dal bordo di 2 = {(Ly, 2)eR3: 2?4y + 22 < 1} vale

-2

-,

—207.



—167.
0.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza), il flusso uscente di F' dal bordo di 2 & uguale a

/ F-ndo = / divF(z,y, z) dz dy dz,
20 Q

dove divF e la divergenza di F.

Poiché F & conservativo e f & un potenziale di F' su R? si ha che F(x,y,2) = Vf(x,y,z) per ogni (z,y, z) € R3.

Si ha che
V(z,y,2) €R?:  divF(z,y,2) =div(Vf)(2,y,2) =
_aiv (& of of _
= div (ax (x7yvz)7 ay (xaya Z)v Bz (1’7%2’)) -
02 0? 02
= ailj);(x7y7z) + aiy‘];(zmyvz) + 872‘2(3773/72) =-20 (xQ +y2 +Z2) .

Ne segue che

/ F-ndo= | divF(z,y,2)dxdydz = —20/ (x2 + 52 —|—z2) drdydz =
a0 Q Q

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene
= —20/ p*sind dp di dp =
S ’

con Q' = [0,1] x [0, 7] x [0, 27], ed essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, 9, ¢ e la funzione integranda
prodotto di tre funzioni ciascuna in una sola delle variabili, si ottiene

1 T 1
= —407 </ ot dp) </ sinﬁdﬁ) = —407 {1/)5] [— cos 19]3 = —16m.
0 0 5 1o

La risposta corretta e .

Si osserva che una funzione f : R? — R che verifica la relazione

0% f 0% f 0% f

@(mvya Z) + Tyg(xvya Z) + @(l‘) Y, Z) =-20 (‘TQ + y2 + 22) (3)
esiste. Infatti, essendo F di classe C' su R? e f un suo potenziale, necessiaramente f & di classe C? su R3, e un potenziale
che soddisfi la condizione (4) ¢ ad esempio

Y(z,y,2) € R®:

f(xvyvz> :_g ($4+y4+24).

Quiz 8. Siano (ay) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?
Se ay,, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n = 400 e Y_ b, diverge, allora Y a,, diverge.
Se ap, by, > 0 per ogni n € N, a, = o(b,) per n = +0o e Y a, diverge, allora Y b, diverge.
Se ap, ~ by, per n — +o00 e Y a, diverge, allora > _ b, diverge.

Se a,, < b, per ognin € N e Y a, diverge, allora > b,, diverge.

Nessuna delle altre & corretta.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto asintotico, se a,, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — +o00 e Y_ a,, diverge, allora >_ b,
diverge. La risposta corretta ¢ .




Versione V4

o 3 2n
Quiz 1. La serie numerica E ()
0

n=2

converge a %3)

m(m

2
T
converge a — .
™ =9
T
converge a ——.
T—3

81
converge a m

diverge positivamente.

SVOLGIMENTO
Si ha che )
>(2) -x(x)
n=2 @ n=2 7T2

Quindi & una serie geometrica di ragione a = 9/72. Poiché |a| < 1, questa serie converge. In particolare, se |a| < 1, si ha che

Quindi

2(H) @) G @) ()

La risposta corretta e .

n

Quiz 2. Sia k € R tale che k2 > 25. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(— )"

2 FIERNE (x+2)" e
2
E1/2
i
0.
SVOLGIMENTO
E una serie di potenze centrata in xg = —2. Posto t = x 4 2 si ha che
;“””M @+ =3 (-1 " st
s C . 2" .
che ¢ una serie di potenze centrata in 0. Posto a, = (—1)" PEYCRTYER si ha che
on

hm kn/2 +5n/3 =

hm 1/ |an = hm \/‘ W

essendo k® > 25 si ha che k'/2 > 251/6 = 51/3 ¢ quindi 5"/ = o (k”/2) per n — +00, e di conseguenza si ottiene

e on /22
= k2 4o (kn/2) WA 2 T e



k1/2
Ne segue che il raggio di convergenza della serie e R = ——

2
La risposta corretta e .

1
Quiz 3. Sia Q2 = {(;my) eER?: Vi24+1<z<y’+1, -1<y< 0}. L’integrale / 723f1 dxdy vale
QY
&
13
1
3
3
1
L
6
1
L' -
.
13
S| —.
Elg=

SVOLGIMENTO

L’insieme € & z-semplice. Infatti, 0 <y < 1e /y2+1 < y?+ 1 per ogni y € R, in particolare per 0 < y < 1. Pertanto si

ha che , )
13 Vvt 13 L T IS L
/Qixldxdy:/ / ldx dy:13/ ] {2w2] dy =
QY + Vy2+1 y + 0o Y + y2+1

13t ) 1,10 13
“ g [ lore oo a= g [ 9] <

La risposta corretta ¢ .

Quiz 4. Siano F(z,y,2) = (x(z + 8), y(z + 8), 5(z+8)2) e E:{(x,y, YERY: z= /a2 +9y2 -8, 1< 2?42 <4}

Il flusso del campo vettoriale F' attraverso la superficie X, orientata in modo che il vettore normale a ¥ formi un angolo
acuto con il versore fondamentale dell’asse z, vale

30m.
S

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = /22 + y? — 8, dove

K:{(x,y)ERz: 1§xz+y2§4}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(z,y)) = (x,y, Vaz 4y — 8).
Ne segue che
/ F-ndo :/ F(o(z,y)) - N(z,y)dx dy,
b K

dove N (z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXino(x,y) e

Lo (LD : :
Na(mvy) - 833(1.73/)/\ 8y (:Evy) - < ax(xay) ay(x y) 1> ( \/£E2+y ) \/I2+y271> .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi

_ B _ Yy
N($7y) _N(r(x7y) - ( \/$2+y27 \/1'2+y2,1> .




Si ha che

FWQMM~N@w%—FCm%%ﬁ+y2@~< - - 1)-

7\/a:2+y2 7\/x2+y2’

:(x\/x2+y2,y\/x2+y2,5(x2+y2))-< m , Y 1)24(x2+y2).

_\/x2+y2 _\/x2+y2’

Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(z,y)) - N(z,y)dxdy = 4/ (x2 +y2) drdy =
b K K
passando in coordinate polari

:4/ p>dpdd =

essendo K’ = [1,2] x [0, 27] si ottiene
2

2 1
= 87r/ p>dp =8n {p‘l] = 307.
1 47 1

La risposta corretta ¢ .

6x 6y 6z
1’2+y2+227x2+y2+22’:172+y2+22
parametrica vy : [0,62 — 1] — R? definita da y(t) = (t7 — (62 — 1) 5, Vt+ 1+ log [1 + (62 — 1) t— tﬂ, tsin (t —e?+ 1))

vale

8.
12.
4.
6.
0.

Quiz 5. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y,z) = ( ) lungo la curva

SVOLGIMENTO
Il campo F & continuo su dom (F) = R?\ {(0,0,0)} e radiale. Infatti. & della forma F(xz,y,z) = o(||(z,y, 2)|) (z,y, 2),
dove ||(z,y,2)|| = V2?2 +y%2 + 22, e ¢ : (0,400) — R & la funzione
p(t) = ox

Quindi F' & conservativo su dom (F') e un potenziale di F' su dom (F') ¢ f : dom (F) — R definito da f(z) = ®(||(z,y, 2)||),
dove @ : (0, +00) — R ¢ una primitiva della funzione {t — t¢(t)}, ovvero ® ¢ derivabile su (0, +00) con

6
(t) = -
="
Quindi si ha che
YVt >0: O(t) =6logt+c¢, ceR.
Ne segue che un potenziale di F' su dom (F') &
V(z,y,2) #(0,0,0):  f(z,y,2) =6log ([[(z,y, 2)]) = 3log (2* +y* + 7).

Per le proprieta dei campi vettoriali conservativi, si ha che

[Fedp = (5 = 1) = £6(0) = £(0.6.0) - £(0,1,0) =6,
gl
La risposta corretta e .

Metodo alternativo. Si osserva che F di classe C! su dom (F) che ¢ semplicemente connesso e che F & irrotazionale.
Quindi F' ¢ conservativo su dom (F').

Posto F' = (f1, fe, f3), si ha che un potenziale f di F' su dom (F) ¢ tale che

%(I,y,Z):fl(x,y,Z):m’
of _ __ by
ay (z,y,2) = faw,y,2) = 22 + y2 + 22
g(l’,y,Z):fs(x,y,Z):m'



Procedendo con il metodo delle integrazioni indefinite successive si trova che un potenziale di F' su dom (F') ¢
f(x,y,2) = 3log (z* +y* + 2?).

Poi si conclude come nel caso precedente.

224+ +0b

iz 6. Si b>0 b e si =1 —_—
Quiz iano a,b > 0 con a # b e sia f(x,y) Og<x2+y2+a

). Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Se a > b, allora il punto (0,0) & stazionario per f ed ¢ di massimo locale per f.
Se a < b, allora il punto (0,0) & stazionario per f ed ¢ di massimo locale per f.
Se a < b, allora il punto (0,0) ¢ stazionario per f ed & di minimo locale per f.
Per ogni a,b > 0 con a # b il punto (0,0) non & stazionario per f.

@ Nessuna delle altre & corretta.

SVOLGIMENTO

Essendo a,b > 0 la funzione f ¢ definita su R? ed & di classe C? su R2. Poiché la funzione log (logaritmo naturale) &
strettamente crescente, il punto (0,0) ¢ di minimo (risp. massimo) per f se e solo se & di minimo (risp. massimo) per la

2 2 b
funzione g(z,y) = % Osserviamo che
2?2+y?+a
22+ y?+0b a—b a—1b
) i i . . 0,0)=1— ,
9(z,y) P ta P ra 9(0,0) P

Si ha che:

e se a < b, allora g(z,y) < g(0,0) per ogni (z,y) € R?;

e se a > b, allora g(z,y) > g(0,0) per ogni (z,y) € R%
Quindi

e se a < b, allora (0,0) & un punto di massimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f;

e se a > b, allora (0,0) € un punto di minimo assoluto (e quindi anche locale) per g, e anche per f.

Inoltre, essendo f di classe C? su R2, per il Teorema di Fermat i punti di massimo e di minimo locale sono stazionari.

La risposta corretta e .

Metodo alternativo. Essendo a,b > 0 la funzione f ¢ definita su R? ed & di classe C? su R2. I punti di massimo e di
minimo locale vanno cercati fra i punti stazionari.

Si calcola quindi il gradiente di f e si osserva che, essendo a # b, 'unico punto stazionario ¢ (0, 0). Poi si scrive la matrice
Hessiana di f in (0,0) e si osserva che

e se a < b, allora questa matrice ha due autovalori minori di zero e quindi (0,0) ¢ un punto di massimo locale per f;

e se a > b, allora questa matrice ha due autovalori maggiori di zero e quindi (0,0) & un punto di minimo locale per f.

Quiz 7. Siano F : R? — R? un campo vettoriale conservativo e di classe C1, e f : R? — R un potenziale di F su R? tale che

0? 0? 0? .
67.1:}2(.(‘%3:%2) + T:yéf(x,yaz) + aizl]gt.(xvyaz) =-25 (:L'Q + y2 + 22)7 per Ogni (iL’,y,Z) € Rd'

11 flusso uscente di F dal bordo di @ = {(z,y,2z) €R®: 2°+y*+2°> <1} vale

—257.
-2,
(0] —20r.



(] o.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza), il flusso uscente di F' dal bordo di € & uguale a

/ F~ndo’=/diVF(as,y,z)dxdydz,
a0 Q

dove divF e la divergenza di F.

Poiché F ¢ conservativo e f & un potenziale di F su R? si ha che F(x,y,2) = Vf(z,y, 2) per ogni (z,y,2) € R3.

Si ha che
V(z,y,2) € R®: divF(z,y,2z) =div(Vf)(z,y,z) =
_aiv (9 of of _
=div (8LE ({177:[/,2)7 ay (LC,y,Z), 9z ("E,y72)> -
02 0? 02
= G 2) 4 ) + G @) = =25 (¢ 4P 4 ).

Ne segue che
/ F-ndo= / divF(z,y,z)dedydz = —25/ (x2 + 52 +z2) dxdydz =
o0 Q Q

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene
= —25/ ptsinddpdd dp =

con ' = [0, 1] x [0, 7] x [0, 2], ed essendo 2" un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, 9, ¢ e la funzione integranda
prodotto di tre funzioni ciascuna in una sola delle variabili, si ottiene

1 ™ 1 1 x
= —507 (/ pt dp) (/ sinﬁdﬂ) = —507 {p‘%] [— 00519]0 = —207.
0 0 5 o

La risposta corretta e @ .
Si osserva che una funzione f : R? — R che verifica la relazione
>*f *f *f
@(%ya z) + Tyg(%y, z) + @(x, y,z) = =25 (2* + ¢y + 2°) (4)

esiste. Infatti, essendo F di classe C' su R? e f un suo potenziale, necessiaramente f & di classe C? su R3, e un potenziale
che soddisfi la condizione (4) ¢ ad esempio

Y(z,y,2) €R:

25
flz,y,2) = -0 (z* +y* +27).

Quiz 8. Siano (a,) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

@ Nessuna delle altre e corretta.

Se an, b, > 0 per ogni n € N, a, = o(b,) per n — +00 e Y a, converge, allora > b, converge.
Se ay, ~ by, per n — 400 e > b, converge, allora Y a, converge.

Se ap, < by, per ogni n € N e Y b, converge, allora > a,, converge.

Se an, b, > 0 per ogni n € N, a, = o(b,) per n — +00 e Y b, converge, allora > a,, converge.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto asintotico, se an,b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,) per n — 400 e > b, converge, allora
> ay, converge. La risposta corretta & .




