Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 3 febbraio 2021 ore 11:30
ESAME ONLINE

Versione: V1

2n+9
3+nlogn

oo
Quiz 1. La serie numerica Z(—l)”

n=1

diverge positivamente.
converge assolutamente.

¢ indeterminata.

converge ma non assolutamente.

diverge negativamente.

SVOLGIMENTO
La serie € a termini di segno alterno.
Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

_i 2n+9
B 3+nlogn

n=1

o0

2n+9
B Y
Z (=1) 3+nlogn

n=1

Si ha che

2n+9 2
~ , N — +o0.
3+nlogn logn
Inoltre
1 1
logn =o0(n), n— 400 = :0( ), n — +oo.
n logn

o0

Poiché la serie armonica E — diverge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data non converge assolutamente.
n

n=1
. 2n+9 . . . R
Studiamo ora la convergenza. Posto b, = 3 loan’ si ha che b, — 0 per n — 400 e inoltre la successione (b,) &
n logn
2 9
decrescente. Infatti, posto f(x) = =t per ogni x € R con = > 1, la funzione f & derivabile con
34z logzx
2 91 3
Ve >1: f’(:l:):f:ch o8 +

34+ xlogz)?2 —

Quindi f ¢ decrescente su [1,+00) e di conseguenza la successione (b,,) & decrescente. Per il Criterio di Leibniz la serie data
converge. La risposta corretta e .

o0
2n)!
Quiz 2. 1l raggio di convergenza della serie di potenze Z(—l)” % (x—=1)" &
0.
4
Z
3e?
3e?
gl 2=
2
2
M| —.
- 362
3e?
Bl 2
Bl
SVOLGIMENTO

Si tratta di una serie di potenze centrata in xqg = 1. Posto ¢t = & — 1 si ha che

S g (e 0 = Do g




(2n)!

Posto a, = (—-1)" In 2 si ha che
Any1| (2n+2)! 30" (2n+2)2n+1)-(2n)! 30" 2(2n+1) 1
an | 3ntl(n41)20t2 (2p)!  3.3n(n+1)2-(n+ 12 (2n)!  3(n+1) [(1+ ;)H]T
Quindi
lim Antl) _ lim 2@n +1) . 1 5 = i
n an n 3(n+1) [(1 + l)"] 3e2

: . . . . 3e? : .
Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ R = T La risposta corretta e .

Quiz 3. Sia Q = {(z,y) € R*: z*+y* <9, £ >0, y>2}. L'integrale / zv/r2 +y2dedy vale
Q
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R| —.
5
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FE| —.
-
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3
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SVOLGIMENTO

Passando in coordinate polari centrate in (0,0) si ottiene
/ zvx? +y?dedy = / p3 cos? dpdv,
Q o

dove ' C R? ¢ l'insieme €2 scritto in coordinate polari. Si ha che

s s 0<p<3 5
xr*4+y <9
pcos? >0 SinﬁgpSS
(r,y) €N — x>0 = =
psind > 2 .2 ™
y>2 arcsm§§19§§.
o <9<
Quindi
Q' =<(p,9) eR?: arcsinz<19<ﬁ 2 <p<3;.
’ 3~ — 2 sind "~

Esendo €' un insieme p-semplice si ha che

z 3
/x\/12+y2dxdy:/ p3cos19dpd19:/2 (/ p?’cosﬂdp> dv =
Q Q/ a

rcsin 2 2
3 sin 9
: 9| 2pt 3 di — * : (81— %) a9
= cos? | — =- cos — =
arcsin 2 4 P 2 4 arcsin 2 Sin4 0
3 Sin© 3
1 (% cos ¥ 1 6 1 12 43
= - 8lcosd — 16 dy = - |81siny + — - —— ==
4 /arcsin % < Sin4 19) 4 [ 3 Sin3 19:| arcsin % 12

La risposta corretta e .

uiz 4. 51 considerino la superficie 2 = | (x,y,2) € D z2=3+ e"2 2, <zr+4+y" <3, y= e 1l campo vettoriale
Quiz 4. Si iderino 1 ficie & R3 3427V 2< 2 +4%2<3, y>0telil ttorial

2x 2y z—3
F(a@y,z)— (2—3’ 2_37 log( 2 ))

Il flusso di F attraverso 3, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore fondamentale
dell’asse z, vale

27 (2v2 - 3v3).




(2\[— 3\/3) .

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & definito e continuo su ) = {(a:,y, 2)ER3: 2> 3}. La superficie 3, che & contenuta in €2, & il
grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =3+ 2 ez2+y2, dove

K:{(x,y)€R2: 2<az?+y?<3, yZO}.

Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, 9(z,y)) = (x,y, 3+ 26I2+y2).
Ne segue che

/ZF-ndU:/KF(U(x,y))-N(x,y)dxdy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXYino(x,y) e

Oo

Na(x;y) = %(Z,y) AN %(xay) = (

dg

0
a(x,y),g(:c,y),1> - (74‘% 6I2+y2a 74yez2+y2,1) .
T

Ay
Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi
N(z,y) = No(z,y) = (—49” e, —ay e Y 1) '

Si ha che . . .
F(o(x,y))  N(z,y) :F<x,y,3+26m Ty ) . (—4xe‘” T gy ety ,1) =

= <x e_mz_yz,ye_’cz_yz,x2 + y2) . (—495 e’”2+y2, —4y e”2+3’2, 1) =-3 (x2 + y2) .
Ne segue che

/ZF~ndJ:/KF(U(:E,y))-N(x7y)dxdy:—3/K(m2+y2) dx dy =

passando in coordinate polari

=-3 / p2dpdd =
essendo K’ = [\@, \/ﬂ x [0, 7] si ottiene
V3 V3 15
= —37r/ p*dp = —3m {p“} =—_7
V3 4 V3 4
La risposta corretta ¢ @ .
10xy* 202293
Quiz 5. Si considerino il campo vettoriale F(x,y) = Y , 2T Y 1 9) elacurva parametrica v : [0, 3] — R?
1+ 22yt 1+ a2yt

definita da y(t) = (t7 ~ 35 4 tcos(3—1), t4— 33+ (3—1) e5t2).
L'integrale di linea di F lungo 7 vale

—6.

—12.

6.

12.

0.

SVOLGIMENTO



Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f2), si ha che

o
Jy

4073 B %
(142244 O

(x’y) = (a:7y)

Quindi F & conservativo su R?. Denotato con f un potenziale di F su {2, si ha che

af 10zy4

—_— — = —_— 4
6x(xvy) fl(xﬂy) 1+x2y4 + 4z,
af 2022y3
a*y(ifyy) = fao(z,y) = Tt a2yt +2.

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

L0zy" 2,4 2
Fay)= [\ ggzys +4) do=5log (14 2%") + 2% +cly),

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of
Jy

20223 20223
(zy) =55 +cy) =

= = — +2 / =2 =2 k, keR.
1+ a2yt 1+x2y4+ = d(y) = c(y) Y+ K, €

Quindi un potenziale di F su () e
f(z,y) =5log (1+2%y") + 22> + 2y +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

/ FdP = f(+(3)) — f(+(0)) = £(3,0) — £(0.3) = 18 — 6 = 12.

La risposta corretta e .

Quiz 6. La funzione f(z,y) = 18 + (,TZ + 2y2) g% v

ha cinque punti stazionari: uno di minimo locale, due di massimo locale e due di sella.
ha solo un punto stazionario che ¢ di minimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.
ha solo un punto stazionario che & di massimo locale.

ha cinque punti stazionari: uno di massimo locale, due di minimo locale e due di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

g%(x,y) = zxe_zz_yz (1 - $2 - 2y2) ) %(w7 y) = de_zz_yz (2 - .7;2 - 2y2) :

Quindi

z(l—2%2-2y%) =0 r=0, 22+2y°=1
Vf(z,y) =(0,0) < ( ) =
y(2—2?-2y%) =0 y=0, 224+2y%=2.

I punti stazionari di f sono (0,0), (0,+£1), (£1,0).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

2
%(w,y) =2V [—227 (1 — 2% — 2y%) + 1 — 32® — 2%],
2 2
ﬂ(x, y) = 9=~V [72y2 (2 o 2y2) +2—a?— 6y2] , o°J (z,y) = —4xye*$2*yg (3 o 2y2) .

Oy?
Quindi

0zdy

2 0 —2e7 ! 0 —4e! 0
Hf(070):<0 4)7 Hf(o’:tl):( 0 _86—1>7 Hf(:l:l,O):< 0 26—1>'



Ne segue che (0,0) ¢ un punto di minimo locale, i punti (0,+1) sono di massimo locale mentre i punti e (41, 0) sono di sella
per f. La risposta corretta e .

Quiz 7. Siano Q@ = {(z,y) € R*: x # 0}, F : @ — R? un campo vettoriale conservativo su 2, f : @ — (0, +-00) un potenziale

di FsuQ, G:Q — R?il campo vettoriale G(z,y) =

1 1
hz,y) = —3 arctan )

Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

1
——— F(z,y) e g,h : Q — R le funzioni g(zx,y) = arctan [ f(z, y)],
TR (,y) ey 9(x,y) [f(z,y)]

Le funzioni g e 2k non sono potenziali di G su (2.

Le funzioni g e 2h sono due potenziali di G su 2 ma la funzione g — 2h non & costante su ).
La funzione g & un potenziale di G su 2 mentre la funzione 2Ah non lo e.

@ La funzione 2h & un potenziale di G su €2 mentre la funzione g non lo e.

Le funzioni g e 2h sono due potenziali di G su (2 e la funzione g — 2h & costante su 2.

SVOLGIMENTO

Si osserva che g e 2h sono due potenziali di G su Q) perché sono due funzioni differenziabili su 2 e per ogni (z,y) € Q
risulta che Vg(z,y) = V(2h)(z,y) = G(z,y). Inoltre la funzione g — 2h & costante su 2 perché per ogni (z,y) € € si ha che

1 ™
g(z,y) — 2h(x,y) = arctan [f(z, y)] + arctan o) "2

1
perché f(z,y) > 0 per ogni (z,y) € Q e arctant + arctan ;= g per ogni t > 0.

La risposta corretta ¢ .

n

Quiz 8. Siano (a,) una successione reale e S,, = E ai. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

k=0
Se Z a, converge, allora lim .S, = 0.
n=0 "
Se Z a, converge, allora lima,, = 0.
n=0
Se lima,, = 0, allora Z an converge.
n=0
Se Z an non converge, allora lim a,, # 0.
n=0
Se lim S,, # 0, allora Z an, non converge.
" n=0
SVOLGIMENTO

oo

Per la condizione necessaria per la convergenza di una serie numerica, se E a, converge, allora lima, = 0. La risposta
n

corretta ¢ .

n=0




Versione V2

n o+ (_1)nn
4+ n?logn

o0
Quiz 1. La serie numerica Z(—l)

n=1
converge ad un numero minore di zero.
converge ad un numero maggiore di zero.
¢ indeterminata.
diverge positivamente.
diverge negativamente.

SVOLGIMENTO
Si ha che
> 54+ (-1D)"n  =n+(-1)"5
nz::l( ) 4+n2logn ;4—&—712 logn

Poiché per ogni n > 5 si ha che n+ (—1)"5 > 0, la serie ¢ a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.

Si ha che
n+(-1)"5 1
~ , N — +00.
4+n2logn nlogn
1 1
La successione a,, = & non negativa e decrescente. Considerata la funzione associata f(x) = ———— definita per ogni

nlogn zlogx
x € R con z > 2, si osserva che anche f € non negativa e decrescente. Per il Criterio di Maclaurin la serie di a,, converge se

e solo l'integrale improprio di f su [2,4+00) converge. Si ha che

+oo “+o0 1
/2 f(av)clx:/2 xlogmdw:
+o0 1
- / Lat
log 2 3

che diverge. Per il Criterio di Maclaurin la serie Z a, diverge, e per il Criterio del confronto asintotico la serie data diverge

n=2

posto t = logx da cui dt = 1 du si ottiene

positivamente. La risposta corretta e E] .

: . . gy (3)! noo
Quiz 2. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(—l) Py (x+1) &
n
n=1

2¢e3
R| —.
=

27
P| —.
2¢3

3
¢

27

27
0.

SVOLGIMENTO
Si tratta di una serie di potenze centrata in g = —1. Posto t = x 4+ 1 si ha che
= (3n)! > (3n)!
—_1)" H" = —1H)" t".
S g (17 = 0" 0
3n)!

Posto a,, = (—1)" %, si ha che

Ung1| (3n+3)! 2" (3n+3)(Bn+2)(3n+1) - (3n)! 2”03 3(3n+2)(3n+ 1) 1

an | 2vtl(n4+1)373 (3n)l  2.27(n41)3-(n+1)3n (3n)! 2(n + 1)2 [(1+ ;)nff
n




Quindi
. 3B3n+2)(3n+1) 1 27
= lim . 3= 53"
n 2(n+ 1) [(1+1)"° 2

Ap+1
(293

lim

n

2¢3
Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ R = o7 La risposta corretta e .

Quiz 3. Sia Q = {(x,y) eR?: 22442 <9, >0, y> 2}. L’integrale / x (:172 + y2) drdy vale
Q

43
12
97
20
97
10"
43

EREREIRENE

~io o

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate polari centrate in (0,0) si ottiene
/ x (x2 + yz) dz dy = / p*cos dp do,
Q Q'

dove ' C R? ¢ l'insieme € scritto in coordinate polari. Si ha che

2 2 O<p=3 2
e +y <9
pcost >0 Sinﬁ§p§3
(z,y) € = x>0 = —
psind > 2 .2 T
y>2 arcsmggﬂga
o —r <9<
Quindi
Q' =<{(p,9) eR?: aurcsing<q9<E 2 <p<3%.
’ 3=~ 2 sing "

Esendo Q' un insieme p-semplice si ha che

3
/ p* cos dp) dy =

/x(x2+y2) dxdy:/ pt cos ¥ dp dy = ’ (
Q o

in 2
arcsin 3

V)

sin 9
E 1.]° 1 (3 32
:/ cost | =p° d19:7-/ cos¥ | 243 — — dy =
arcsin 2 5 2 5) arcsin 2 sin® ¥
3 sin O 3
1 (3 cos 1 172 97
=- 243 cos ) — 32 dd == |243sin9 + 8 - —— = —.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 4. Si considerino la superficie ¥ = {(w,y, 2)ER®: 2=T+ 4e$2+y2, 4<a?44y2<5, x> 0} e il campo vettoriale

3x 3y z—17
F(x7yvz)_<z_7ﬂz_7alog< 4 ))

Il flusso di F attraverso X, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore fondamentale
dell’asse z, vale

§<8—5\/5)7r.




SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & definito e continuo su ) = {(m,y, 2)ER3: 2> 7}. La superficie 3, che & contenuta in €2, & il
grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =7+ 463”2*92, dove

K:{(x,y)ERQ: 4<a®+9y? <5, a:ZO}.

Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, 9(z,y)) = (x,y, 7+ 4em2+y2).
Ne segue che

/ZF-ndU:/KF(U(x,y))-N(x,y)dxdy,

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXYino(x,y) e

do do 0 15) 2,2 2 2
No’(xay) = %(Iay) A @(I?y) = (_ai(xay)v_é:Z(x7y)71) = (_Sxex ty 7—8?J€x Y 71) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi
N(z,y) = Ny(x,y) = (—89: 6352'“’27 —8y e“zﬂﬂ7 1) .

Si ha che . . .
F(o(x,y))  N(z,y) :F<x,y,7+46x ty ) . <78xew TV 8yt Y ,1) =

3 3
B <4=’” TV Ty T y2> ‘ (‘8x et gy et 1) =5 (2" +9%).

Ne segue che
/F~ndo=/ F(a(m,y))-N(axy)dmdyz—ES/ (2° +y?) dedy =
) K K

passando in coordinate polari

= —5/ pPdpdd =
K/

essendo K' = [2,V/5] x [—%, %] si ottiene

La risposta corretta e .

202372 10z*y
T+aty? 7 14 aty?
definita da y(t) = (t4 — 22+ (2 —t) e 17— 215 4t cos (2—- t))

Quiz 5. Si considerino il campo vettoriale F(z,y) = ( + 6y> e la curva parametrica v : [0,2] — R?

L’integrale di linea di F' lungo v vale

6.
—6.
—12.
(0] 12.
0.

SVOLGIMENTO

Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (fi1, f2), si ha che

Oh gy = 2y Oy
ay Y (1+a24y2)? O Y-



Quindi F & conservativo su R?. Denotato con f un potenziale di F su {2, si ha che

af B B 20412
%(x,y) = fi(z,y) = T+ 242 +3,
of B B 10zty
@(x,y) = fo(z,y) = T5 a2yt + 6y.

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

20242 4 9

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

ko) 10x4y2 1024
a%@,y)—&w(y)— Y

— =——7 46y — d(y)=6y — =3y +k keR.
1+$2y4 1+$2y4+ Y C(y) Yy C(y) Y+ kK, S

Quindi un potenziale di F' su 2 e
f(z,y) =5log (1+2*y?) + 3z +3y° +k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

/ FodP = f(+(2)) = f(1(0)) = £(0,2) = f(2,0) = 12— 6 = 6.

La risposta corretta e .

Quiz 6. La funzione f(z,y) =19+ (22* + y°) e~ v’

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.

ha solo un punto stazionario che ¢ di minimo locale.

ha cinque punti stazionari: uno di minimo locale, due di massimo locale e due di sella.
ha solo un punto stazionario che ¢ di massimo locale.

ha cinque punti stazionari: uno di massimo locale, due di minimo locale e due di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f ¢ di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

%(m,y) =2ze”" V" (2 - 222 — ), %(x, y) =2ye " 7V (1 - 222 —y?).

Quindi

v(2-222—y?) =0 r=0, 2u%+y?=2
Vf(z,y) =(0,0) <— —
y(1—2m2—y2)20 y=0, 22%2+9%=1.

I punti stazionari di f sono (0,0), (0,£1), (+1,0).

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

2
%(m, y) = 2e=2" V" [—2:32 (2 —z? - 2y2) +2— 622 — y2] ,
2 2
M(ac,y) — 9e~ 7V’ [—2y2 (1 — 222 — y2) +1—222 - 3y2] , o°f (z,y) = —4362/6‘””2_3’2 (3 — 222 — yz) .

0xdy

4 0 —8e~! 0 2¢ ! 0
moo-(4 ). meo-(7 2, mos-(*' 0).

Ne segue che (0,0) ¢ un punto di minimo locale, i punti (%1, 0) sono di massimo locale mentre i punti e (0, £1) sono di sella
per f. La risposta corretta e .




Quiz 7. Siano Q = {(z,y) €eR?: y#0}, F : Q — R? un campo vettoriale conservativo su Q, f : Q@ — (—0o0,0)
1

mF(m,y) e g,h : Q — R le funzioni
€,y

un potenziale di F su 2, G : Q — R? il campo vettoriale G(z,y) =

1
glz,y) = 3 arctan [f(x,y)], h(z,y) = — arctan )

Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Le funzioni 3¢ e h non sono potenziali di G su 2.

Le funzioni 3¢g e h sono due potenziali di G su ) ma la funzione 3g — h non & costante su 2.
La funzione 3¢ ¢ un potenziale di G' su 2 mentre la funzione i non lo e.

La funzione h € un potenziale di G su 2 mentre la funzione 3g non lo e.

Le funzioni 3¢g e h sono due potenziali di G su €2 e la funzione 3g — h & costante su Q.

SVOLGIMENTO

Si osserva che 3g e h sono due potenziali di G su Q perché sono due funzioni differenziabili su Q2 e per ogni (z,y) € Q
risulta che V(3¢)(z,y) = Vh(z,y) = G(z,y). Inoltre la funzione 3g — h & costante su ) perché per ogni (z,y) € € si ha che

39(z,y) — h(z,y) = arctan [f(z, y)] + arctan f(xl, ) = —g

1
perché f(z,y) < 0 per ogni (z,y) € Q e arctant + arctan ;= fg per ogni t < 0.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 8. Siano (ay) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

@ Se a,, ~ b, per n — 400 e Y a, diverge, allora »_ b, diverge.

Se ap, > 0, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,,) per n — 400 e Y a, converge, allora »_ b, converge.
Se a, >0, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,) per n — 400 e >_ a, diverge, allora Y _ b, diverge.

Se a, = o(b,) per n — +oo e > b, converge, allora Y a, converge.

Nessuna delle altre & corretta.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto asintotico se a,, > 0, b, > 0 per ogni n € N, a,, = o(b,) per n — +00 e Y_ a, diverge, allora
> by, diverge. La risposta corretta & .




Versione V3

oo
Quiz 1. La serie numerica E (—

n=1

n+7
5+n2 log®n

n

diverge negativamente.

@ converge ma non assolutamente.

€ indeterminata.
diverge positivamente.
converge assolutamente.

SVOLGIMENTO
La serie ¢ a termini di segno alterno.

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

= 3n+7 = 3n+7

DY e e = X s e

1 + n< log™n i oTn og n
Si ha che

3n+7 3
3— ™~ 35—, N — +o0.
5+mn2log°n nlog’n
1 1
La successione a, = ———— ¢ non negativa e decrescente. Considerata la funzione associata f(z) = definita per
nlog”n zlog” x

ogni z € R con = > 2, si osserva che anche f & non negativa e decrescente. Per il Criterio di Maclaurin la serie di a,, converge
se e solo l'integrale improprio di f su [2,4+00) converge. Si ha che

+oo “+o0 1
/ f(x)dxz/ s—dr =
2 2 xlog” x

“+o0
1
log 2 13
oo

che converge. Per il Criterio di Maclaurin la serie g an converge, e per il Criterio del confronto asintotico la serie data
n=2
converge assolutamente. La risposta corretta e E] .

posto t =logx da cui dt = %daz si ottiene

& n.,2n
Quiz 2. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(f 3°n (x—2)" &
— (2n)!
2
-
4
0] X
3e2’
3e?
S| —.
:
2
T| —.
3e2
0.
SVOLGIMENTO

Si tratta di una serie di potenze centrata in x¢g = 2. Posto t = x — 1 si ha che

e n3nn2n n e ngn,rLZn N
nzl(_l) G @2 _;(_1) ey



n ,,2n
n3'mn

Posto a,, = (—1) si ha che

(@)l
G| _ 3"+ )P o)t 3-3"(n+ )2 (n+ )P 2n)b _ 3(n+1) [(l + IH -
an, (2n +2)! 3n p2n 2n+2)(2n+1)-(2n)! 37n?»  2(2n+1) n
Quindi ,
. lan . 3n+1 \" 3e?
i st ()T
Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ R = 4 La risposta corretta e @ .

3e2’

Quiz 3. Sia Q = {(x,y) eR?: 22442<9, >0, y< 72}. L’integrale / v/ 22 +y2drdy vale
Q

43
12°

=] ] [a] =] [=]
ﬂ\o:w'\ww_\%ﬁ‘@

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate polari centrate in (0,0) si ottiene

/x\/:c2+y2dxdy:/ p3 cos ¥ dp dv,
Q %

dove € C R? & I'insieme 2 scritto in coordinate polari. Si ha che

2,2 O<ps<3
¢ +y <9
pcosd > 0 TSy SPS3
(r,y) € <— z>0 = —
psing < —2 i .2
y < —2 —§§19§—arcsm§.
- <9<
Quindi
Q=14 (p,9) eR?: —E<19<—arcsing _2 <p<3
" C T =ts 30 sino '

Esendo Q' un insieme p-semplice si ha che

— arcsin 2 3
/;v\/x2+y2dxdy:/ p3cos19dpd19:/ ’ (/ p3cos19d,0> dy =
[9) Q 2

us
2

T Ssinv
— arcsin 2 1 3 1 — arcsin 2 16
= s | = pt dy = = 59 (81 — —— | dv =
/_1 o8 |:4p :|_2 4 /_1 €08 ( sin419)
2 sin 9 2
1 — arcsin 2 cos 1 16 1 — arcsin 2 43
== 81 cos — 16 49 = = |81sind + — . — _ 8
4/; ( cos sin419> 4 { s 3 sinsﬁ] 12

us
2

La risposta corretta ¢ .

Quiz 4. Si considerino la superficie ¥ = {(Jc,y, 2)ERY: z=5+ Sezzﬂf, 5<a’+9y?<6, y< 0} e il campo vettoriale

2x 2y z—95
= 1 .
oo (22 2 e (757))

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore fondamentale
dell’asse z, vale

95
?Tr.




(6\/6 - 5\/5) .

Wl Ut

(@)}
t

2

w|3 e |

(6\/6 - 5\/5) .

] [a] (3] [

e

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & definito e continuo su Q) = {(av,y7 2)eR3: 2> 5}. La superficie X, che & contenuta in €2, & il
grafico della funzione g : K — R, g(z,y) =5+ 3 e +9° | dove

K:{(x,y)ERQ: 5<a?+y? <6, ySO}.
Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, g(7,y)) = (:E,y, 54 3ew2+yg).

Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(z,y)) - N(z,y) dx dy,
b K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXino(x,y) e

80’ 60’ 8 8 2,2 2.2
No’(xay) = %(Jj,y) A @(%,y) = (_ai(xay)a_az(x7y)71) = (_6-/1763: ty 7_6y6x Y 71) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi
N(w,y) = No(r,y) = (—6ze” ™, —6y e’ 1)

Si ha che s . .
F(o(z,y)) - N(z,y) :F<x,y,5—|—3em ty ) : (—Gxew T Gy et TV ,1) =

2 2
= (—333 e Y —3Y S A y2> . (—633 Y Gy et Y 1) =5(z*+y%).
Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(x,y)) - N(z,y)dzdy = 5/ (172 +y2) dx dy =
b K K

passando in coordinate polari

=5 / P2 dpdd =
K/
essendo K' = [\/3, \/a X [, 27] si ottiene
VB V6 55
= 57T/ p2dp = 5w {p‘l] = —m
La risposta corretta e .
14xy* 28223

Quiz 5. Si considerino il campo vettoriale F'(z,y) = ( — 2) e la curva parametrica v : [0,4] — R?

definita da y(t) = (t7 —4t5 4t cos(4—t), t* — 4P+ (4—1t) e"’tz).
L’integrale di linea di F' lungo ~ vale

—24.

24.

—48.

48.

[P]o.

SVOLGIMENTO



Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f2), si ha che

o
Jy

561> B %
(142244 O

(x’y) = (a:7y)

Quindi F & conservativo su R?. Denotato con f un potenziale di F su {2, si ha che

af B B 14xy?
%(x,y) = fi(z,y) = m — 4z,
af B B 281293
@(z’y) = fz(%y) = m -

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

Ldzy! 2 4 2

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of
dy

28223 28223
(ry)="T—55+dy)=

= =7 _ '(y) = —2 =2 +k keR
1+ 22yt 1+ 22yt = W = < ymoRe

Quindi un potenziale di F su () e
flz,y) =Tlog (1 +2%y*) — 22> =2y + k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

[ FdP = 56 = F(0) = £(0,0) = £0.4) = ~32-+8 = —20.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 6. La funzione f(z,y) = 18 — (2° + 2¢°) e~ Y’

ha solo un punto stazionario che & di massimo locale.

ha solo un punto stazionario che ¢ di minimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.

ha cinque punti stazionari: uno di massimo locale, due di minimo locale e due di sella.

ha cinque punti stazionari: uno di minimo locale, due di massimo locale e due di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R%2. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

g(m,y) = ge~ "V’ (1 —z? - 2y2) ,

g _ 7w27y2 2 2
o Dy (z,y) = —2ye (2 x° — 2y ) .

Quindi

z(1—a%—-2y*) =0 r=0, 22+2%=1
—

y(2—22-2y%) =0 y=0, x2+2y%>=2.

I punti stazionari di f sono (0,0), (0,%1), (£1,0).

Vir,y) =(0,0) < {

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

82
a—xg(x,y) = 2%V [—227 (1 — 2% —2y°) + 1 — 32® — 2¢%],
82 82
a—yé(x, y) = =27 V" [—24% (2 — 2 — 2¢%) + 2 — 2® — 6y°] aTgy(x’ y) = daye™ V" (3 -2 — 2¢%) .
Quindi

-2 0 2e1 0 4et 0
Hf(070):< 0 _4)7 Hf(ov:l:l):< 0 86—1)7 Hf(:l:l,O):< 0 _26—1>'



Ne segue che (0,0) ¢ un punto di massimo locale, i punti (0,41) sono di minimo locale mentre i punti e (41, 0) sono di sella
per f. La risposta corretta e .

Quiz 7. Siano Q@ = {(z,y) €R?: z#0}, F : Q@ — R? un campo vettoriale conservativo su €, f : Q@ — (0,+00)

1
5 F(z,y) e g,h + Q — R le funzioni

un potenziale di F su Q, G : Q — R? il campo vettoriale G(z,y) = T [f @y
T,y

1 1
glz,y) = 3 arctan [f(x,y)], h(z,y) = — arctan )

Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Le funzioni 2¢g e h sono due potenziali di G su {2 ma la funzione 2g — h non & costante su Q.
Le funzioni 2¢g e h sono due potenziali di G su 2 e la funzione 2g — h & costante su §2.

La funzione 2¢g € un potenziale di G' su 2 mentre la funzione i non lo e.

La funzione h ¢ un potenziale di G su ) mentre la funzione 2g non lo e.

Le funzioni 2¢g e A non sono potenziali di G su 2.

SVOLGIMENTO

Si osserva che 2g e h sono due potenziali di G su Q) perché sono due funzioni differenziabili su 2 e per ogni (z,y) € Q
risulta che V(2g)(z,y) = Vh(x,y) = G(z,y). Inoltre la funzione g — 2h & costante su {2 perché per ogni (z,y) € € si ha che

1 ™
2g9(z,y) — h(z,y) = arctan [f(z,y)] + arctan o) "2

1
perché f(z,y) > 0 per ogni (z,y) € Q e arctant + arctan ;= g per ogni t > 0.

La risposta corretta ¢ .

n
Quiz 8. Siano (a,) una successione reale e S,, = E |ak|. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?
k=0

oo
Se Z an converge assolutamente, allora lim S,, = 0.
n

n=0

(oo}
Se lim |a,,| = 0, allora E ay converge assolutamente.
n

n=0

o0
Se Z a, converge assolutamente, allora lim |a,| = 0.
n

n=0

o0
Se Z ap, non converge assolutamente, allora lim |a,,| # 0.
n

n=0

o0
Se lim S,, # 0, allora Z an, non converge assolutamente.
n

n=0
SVOLGIMENTO
o0 o0
Per definizione la serie E a, converge assolutamente se la serie E |ay| converge. Per la condizione necessaria per la
n=0 n=0

oo
convergenza di una serie numerica, se E |an| converge, allora lim |a,| = 0. La risposta corretta & .
n

n=0




Versione V4

Quiz 1. La serie numerica i(fl " w
’ 5+ n3 logn

n=1

diverge positivamente.

converge ad un numero maggiore di zero.
¢ indeterminata.

converge ad un numero minore di zero.

diverge negativamente.

SVOLGIMENTO
Si ha che

i(—l)” 6—(—1)"n? i —n? 4+ (=1)"6
— 5+ n3 logn _n:1 5+n3logn
Poiché per ogni n > 3 si ha che —n? + (
Consideriamo la serie

—1)"6 < 0, la serie ¢ a termini negativi. Quindi converge o diverge negativamente.

Z( 5+n3logn) Z5+n3logn

n=1 n=1
che & una serie € a termini positivi. Si ha che
n?—(-1)"6 1
5+n3logn nlogn’

n — +oo.

. 1 : : . : 1 : :
La successione a,, = o, © Ron negativa e decrescente. Considerata la funzione associata f(x) = Tomn definita per ogni
nlogn rlogzw

x € R con z > 2, si osserva che anche f € non negativa e decrescente. Per il Criterio di Maclaurin la serie di a,, converge se
e solo l'integrale improprio di f su [2,4+00) converge. Si ha che

+oo +oo 1
/ fz)dx = / dx =
9 9 zlogx

+oo
1
:/ Lt
log 2 3

posto t = logx da cui dt = %dz si ottiene

& 2 n
—-1)"6
che diverge. Per il Criterio di Maclaurin la serie g a,, diverge, e per il Criterio del confronto asintotico la serie E %
= 5 +n3 logn

diverge positivamente. Quindi la serie data diverge negativamente. La risposta corretta e .

oo
2n 3n
Quiz 2. 1l raggio di convergenza della serie di potenze Z(— (x+2)" &
n=1 (3’)1)
27
L| —.
2e3
2 3
2%
27
"
27"
27
0.
SVOLGIMENTO
Si tratta di una serie di potenze centrata in g = —2. Posto ¢t = z + 2 si ha che
> 2n 3n > 2n 3n
S P B sy = Sy B

n=1 n=1



n ,,3n
n2tn

Posto a,, = (—1) B si ha che
any1| 27T (n4 1)37F3 Bt 22"+ 12 (n+1)3" - B! 2(n + 1)? s \" N
an | (3n +3)! 2np3n  (3n+3)(3n+2)Bn+1)- (3n)! 2nn3n  3(3n+2)(3n+1) n '
Quindi
nq3

. ant i 2(n +1)2 1 2¢3

1 =1 R -

R P T TG ST T 27

27
Per il Teorema del rapporto il raggio di convergenza della serie di potenze € R = 263" La risposta corretta e .
e

Quiz 3. Sia Q = {(:c,y) eR?: 22442<9, 2>0, y< 72}. L’integrale / T (:L'2 + y2) drdy vale
Q

43
G

97
5

43

97
o
7

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate polari centrate in (0,0) si ottiene
/ x (a;2 + yz) dz dy = / p* cos 9 dp dv,
Q Q'

dove ' C R? ¢ l'insieme € scritto in coordinate polari. Si ha che

2 2 O<p=<3
x° + <9
Y pcost > 0 7sin19SpS3
(r,y) € Q —= x>0 = —

psingd < —2 T cy< .2

y g ) —5 =~ < — arcsin g
—r <9<

Quindi
Q' =14 (p,9) eR?: —ﬁ<19<—arcsing _2 <p<3
’ 2~ = 37 sind —

Esendo Q' un insieme p-semplice si ha che

7arcsin% 3
/J;(Jc2+y2) dxdy:/ p4cos19dpd19=/ (/ p4cosﬁdp> di =
Q Qf _z 2

2 sin ¥

2

— arcsin 2 3 — arcsin 2
3 1 1 3 32
_ 9|1 PP 9 (243 49 =
/ cos {5'0 ] ) 5/_; cos ( +sin519>

-3 Sn 9
- 1/_MCSing (243(:0819—1—32 COSﬁ) a9 =+ {24351n19—8 1}min§ _
5 -z sin® ¥ 5 sin* ¥ _z 10

La risposta corretta ¢ .

Quiz 4. Si considerino la superficie ¥ = {(x,y, 2)eER®: z2=9+ 5ex2+y2, 6<z?+y?<7 x< 0} e il campo vettoriale

B x Y z—9
F(x,y,2) = (9_2, 9_Z,log( 5 >>

Il flusso di F attraverso 3, orientata in modo che il versore normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore fondamentale
dell’asse z, vale

(6\/6 - 5\/5) .




s

.

@ 27 (6\/5 — 5\/5)
0.

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' e definito e continuo su ) = {(x,y, 2)ER3: 2> 9}. La superficie X, che & contenuta in €2, ¢ il
grafico della funzione g : K — R, g(x,y) =9+5 egcz*‘yz7 dove

K:{(x,y)GRQ: 6<z’+y*<T, ISO}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y, 9(z,y)) = (x,y, 9+ 5em2+y2).

Ne segue che
/ F-ndo = / F(o(z,y))  N(z,y) dz dy,
b K

dove N(z,y) ¢ un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
aXYino(x,y) e

do do 0 0 2, .2 2,2
No(e,y) = 50 (:9) A 0 (9) = (‘ai@’y)*ai(%y)v 1) = (—10z e 10y e 1))

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi
N(z,y) = N, (z,y) = (—le Y 10y et Y 1) .

Si ha che . . .
F(o(z,y))  N(z,y) :F(x,y,9+569” ty ) . (—109569” T 10ye* Y 71) =

1 : 1 . 2% 2%
= (—595 e_lz_yZ, —FY e_"LQ_yz,xQ + y2) . (—10:10 (3"‘2'“’27 —10y (3"‘2"'5427 1) =3 (1‘2 + yg) .
Ne segue che
/ F-ndo :/ F(o(z,y)) - N(z,y)dxdy = 3/ (2® +y?) dedy =
b K K
passando in coordinate polari
= 3/ P2 dpdd =
K/

essendo K’ = [V6,V7] x [5, 3] si ottiene

V7 1
:37r/ p>dp =3m {p‘l
VG 4

= —T.

]ﬁ 39
s 4

La risposta corretta ¢ .

28232 14xty
T+aty? 7 14 aty?
definita da y(t) = (t4 —5t3 4+ (5 —t) e7t2, t" —5t° 4+t cos (5 — t))

Quiz 5. Si considerino il campo vettoriale F(z,y) = ( - 6y> e la curva parametrica v : [0, 5] — R?

L’integrale di linea di F' lungo v vale

~120.
60.
—60.
[0] 120.
0.

SVOLGIMENTO



Il campo F & di classe C! su R? che & semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f2), si ha che

o
Jy

5623y _ %
(142%2)* O

(x’y) = (a:7y)

Quindi F & conservativo su R?. Denotato con f un potenziale di F su {2, si ha che

af B B 281412
£((E,y) - fl(x7y) 1 +x4y2 -
aof B B 14zty
@(z7y)_f2(xay)_ 1+x2y4 _Gy

Integrando la prima uguaglianza rispetto a x si ha che

28742
flz,y) = / (1-1-374?;2 - 3> dx = Tlog (1 + x4y2) — 3z +c(y),

dove ¢(y) € una funzione che dipende solo da y. Sostituendo nella seconda uguaglianza si ottiene

of
dy

14zty 1dxty
(y) =57+ =

/ 2
_ _ _ — — = — k, keR
1+ 22y* 1+ 22y 6y c(y) 6y = c(y) 3y~ + k, €

Quindi un potenziale di F su () e
f(z,y) =Tlog (1 +2%y?) =32 —3y* + k, keR.

Per le proprieta dei campi conservativi, si ha che

[ Fdp = 105) = £6(0)) = £0.5) = £5,0) = =75 + 15 = 0.

La risposta corretta ¢ .

Quiz 6. La funzione f(z,y) = 19 — (227 + ¢°) e~ Y’

ha cinque punti stazionari: uno di massimo locale, due di minimo locale e due di sella.
ha solo un punto stazionario che ¢ di minimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale, uno di massimo locale e uno di sella.
ha solo un punto stazionario che ¢ di massimo locale.

ha cinque punti stazionari: uno di minimo locale, due di massimo locale e due di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R%2. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

g(m,y) = g~V (2 —22% — y2) ,

g _ 7w27y2 o 2,2
o Dy (z,y) = —2ye (1 25° —y )

Quindi

x(2—2x2—y2) =0
y(1—22%—y?) =0
I punti stazionari di f sono (0,0), (0,%1), (£1,0).

r=0, 2224y>=2
—

Vf(z,y) =(0,0) <«
y=0, 22%2+9%=1.

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

82
8—;;@, y) = e~V [—2x2 (2- z? — 2y2) +2— 622 — y2] ,
82 82
a—yf(x,y) = 2e "V [—2y2 (1- 227 — y2) +1—22% - 3y2} , aTgy(m,y) = 4xye_'t2_y2 (3- 227 — yQ) .
Quindi

-4 0 8e! 0 —2e7! 0
Hf(070): ( 0 _2>7 Hf(:l:l,O): < 0 26—1>7 Hf(oa:l:l): < 0 46—1>'



Ne segue che (0,0) ¢ un punto di massimo locale, i punti (£1,0) sono di minimo locale mentre i punti e (0,£1) sono di sella

per f. La risposta corretta e .

Quiz 7. Siano Q@ = {(z,y) € R?: y # 0}, F : @ — R? un campo vettoriale conservativo su €, f : @ — (—o0,0) un potenziale
di FsuQ, G:Q — R?il campo vettoriale G(z,y) =

1 1
hz,y) = ~3 arctan )

Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

1
——— F(z,y) e g,h : Q — R le funzioni g(zx,y) = arctan [ f(z, y)],
TR (,y) ey 9(x,y) [f(z,y)]

Le funzioni g e 3h non sono potenziali di G su €.

Le funzioni g e 3h sono due potenziali di G su 2 ma la funzione g — 3h non & costante su ).
La funzione g & un potenziale di G su €2 mentre la funzione 3/ non lo e.

La funzione 3h € un potenziale di G su €2 mentre la funzione g non lo e.

@ Le funzioni g e 3h sono due potenziali di G su 2 e la funzione g — 3h & costante su 2.

SVOLGIMENTO

Si osserva che g e 3h sono due potenziali di G su Q) perché sono due funzioni differenziabili su 2 e per ogni (z,y) € Q
risulta che Vg(z,y) = V(3h)(z,y) = G(z,y). Inoltre la funzione g — 3h & costante su 2 perché per ogni (z,y) € € si ha che

o(a.1) = 3h(a,y) = avctan [F(z. )] + axctan 7o =~

1
perché f(z,y) < 0 per ogni (z,y) € Q e arctant + arctan ;= fg per ogni t < 0.

La risposta corretta ¢ @ .

Quiz 8. Siano (a,) e (b,) due successioni reali. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?
@ Se a, < by, per ogni n € Ne Y b, converge, allora > a, converge.

Se 0 < a, <b, per ognin € Ne > a, diverge, allora >_ b, diverge.

Se a, <0 <b, perognin € Ne > a, diverge, allora >_ b, diverge.

Se 0 < a, < b, per ognin € Ne > a, converge, allora b, converge.

Nessuna delle altre e corretta.

SVOLGIMENTO

Per il Criterio del confronto se 0 < a,, < b, per ogni n € N e }_ a, diverge, allora )b, diverge. La risposta corretta &

.




