Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 7 settembre ore 14

ESAME ONLINE

Versione: V1

= 5n + 6
Quiz 1. Sia p € R. La serie numerica Z(fl)” n? sin ( nn;: >

n=1

converge assolutamente se p = 4.
converge assolutamente se p < 3.
converge assolutamente se 3 < p < 4.
converge assolutamente se p > 4.

converge assolutamente se p = 3.

SVOLGIMENTO

oo
5n + 6
Studiamo la convergenza assoluta della serie Z(fl)" n? sin < nJ; >, ovvero la convergenza della serie

n
n=1

= 5n + 6 = 5n + 6
n, 2. _ 2 :
E (=1)" n®sin ( s ) ’ = E n® |sin ( s ) ’ .
n=1 n=1
5 6 5 6 5 6
Se p > 1, allora n P 0 per n — +o0o. Ne segue che definitivamente 0 < nt < g e quindi sin ( n—;— ) >0 edi
n n n

conseguenza la serie da studiare e

=, <5n+6>
ZTL sm{ ———|.

Poiché sinx ~ = per x — 0, per p > 1 risulta che

on + 6 5
2 .
n sm( P )N p—3" n — +00.

oo

Poiché la serie armonica generalizzata E

S converge se e solo se p—3 > 1, ovvero se p > 4, per il Criterio del Confronto

n
n=1

asintotico la serie data converge assolutamente se p > 4.

5
sin( n+6)’—>+oo.
npb

Quindi non & soddisfatta la condizione necessaria per la convergenza della serie, e di conseguenza la serie data non converge

assolutamente.
5
sin ( nt 6) ’ 2.
npbP

Quindi anche in questo caso non & soddisfatta la condizione necessaria per la convergenza della serie, e di conseguenza la
serie data non converge assolutamente.

Se p =1 si ha che

n2

Infine, se p < 1 si ha che
2

limn
n

La risposta corretta e .

57’7,

2n/3+3n/5 (1‘77) ¢

Quiz 2. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(fl)”

n=1

21/3

;
5

31/5

5



SVOLGIMENTO

La serie di potenze ¢ centrata in xg = 7. Posto t = x — 7 si ha che

(_1) 2n/3+3n/5 (:C_?) _Z(_l) 2n/3+3n/5t ’

1 n=1

M8

n

5N
Posto anp = (_1)7’1 W’ si ha che
n 571'

117131 ' |an| = 117131 /5 375 3 =

essendo 2'/3 > 31/5 si ha che 3"/5 = o (2"/3) per n — +o0o e quindi si ottiene

—lim =" —lim > -2
TR T @) P

21/3
Per il Teorema della radice il raggio di convergenza ¢ R = = La risposta corretta & .

Quiz 3. Sia X = {(x,y,z) ERY: z=4+2%+4° 22 +4°< 2}. L’integrale / 3 (z —z? - yQ) do  vale
b

1047.

127 (6\/5 + arctan (2\/5))

0.
52r.
247 (6\/5 + arctan (2\/5))

SVOLGIMENTO

La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, con g(x,y) = 4 + 22 + y?, dove
K={(z,y) eR*: 2”+y><2}.
Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,v,9(z,y)) = (z,y,4 + 2? + y?).

Posto f(x,y,2) =3 (z —x? - yQ), Iintegrale da calcolare &

[3G-a*—y?)do= [ fdo= [ fole.0) NGy ded,
) ) K
dove N(x,y) @ il vettore normale a ¥ cosi definito
do do dg dg
N = — — = | -—= ——= 1) =(—2z,—2y,1).
(w29 = 5o A G o) = (- 5@, - S 1) = (20 -2,1)
Quindi || N(x,y)|| = /1 + 4(z? + y?). Ne segue che
/3(z—x2—y2) doz/ @y 4+22+9y%) V1+4(22 +y2)dedy = 12/ V14+4(@?+y?)dedy =
) K K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene

V2 V2
:12/ p\/1+4p2dpd19=24ﬂ'/ p\/1+4p2dp:247r/ p(1+4p2)1/2dp:
K'=[0,v/2]x[0,27] 0 0

1 3/2 V2
= 247 {— (1+4p%)Y } = 52r.
12 o



La risposta corretta & .

Quiz 4. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = <10xy +3y% + 522 + 6y +

x Y
—_—_ —— | lun-
VA + 2?4 y? VA + 2?4 y?

go la curva parametrica 7 : [0,4] — R? definita da ~(t) = (t2 — 4t +sin (27t), t+£3 (M — 1) ) vale
0.

V5 - 1.

1(v5-1).

2V2.

2(vV5-1).

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C! su R? che & un insieme semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f) si ha che

8f1 Ty 8f2
—(z,y) =100+ 6y - —————— = —=(x,y).
dy ( (4 + a2 4+ y2)*? ‘933(
Quindi F & conservativo su R?. Un potenziale f di F su R? & tale che
af 2 X
s - =10 3 . —
5 (& Y) = iz, y) = 102y + 3y~ + e
of 2 Yy
—(z,y) = folw,y) = ba* + by + ————.
oy DY) = F2(2.9) ey

Integrando rispetto a x la prima relazione si ottiene

dx = 52y + 3xy® + /4 + 22 + 2 + c(y),

f(x,y) = / (10303/ + 3y2 + ﬁ)

dove ¢ € una generica funzione dipendente solo da y. Sostituendo nella seconda relazione si ottiene

3}
—f(ac,y) :5x2+6xy+$+c'(y) :5x2+6xy+$ = d(y) =0 = c(y) =k, keR.
dy Va4 22 +y? V4 + x2 4+ y?

Quindi un potenziale di F su R? &

flz,y) =52y + 30y +VA+a2 +y>+k, keR
Ne segue che

[ Fdp = 10) - £60) = 10,9 - £0,0 =2 (V5 - 1).

La risposta corretta & .

Quiz 5. La derivata della funzione f(z,y) = 3z%y + 5xy® + 14 arctan (x + ) nel punto (xg,0) = (1,0) rispetto al vettore
v=(-3,7) wvale

49.
7.
3.
10.
0.

SVOLGIMENTO



La funzione f & di classe C* su R2, e di conseguenza ¢ differenziabile su R2. Per le proprietd delle funzioni differenziabili,
si ha che la derivata della funzione f in punto (o, yo) rispetto ad un vettore v &

0
8—£($0,yo) =V f(zo,y0) - v.

Si ha che o7 o7 " "
Vf(z,y) = (a(ﬂc, Y), a—y(x,y)> = <6xy +5y° + T 32% + 10zy + m) ~
Quindi
O (1,0 = VF(1,0)- (-3.7) = (7.10)- (-3,7) = 49,

La risposta corretta e .

Quiz 6. Siano H = {(z,y) e R*: 2 +e* <2}, K = {(:z:,y) ER?: 2<a?+¢¥ < 3},[ = {(:z:,y) ER2: =V < 1}
Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Solo l'insieme K ¢ semplicemente connesso.

Solo l'insieme H & semplicemente connesso.

Solo 'insieme [ € semplicemente connesso.

Tutti i tre insiemi sono semplicemente connessi.

Nessuno dei tre insiemi & semplicemente connesso.

SVOLGIMENTO

Y Y

Solo 'insieme H & semplicemente connesso. La risposta corretta e .

Quiz 7. Sianon € N, n > 2,  C R™ un aperto non vuoto, F' : 2 — R™ un campo vettoriale conservativosu Qe f,g: Q2 — R
due potenziali di F' su 2. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Nessuna delle altre e corretta.

f — g & costante su 2.

Se €2 non & connesso per archi, allora f — g non & costante su 2.
Se F ¢ di classe C! su €, allora f — g ¢ costante su €.

Se € & connesso per archi, allora f — g & costante su €.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta dei potenziali di un campo conservativo, se {2 & connesso per archi, allora f — g & costante su . La
risposta corretta e .

oo

Quiz 8. Sia (a,) una successione reale tale che Z a, =S e€R.

n=0



La serie Z (2a, — 3an—1)

n=2
converge al numero reale ag +a; — S.
converge al numero reale —S.
converge al numero reale ap — 2a; — S.
converge al numero reale 3a; — S.
converge al numero reale ag —a; — S.

SVOLGIMENTO
Poiché la serie Z a, converge a S, per I’algebra delle serie anche le serie Z 2a, e Z 3a,—1 convergono e quindi la serie
n=0 n=2 n=2

oo
Z (2a, — 3an—1) converge. Piu precisamente si ha che

n=2
i (2an - 3(17171) = Qi an — 3 i Ap—1 =
n=2 n=2 n—>

posto kK =n — 1 nella serie di destra si ottiene

Qian?)iakQ(ianaoal) 3<iakao> :a0—2a1—ian:a072a175.
n=2 k=1 n=0 k=0 n=0

S

La risposta corretta e .

Quiz 9. Sia Q2 = {(z,y,z) ER3: 92 4+22<9, 0<x< \/5} L’integrale / Sedrdydz vale

Q
45m.
307
45v2 .
90
60

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse conincidente con 'asse x si ha che

/Sxdxdydz:/ S5zpdpdv dr,
Q o

dove Q' = {(p,ﬁ,x) ER3: 0<p<3, 0<¥9<2m, 0<a< \/5} che ¢ un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi
p, v, x. Ne segue che

3 V2 11371 V2
/ Srdrdydz = / dxpdpdddr = 107 </ pdp) / xdr | =107 [—pﬂ [—xQ] = 457.
Q Q 0 0 25 Jol2 o

La risposta corretta ¢ .

Quiz 10. Siano ) = {(x,y,z) eER?: 2?24+ y2+22<4, y> 0} e F: R® = R3 un campo vettoriale di classe C' tale che
divF(z,y,z) = 3 per ogni (z,y, z) € R3.

II flusso uscente di F' dal bordo di €2 vale

167.
32r.
8.



2.
0.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso uscente di F' dal bordo di §2 & uguale a

/ F-ndo = / divF(z,y,z)dxdydz = / 3dxdydz = 3m(Q) = 167.
o0 Q Q

La risposta corretta e .




Versione: V2

— 6n + 4
Quiz 1. Quiz 1. Sia p € R. La serie numerica Z(fl)" nP sin® < nt )

2
n
n=1

converge assolutamente se p = 2.
converge assolutamente se p > 3.
converge assolutamente se 2 < p < 3.
@ converge assolutamente se p < 2.

converge assolutamente se p = 3.

SVOLGIMENTO
Studiamo la convergenza assoluta della serie E (—1)" nP sin 5 , ovvero la convergenza della serie
n
n=1
Nt 6n 44 Nt 6n +4
n <4 _ <3
271 (—1)" nP sin ( 3 )’ = Eﬁlnp sin ( 3 )‘

6n+4
n2

4
Poiché bn +

5>— — 0 per n — +o0, si ha che definitivamente 0 <
n

n2

o0
6 4
an sin® ( n;L >
n=1 n
Poiché sinx ~ = per x — 0, per ogni p € R risulta che

6n+4 1
p in3 ~
nP sin ( 5 ) 35 n — +o0.

4
< 7 e quindi sin ( ) > 0 e di conseguenza la

serie da studiare e

o0
S . . . 1
Poiché la serie armonica generalizzata E

3, converge se e solo se 3—p > 1, ovvero se p < 2, per il Criterio del Confronto
n

n=1
asintotico la serie data converge assolutamente se p < 2.

La risposta corretta e @ .

. L o - n " noos
Quiz 2. Il raggio di convergenza della serie di potenze Zl(fl) T (x+5)" &
41/5
Al ——
Al =
7
41/5'
31/4
C|—.
7
(0]
31/4°
0
SVOLGIMENTO
La serie di potenze e centrata in xg = —5. Posto ¢t = z 4+ 5 si ha che

Zl(im 3n/4 4 4n/5 (z+5)" = Z(il) 3n/4+4n/5t :

n=1

fn &/ lim §/— T _
17Iln n| = 17Iln 3n/4+4n/5 -

777,

(*1) W’ si ha che

Posto a,, =



essendo 4'/% > 31/4 si ha che 3"/* = o (4"/5) per n — +o0o e quindi si ottiene

—lim e lim ! S
n 3n/4+0(4n/5) T n 4n/5+0(4n/5) B 41/5.

41/5
Per il Teorema della radice il raggio di convergenza ¢ R = — La risposta corretta & .

Quiz 3. Sia X = {(x,y,z) eR?: z=3+224+9% 22 +4°< 6}. L’integrale / 2 (zfx2 fy2) do  vale

b
0.
6 (10\/6+ arctan (2\/6)).

1247.
[D] 627
3 (10\/6 + arctan (2\/6)).

SVOLGIMENTO

La superficie 3 ¢ il grafico della funzione g : K — R, con g(x,y) = 3 + 22 + y?, dove
K={(z,y) eR*: 2® +y> <6}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (x,y, 3+ 2%+ y2).
Posto f(z,y,z) =2 (z —z? - y2), I'integrale da calcolare &

[2G-w =) do= [ far= [ fote.) NG e,

dove N(x,y) & il vettore normale a ¥ cosl definito

N(l‘,y) = %(m,y) A g_;(‘rvy) = (_%(‘Tay)v _a_y(xay)v 1) = (_Q‘Ta -2y, 1)'

Quindi ||N(z,y)|| = /1 + 4(22 4+ y?). Ne segue che
/ 2(z—x2 —y2) do :/ f(x,y,3—|—x2 +y2) V1+4(x? +y?)dady = 6/ V1I+4(x? +y?)dady =
b K K
passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene
V6 V6 12
:6/ p\/1+4p2dpd19:127r/ p\/1+4p2dp=12ﬂ'/ p (1+4p%)"" dp=
K’=[0,/6]x[0,27] 0 0

V6
(1+ 4p2)3/2] — 1247
0

1

~12
ﬂ[m

La risposta corretta e .

Quiz 4. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = | 8xy + 6y* + é, 422 4+ 122y + I —
V16 + 22 + ¢ V164 22 + ¢

lungo la curva parametrica v : [0,6] — R? definita da y(t) = (t — (5 — €%0) | 3 — 612 — sin (37rt)) vale
0.

VI3 - 1.

(Vi3 -1).

2V/13.

2(Vi3-2).



SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C!' su R? che & un insieme semplicemente connesso. Posto F' = (f1, fa) si ha che

0f1 Ty Ofs
—(x,y) =8z + 12y — = —(z,9).
oy DY) VT et e (z,y)

Quindi F & conservativo su R?. Un potenziale f di F su R? & tale che

af 2 x
—(z,y) = fi(z,y) = 8zy + 6Y° + ——
5 & Y) = fi(z,y) = 8zy + 6y T
of 2 Y

——(z,y) =4z + 120y + ———.

8y( Y) AV Ty

Integrando rispetto a x la prima relazione si ottiene

flz,y) = / 8y + 6y + —— | d = 42y + 6% + /16 + 2% + g + c(y),
V16 + 22 + y?
dove ¢ € una generica funzione dipendente solo da y. Sostituendo nella seconda relazione si ottiene
af _ 2 y / _ 2 y / . .
—(z,y) = 4a” + 122y + +(y) =42 + 122y + = (y) =0 = c(y) =k, keR.

dy

V16 + a2 + y? /16 + 22 + y2
Quindi un potenziale di F' su R? &

fz,y) =42’y + 6xy® + V16 + 22 + 92 +c(y) + k, keR.
Ne segue che

[ F-dp = 10(6) - £6(0)) = £6,0) - F0,0) =2 (V3 -2).

La risposta corretta e .

Quiz 5. La derivata della funzione f(z,y) = 922y + 7xy? + 10 arctan (z + ) nel punto (xg,0) = (0,1) rispetto al vettore
v=(5-7) wvale

10.
25.
7.
12.
0.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C* su R?, e di conseguenza ¢ differenziabile su R2. Per le proprietd delle funzioni differenziabili,
si ha che la derivata della funzione f in punto (g, yo) rispetto ad un vettore v &

%(woa yo) = V f(xo,%0) - v.

Si ha che
Vf(x,y) = <%(x,y), %(x,y)) = (18:ry + 7y* + % 922 + 14zy + H(iiiyp) .
Quindi
%(0, 1) =Vf£(0,1)-(5,-7) = (12,5) - (5, —7) = 25.

La risposta corretta e .

Quiz 6. SianoH:{(z,y)ERQ: ezz+y2>2},K:{(z,y)€R2: 2<ex2+y2<3},1:{(z,y)€R2: 621+y2<2}.

Quale delle seguenti affermazioni e corretta?



Tutti i tre insiemi sono semplicemente connessi.
Solo 'insieme K & semplicemente connesso.
Solo 'insieme H & semplicemente connesso.
Solo I'insieme I & semplicemente connesso.

Nessuno dei tre insiemi & semplicemente connesso.

SVOLGIMENTO

y A

q, —Iog3 Viog3 z

Solo I'insieme I & semplicemente connesso. La risposta corretta & .

Quiz 7. Sianon € N, n > 2,  C R™ un aperto non vuoto, F' : 2 — R™ un campo vettoriale conservativosu Qe f,g: Q2 — R
due potenziali di F' su 2. Quale delle seguenti affermazioni e corretta?

f — g & costante su 2.
Se Q & connesso per archi, allora esiste ¢ € R tale che f(z) — g(x) = ¢ per ogni z € Q.

Se Q & connesso per archi, allora per ogni ¢ € R esiste « € Q tale che f(z) — g(z) = c.
Se F & di classe C'! su (), allora f — g & costante su .
Nessuna delle altre & corretta.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta dei potenziali di un campo conservativo, se {2 & connesso per archi, allora f — g & costante su 2. Quindi
esiste ¢ € R tale che f(z) — g(x) = ¢ per ogni x € Q. La risposta corretta & .

oo

Quiz 8. Sia (a,) una successione reale tale che Z a, =S €R.

n=0

La serie Z (3an — 2ap-1)

n=2
converge al numero reale S — ag — a;.
converge al numero reale S.
converge al numero reale S — ag — 2a;.
converge al numero reale S — 3a;.

converge al numero reale S — ag — 3a;.

SVOLGIMENTO



o0 o0 oo

Poiché la serie E a, converge a S, per I’algebra delle serie anche le serie E 3a, e g 2a,_1 convergono e quindi la serie

n=0 n=2 n=2
o0
Z (3a, — 2a,—1) converge. Piu precisamente si ha che
n=2
(o] o0 [o ]
Z (Ban —2ap-1) = 32 anp — 2 Z Ap_1 =
n=2 n=2 n=2

posto kK = n — 1 nella serie di destra si ottiene

:3ian—2iak:3<ian—ao—a1> —2<iak—ao> :ian—ao—i’)al:S—ao—i’)al.
n=2 k=1 n=0 k=0 n=0

——
S

La risposta corretta e .

Quiz 9. Sia Q = {(x,y,z) eER3: 22422<2, 0<y< 3}. L’integrale / 3ydxdydz vale
Q

27m.
(0] 187.
27v2 .
Bar.
367

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse conincidente con ’asse y si ha che
/ 3ydrdydz = / 3ypdp dy dy,
Q o

dove Q' = {(p, 9, y) eR®: 0<p< V2, 0<9<2m 0<y< 3} che ¢ un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi
p,v,y. Ne segue che

V2 3 1 V2 1 .73
/ 3ydrdydz = / 3ypdpdd dy = 67 / pdp (/ ydy) = 67 {—pQ] [—yQ] = 27T.
Q Q 0 0 27 ]y 127 o

La risposta corretta & .

Quiz 10. Siano Q = {(ac,y,z) eR?: 2?2+ 9y2+2%2<9, z> 0} e F: R? = R3 un campo vettoriale di classe C' tale che
divF(z,y, z) = 4 per ogni (x,y,2) € R3.

Il flusso uscente di F' dal bordo di Q2 vale

8.
(0] 144x.
36
727
0.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso uscente di F' dal bordo di §2 ¢ uguale a

F-ndo = / divF(z,y,z)dxdydz = / 4drdydz = 4m(Q) = 727,
o9 Q Q

La risposta corretta e .




Versione: V3

. . . L n . 6n +5
Quiz 1. Sia p € R. La serie numerica Z(fl) n? sin? < = >

n=1

@ converge assolutamente se p > 5.
converge assolutamente se p < 4.
converge assolutamente se 4 < p < 5.
converge assolutamente se p = 5.

converge assolutamente se p = 4.

SVOLGIMENTO

[e.°]
6n +5
Studiamo la convergenza assoluta della serie Z(—l)" n? sin? ( i ) , ovvero la convergenza della serie

n2
sin® <6nj5>‘ .

n=1

o (252) - 2

> [

6 5 5 6 5
Poiché n;r — 0 per n — +o0, definitivamente 0 < >— <7 e quindi sin” < n;r ) > 0. Ne segue che la serie da
n n n
studiare & -
6 5
E n? sinp< n;L >
n
n=1

Poiché sinx ~ = per x — 0, per ogni p € R risulta che

i p<6n+5) 6”
n- sin ~ , N — +00.
np—4

n2
o0
Poiché la serie armonica generalizzata Z 7 converge se e solo se p—4 > 1, ovvero se p > 5, per il Criterio del Confronto
n= 1

asintotico la serie data converge assolutamente se p > 5.

La risposta corretta e @ .

2n/3 n/5
D e

En (x—9)" &

Quiz 2. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(f

n=1

21/3

4] =
5
31/5
] =
5
m-
[E]o.

SVOLGIMENTO

La serie di potenze ¢ centrata in xg = 9. Posto t = x — 9 si ha che

> on/3 +3n/5 . 0 on/3 +3n/5
N e YT
n=1 n=1
2n/3 n/5
Posto a, = (—1)" 5+3, si ha che

]on/3 + 3n/5
o5

lim ¥/ |a,| = lim
n n



essendo 2'/3 > 31/5 si ha che 3"/5 = o (2"/3 per n — +o0o e quindi si ottiene

¢2n/3+0 2n/3 l2n/3+0 2n/3 21/3
= 1In

Per il Teorema della radice il raggio di convergenza ¢ R = . La risposta corretta e .

2 /

Quiz 3. Sia X = {(x,y,z) ER3: z=3—-2%—4? 22 +4°< 2}. L’integrale / 4(z+z2 +y2) do vale

b))
0.
127 (6\/5 + arctan (2\/5)).

o2.
1047.
247 (6\/5 + arctan (2\/5))

SVOLGIMENTO

La superficie 3 ¢ il grafico della funzione g : K — R, con g(x,y) = 3 — 22 — y?, dove
K = {(z,y) eR?: 22 442 <2}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (2,y,3 — 2% — y?).
Posto f(x,y,z) =4 (z + 2%+ y2), I'integrale da calcolare &

[aGrat ety do= [ rdo= [ flota) 1N @)l dedy,

dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ cosi definito

N(l‘,y) = %(‘Tay) A g_(;(‘rvy) = (_%(xay)v_a_y(‘rvy)al) = (2$a2y71)'

Quindi ||N(z,y)|| = /1 + 4(2% 4+ y?). Ne segue che
/4(z+z2+y2) dU:/ f(z,y,3—z2—y2) 1+4(x2+y2)dxdy:12/ 1+4(2x? +y?)dedy =
b K K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene

V2 V2
:12/ p\/1+4p2dpd19:247r/ p\/1+4p2dp:247r/ p(1+4p2)1/2 dp =
K'=[0,/2]x[0,27] 0 0

1 3/2 V2
= 247 {— (1+4p%)Y } = 52r.
12 o

La risposta corretta e .

Quiz 4. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = | 1dzy + 5y% + #, 72?2 + 10zy + S
V9 + 22 + 2 9+ 2?2 + y?

lungo la curva parametrica v : [0, 5] — R? definita da v(t) = (t2 — 5t +sin (4nt), t+1° (e — €*°) ) vale
V313,

% (v31-3).

2(v31-3).

0] vai

0.



SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F' & di classe C!' su R? che & un insieme semplicemente connesso. Posto F' = (f1, fa) si ha che

of1 Ty df2
—_— =14 1 - = — .
ay (1'7y) z + Oy (9+.Z‘2 +y2)3/2 or (:Cay)

Quindi F & conservativo su R?. Un potenziale f di F su R? & tale che

of

T
= =14 5% + ——————
Y

VO+aZ+y?

5]
8_5(3579) = fo(x,y) = T2° + 10zy +
Integrando rispetto a x la prima relazione si ottiene

f(x,y)Z/ Lday + 5% + —— | do = T2y + 52y® + VO + 2% + 12 + cly),
V9 + 22 + y?

dove ¢ € una generica funzione dipendente solo da y. Sostituendo nella seconda relazione si ottiene

of 2 Y / 2 Y /
—(x,y) =T+ 100y + ———+¢ =72+ 102y + — = ¢ =0 = cly) =k, keR.
8y( y) VY e () VY e () ()

Quindi un potenziale di F su R? &

flzy) =T’y + 100y + 9+ 22 + > +k, keR.
Ne segue che

[ Fdp = 106) - £6(0) = £0.5) - £0,0)= V3T -3,

La risposta corretta & .

Quiz 4. La derivata della funzione f(z,y) = 4z?y + 6xy® + 16 arctan (x + ) nel punto (xg,0) = (1,0) rispetto al vettore
v=(-4,8) wvale

4.
[0] s.
64.
12.
0.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C* su R2, e di conseguenza ¢ differenziabile su R?. Per le proprieta delle funzioni differenziabili,
si ha che la derivata della funzione f in punto (zo,yo) rispetto ad un vettore v &

%(an Yo) = Vf(x0,%0) - v.

Si ha che 5 5 16
Vi(w,y) = <5—£($,y)7 6—£(x7y)> = <8xy +6y” + T et 4z” + 122y + m) :
Quindi
00 (1,0) = VF(1,0)- (~4.8) = (8,12)- (~4,8) = 64

La risposta corretta & .

1
Quiz 6. SianoH:{(x,y)eRQ: 2<x2+ey2<3},K:{(ac,y)eR2: $2+62y<2},lz{(ac,y)eR2: e‘z2_y2<§}.



Quale delle seguenti affermazioni e corretta?
Tutti i tre insiemi sono semplicemente connessi.
Solo l'insieme H & semplicemente connesso.
Solo I'insieme I ¢ semplicemente connesso.

@ Solo 'insieme K & semplicemente connesso.

Nessuno dei tre insiemi & semplicemente connesso.

SVOLGIMENTO

Solo 'insieme K & semplicemente connesso. La risposta corretta e @ .

Quiz 7. Sianon € N, n > 2, ) C R™ un aperto non vuoto, F' : 2 — R™ un campo vettoriale conservativosu Qe f,g: Q2 — R
due potenziali di F' su €. Quale delle seguenti affermazioni ¢ corretta?

f — g & costante su 2.
Se € & connesso per archi, allora f — g & costante su €.

Se €2 non & connesso per archi, allora f — g non & costante su €.
Se F ¢ di classe C' su €, allora f — g & costante su .
Nessuna delle altre e corretta.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta dei potenziali di un campo conservativo, se {2 & connesso per archi, allora f — g & costante su 2. La
risposta corretta e .

oo
Quiz 8. Sia (a,) una successione reale tale che Z a, =S €R.
n=0
oo
La serie Z (Ban—1 — 2ay)
n=2
converge al numero reale S — 3a;.
converge al numero reale S.
converge al numero reale S — ag — a;.
converge al numero reale S — ag + 2a; .
converge al numero reale S — ag + a;.
SVOLGIMENTO
o] o] oo
Poiché la serie Z an converge a S, per l'algebra delle serie anche le serie Z 2a, e Z 3a,—1 convergono e quindi la serie
n=0 n=2 n=2
oo
(3an—1 — 2a,) converge. Pil precisamente si ha che
n=2

o ) )
Z (3an_1 — 2CLn) = 32 Ap—1 — 22 an =
n=2 n=2

n=2



posto k = n — 1 nella serie di sinistra si ottiene

3iak2ian3<iakao> 2<ianaoa1> :ianfaojLQal:S—aoqLQal.
k=1 n=2 k=0 n=0 n=0
S

La risposta corretta e .

Quiz 9. Sia Q) = {(ac,y,z) eR?: 2 4+22<9, —V2<z< 0}. L’integrale / Sedrdydz vale
Q

—607.
—307.
—45v2 .
—907.
—457.

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse conincidente con 'asse x si ha che

/Sxdxdydz:/ S5zpdp dv dr,
Q o

dove Q) = {(p, 9,2) eR3: 0<p<3, 0<9<2m, —V2<z< 0} che & un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi
p, Y, x. Ne segue che

3 0 3 0
1 1
/ Sxdrdydz :/ Srpdpdddr = 10w (/ pdp> </ xdx) =107 {—pQ] {—xﬂ = —45m.
O ’ 0 _\/5 2 0 2 _\/5

La risposta corretta e .

Quiz 10. Siano 2 = {(x,y,z) eER?: 2?24+ 9y2+22<4, y< 0} e F: R® = R3 un campo vettoriale di classe C' tale che
divF(z,y,z) = —3 per ogni (x,y,2) € R®.

Il flusso uscente di F' dal bordo di Q2 vale

—327.
~167.
—8r.
-2
0.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso uscente di F' dal bordo di §2 & uguale a

/ F-ndo= / divF(z,y, z)dedydz = /(73) dx dydz = —3m(Q)) = —167.
[219] Q Q

La risposta corretta e .




Versione: V4

e P
Quiz 1. Sia p € R. La serie numerica Z(fl)” n?sin <3nn+ 2>

n=1
converge assolutamente se p = —2.
converge assolutamente se p > —1.
converge assolutamente se —2 < p < —1.

converge assolutamente se p < —2.

converge assolutamente se p = —1.

SVOLGIMENTO

oo
nP
Studiamo la convergenza assoluta della serie g (—1)"n?sin <3 n 2>, ovvero la convergenza della serie
n

n=1

= n,_ 2 n? _ = 2 | n?
; (=1)"n 51n(3n+2)’—;n sm(gn+2)’.
nP nP P
Se p < 1, allora T — 0 per n — +00. Ne segue che definitivamente 0 < T < m e quindi sin (3n+ 2) >0edi

conseguenza la serie da studiare e

i n? sin n’
—~ 3n+2)°

Poiché sinx ~ = per x — 0, per p < 1 risulta che

9 . n? 1 oy
n sin ~ n 00.
3n+2 3n—1-p’
[o ]
Poiché la serie armonica generalizzata Z 1, converge se e solo se —1 —p > 1, ovvero se p < —2, per il Criterio del
o

n=1
Confronto asintotico la serie data converge assolutamente se p < —2.
Se p =1 si ha che

n2

. nP
— .
sm<3n+2>‘ +0o0

Quindi non e soddisfatta la condizione necessaria per la convergenza della serie, e di conseguenza la serie data non converge

assolutamente.
2 | n?
sin (371 n 2) ’ 2.

Quindi anche in questo caso non & soddisfatta la condizione necessaria per la convergenza della serie, e di conseguenza la
serie data non converge assolutamente.

La risposta corretta e .

Infine, se p > 1 si ha che

limn
n

. 3n/4 + 4n/5

= (x+9)" &

o0
Quiz 2. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(—l)

n=1

7

41/5

7

31/4
-
7
A

E'] 0.



SVOLGIMENTO

La serie di potenze ¢ centrata in zop = —9. Posto t = x + 9 si ha che
0 3n/4 +4n/5 > 3n/4 +4n/5
_— 9)" = —_—t"
2 =
3n/4 4n/5
Posto a, = (—1)" 77—:, si ha che
/3n/4 +4n/5
lim ¥/|ay| = lim \/| ——— =
n n T
essendo 4'/% > 31/4 si ha che 3"/* = o (4"/5) per n — +o0o e quindi si ottiene
" 4n/5+0(4n/5) v 4”/5+0(4"/5) 41/5
=lim {/| —————= =1lim = —.
: . . . 7
Per il Teorema della radice il raggio di convergenza ¢ R = 5 La risposta corretta e .

Quiz 3. Sia X = {(x,y,z) eER3: z=2—-2%—4? 22+42< 6}. L’integrale / 3 (z—l—xQ +y2) do  vale

3 (10\/6 + arctan (2\/6))
67 (10\/(_3 + arctan (2\/6))

0.
(7] 627.
1247

SVOLGIMENTO

La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, con g(z,y) = 2 — 2% — y2, dove
K={(z,y) eR*: 2” +y> <6}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,v,9(z,y)) = (2,y,2 — 2% — y?).
Posto f(x,y,2) =3 (z +22+ y2), I'integrale da calcolare &

[3Grat vy do= [ far= [ fote.) NG ded,

dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ definito da

0 0 0 0
NGe) = o) A G 0) = (~ 52~ §Hwa). 1) = o2, 1).

Quindi ||N(z,y)|| = /1 + 4(2% 4+ y?). Ne segue che

/3(z+x2+y2) da:/ f(x,y,Q—x2—y2) \/1+4(x2+y2)dacdy:6/ V1+4(x? +y?)dady =
) K K

passando in coordinate polari centrate nell’origine si ottiene

V6 V6
:6/ p\/1+4p2dpd19:127r/ o 1+4p2dp:127r/ p(1+4p2)1/2 dp =
[0,v/6]x[0,27] 0 0

1

~12
ﬂ[m

V6
(1+ 4p2)3/2] — 1247
0

La risposta corretta e .




Quiz 4. L’integrale di linea del campo vettoriale F(z,y) = <18xy +7y? + , 92° 4 1day + +>

x
\/25 + 22 + y? \/25 + 22 + 92

lungo la curva parametrica v : [0,2] — R? definita da y(t) = (t — (e — ), - 2% —sin (67rt)) vale
% (v29-5).

V29 - 5.

2(v29-5).

V29

0.

SVOLGIMENTO

Il campo vettoriale F ¢ di classe C* su R? che ¢ un insieme semplicemente connesso. Posto F' = (f1, f2) si ha che

0f1 Ty df2
——(x,y) = 18z + 14y — == (z,y).
oy V) (25 + 22 + y2)*/ oz (Y

Quindi F & conservativo su R%. Un potenziale f di ' su R? & tale che

of 9 x
—(z,9) = fi(x,y) = 18zy + Ty* + ———oe
5 (& Y) = fi(z,y) y+Ty SR

Y

\/25+$2+y2-

0
a—;j(ac, y) = 9x% + lday +

Integrando rispetto a x la prima relazione si ottiene

flz,y) = / 182y + Ty* + T = 922y + Txy® + /25 + 22 + 2 + c(y),
/25 + 22 + y?
dove ¢ € una generica funzione dipendente solo da y. Sostituendo nella seconda relazione si ottiene
g(x,y) =922 + lday + I — +c(y) = 922 + lday + v dy)=0= cly)=k, keR.
dy /25 + 22 + 42 /25 + 22 + 92

Quindi un potenziale di F' su R? &
flz,y) =922y + Tay® + V25 + 22 +y2 +c(y) + k, keR.
Ne segue che

/ FdP = f(4(2)) — f(x(0)) = £(2,0) — £(0.0) = 29 — 5.

La risposta corretta e .

Quiz 5. La derivata della funzione f(z,y) = 62%y + 8xy® + Sarctan (x + y) rispetto al vettore v = (4, —8) nel punto
(zo,90) = (0,1)  vale

0.
8.
6.
12.
16.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C* su R?, e di conseguenza ¢ differenziabile su R2. Per le proprietd delle funzioni differenziabili,
si ha che la derivata della funzione f in punto (zg, yo) rispetto ad un vettore v &

%(iﬂoa yo) = V f(xo,%0) - v.



Si ha che

(2 O ) s s
Vf(x,y) = <8x(x,y), 8y(gs,y)> = (12:1:3/4—83/2 +1 T PE.Ch 62> + 162y + . (x+y)2> .
Quindi
%(O, 1) =Vf(0,1)-(4,-8) = (12,4) - (4,-8) = 16.

La risposta corretta e .

Quiz 6. Siano H = {(m,y) ER?: Y > 2}, K={(z,y) €R2: ¥ 1y? <2} [= {(m,y) ERZ: 2<e” +y% < 3}.
Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Solo l'insieme H & semplicemente connesso.

Solo l'insieme I & semplicemente connesso.

Solo 'insieme K & semplicemente connesso.

Tutti i tre insiemi sono semplicemente connessi.

Nessuno dei tre insiemi & semplicemente connesso.

SVOLGIMENTO

x —+/log 3 Vl1og 3 T

Solo 'insieme K & semplicemente connesso. La risposta corretta e .

Quiz 7. Sianon € N, n > 2,  C R™ un aperto non vuoto, F' : 2 — R™ un campo vettoriale conservativosu Qe f,g: Q2 — R
due potenziali di F' su 2. Quale delle seguenti affermazioni & corretta?

f — g & costante su €.
Se Q & connesso per archi, allora esiste ¢ € R tale che f(z) — g(x) = ¢ per ogni = € Q.

Se Q & connesso per archi, allora per ogni ¢ € R esiste x € Q) tale che f(z) — g(z) = c.
Se F ¢ di classe C! su , allora f — g & costante su €.
Nessuna delle altre e corretta.

SVOLGIMENTO

Per le proprieta dei potenziali di un campo conservativo, se §2 & connesso per archi, allora f — g & costante su 2. Quindi
esiste ¢ € R tale che f(z) — g(x) = ¢ per ogni = € Q. La risposta corretta ¢ El .

o0
Quiz 8. Sia (a,) una successione reale tale che Z a, =S e€R.

n=0

o0
La serie Z (2an-1 — 3ay)

n=2

converge al numero reale 3a; — S.



converge al numero reale —S.
converge al numero reale ag + 2a; — S.
converge al numero reale ag + 3a; — S.

converge al numero reale ag +a; — S.

SVOLGIMENTO
oo o0 o0
Poiché la serie Z a, converge a S, per I’algebra delle serie anche le serie Z 3a, e Z 2a,—1 convergono e quindi la serie
n=0 n=2 n=2
o0
Z (2ap—1 — 3ay) converge. Pill precisamente si ha che
n=2

i (20’"71 - 30‘”) = 2i an—-1 — 3i Up =
n=2 n=2 n—2

posto kK = n — 1 nella serie di sinistra si ottiene

:2§:ak—3ian:2<§:ak—ao> —3<§:an—ao—a1> :a0+3a1—ian:ao+3a1—5.
k=1 n=2 k=0 n=0 n=0

——
S

La risposta corretta & .

Quiz 9. Sia Q2 = {(x,y,z) ER3: 22422<2 -3<y< 0}. L’integrale / 3ydrdydz vale
Q

—367.
—187.
—27v2 .
—547.
—277.

SVOLGIMENTO

Passando in coordinate cilindriche con asse conincidente con 'asse ¥ si ha che

/Bydxdydz:/ 3ypdp dd dy,
Q o

dove Q' = {(p,ﬁ,y) eER®: 0<p<V?2, 0<9<2m, —3<y< 0} che e un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi
p, v, y. Ne segue che

V2 0 1 V2 1 .1°
/ 3ydrdydz = / 3ypdpdd dy = 67 / pdp / ydy | =67 |=p? —y? = —277.
Q 9% 0 _3 20 1y 12 _3

La risposta corretta e .

Quiz 10. Siano Q = {(z,y,2) € R*: 2> +¢y* +2> <9, <0} e F: R® — R3 un campo vettoriale di classe C! tale che
divF(z,y,2) = —4 per ogni (z,y, z) € R>.

II flusso uscente di F' dal bordo di €2 vale

—72m.
—1447.
—367.
8.

0.



SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Gauss (o della divergenza) il flusso uscente di F' dal bordo di §2 & uguale a

/ F-ndo = / divF(z,y,z)dxdydz = /(74) dedydz = —4m(Q) = —T2x.
o0 Q Q

La risposta corretta e .




