Svolgimento dei quiz dell’esame di Analisi Matematica II del 3 febbraio 2020 ore 16

Versione: V1
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Quiz 1. Il raggio di convergenza della serie di potenze Z(fl)
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SVOLGIMENTO

Si tratta di una serie di potenze centrata in xg = 1. Posto ¢t = x — 1 si ha che

> n2n 4 3n > n2n 4 3n
-1V (r—1)"= 1) ==

Poiché n 2" = o(3"), n%4™ = o(5"), per n — +00, si ha che

o o fm2rg3r 34037 3
hm = hm — = hm — Y = .
n n Vn2ant5n  w \[5nto(57) 5

5
Per il Teorema della radice il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ R = 3 La risposta corretta e .

n22" 4 3"
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5 30 ach) e Q={(z,y) € R?*: 22 +¢2<1, —2—-1<y<(z+ 1)2}. L’integrale di li-
nea di F' lungo la parte del bordo di 2 appartenente al I e II quadrante, percorsa in senso antiorario, vale
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Quiz 2. Siano F(z,y) = (—J:y2 —

SVOLGIMENTO

Si osserva che la parte di €2 compresa nel I e I1 quadrante ¢ 'unione delle curve I'; e Ty,
Iy ={(z,y) eR*: 2*+y*>=1, >0, y >0},

FQ:{(xvy)ERQZ —-1<z<0, y:(g;_|_1)2}7

orientate in modo che il bordo di 2 sia complessivamente orientato in senso antiorario.



Iy I'

\]

Quindi, posto I' = 9Q N {(z,y) € R?: y > 0}, si ha che

/F-dP:/ F-dP+/ F-dP.
T Iy T2

Una parametrizzazione di I'y in senso antiorario & 71 : [0, 3] — R? definita da 71 (t) = (cost,sint).

Quindi )
/FllﬂdP/’aniP/0 F(vi(t) -y (t)dt =

1 1
F(y1(t)) - v1(t) = F(cost,sint) - (—sint, cost) = (5 costsin®t — 30 COSQtSiDt) - (—sint, cost) =

essendo

1
= —sint + cos® tsint — = costsin® t
30 2

si ottiene . ™
/El't—i- 3tsint — = costsin®t ) dt L ost— Leostt— Lty = 19
= — S1n COS SINt — — COS T SInN = |——=COSlT — — COS — — Sin = —.
0 30 2 30 4 8 0 120
Una parametrizzazione di 'y in senso antiorario & vo : [~1,0] — R? definita da v3(t) = (=1 — ¢, #?). Quindi
0
/ F~dP:/ F~dP:/ F(ya(t)) - v5(t) dt =
T Y2 -1
essendo ) )
FOn(0) 950 = F(-1= ) (41,20 = (=54 ) = 50 £0407) - (-1,20) =
1 1 5 9 1
= (" + )+ = +23(1+t)> = S0+ St 28 4+ —
) F g A7 =g 5t + 20+ 5
si ottiene
0 0
5 9 1 5 9 1 1 5 9 1 1 1
= Ottt ) dt= | =t Pt | = o=
/1<2 tat +30> {12 T0 Tt TR . 2 10 230"
Quindi

/F~dP:/ F~dP+/ Faap=22 LT

La risposta corretta & .

o n? log (1 + —)
Quiz 3. La serie numerica Z(—l)” 4713—_’_171

n=1
diverge negativamente.

¢ indeterminata.
diverge positivamente.

@ converge ma non assolutamente.



converge assolutamente.

SVOLGIMENTO
La serie ¢ a termini di segno alterno.

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

oo n? log <1+§) o n? log <1+§)
Sy — oy
n=1

An3 +1 An3 +1

Poiché log (1 + z) ~ x per  — 0, si ha che

n? log (1 + §>
N "]

3 1 ~—4n2, n — —+00.
o0
Poiché la serie armonica generalizzata — converge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data converge
n2 ’
n=1

assolutamente. La risposta corretta e .

Quiz 4. Siano F : R?® — R? un campo vettoriale di classe C!, K = {(x,y) eR?: 22442 < 1}, o : K = R3 la calotta
regolare o(z,y) = (z,y,2> + y> +3) e 7 : K — R3 la calotta regolare 7(z,y) = (x,y, 17 — 22 — yQ).

Il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di o, orientato in modo che il versore normale al sostegno di ¢ formi un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, & uguale a

0.
/ rotF’ (x,y, 17 — 22 ny) . ( < , Y ,1) dz dy.
K

7\/17—z2—y2 7\/177x2—y2

/ rotF (z,y,2% +y* + 3) - (22,2y,1) dz dy.
K

@ / rotF (x,y,acQ + 92 + 3) - (2z,2y,—1) dz dy.
K

/ rotF’ (z,y,\/17—z2—y2) . < < Y , 1) dz dy.
K

VIT—22 — 2 1T — a2 — 2

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Stokes il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di o, orientato in modo che il versore normale al
sostegno di ¢ formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, & uguale a

/rotF~ndJ:/ F-dP
o do

dove Jo & orientato positivamente rispetto al vettore normale al sostegno di o che forma un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z. Denotiamo con ¥ = o(K) il sostegno di o e con S = 7(K) il sostegno di 7. Si ha che

E:{(x,y,z)GRg: z=a%+y?+3, x2+y2§1}, S:{(z,y,z)GRg: 2 =/17— 22 — y2, $2+y2§1}.

Quindi
82:{($,y,Z)GR3: 2:45 $2+92:1}:35

5] 5,
Il vettore normale a ¥ individuato dalla calotta o definito da N, (z,y) = a—a(x,y) A a—a(x,y) = (—2z,—2y,1) forma un
T Y

angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, come il vettore normale a S individuato dalla calotta 7 definito da

or or T y
Ni(z,y) = —(z,y) N —(x,y) = , , 1 |. Per le proprieta degli integrali di linea si ha che
(@.y) = 55 (@) A g (@.9) (\/17_:62_3/2 N ) prop gli integ
/ F.-dP = F-dP
do or

e per il Teorema di Stokes

/ F~dP:/r0tF~ndJ.
or T



Quindi

xz Y
rotF-ndoz/rotF-nda:/ rotF (x, A 17— 2% — 2)- , , 1| dzdy.
/a T K Y Y V1T =22 —y2 /17T — 22 — 32 Y

La risposta corretta & .

Quiz 5. Sia Q = {(x,y) eR?: —Vz<y<z, z< 1}. L’integrale / (ny + 5y3) dedy vale
Q

[A]1.

5
B] -
[C]s.

SVOLGIMENTO

Osserviamo che
Q={(z,y) eR?: —Vo<y<z, z<1}={(z,y) eR®: 0<z <1, —Vr<y<uz}.

Ne segue che {2 & un insieme y-semplice. Procedendo con il metodo di integrazione per gli insiemi y-semplici si ha che

1 x 1 x
5
/ (6zy + 5y°) dzdy = / ( / (6zy + 5y°) dy) dr = / [3xy2+—y4] de =
Q 0 -z 0 47 1z
! 5 17 3 1 17 ,1° 5
_ 303 1L 204 22 g — |24 25 203 2
/O(x+4x 4$) v [4$+4x 12" |, T 12

La risposta corretta & .

Quiz 6. Nell’ambito della teoria dei campi vettoriali nello spazio tridimensionale, quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Tutti i campi conservativi sono radiali.

Esistono campi radiali di classe C' che non sono irrotazionali.
Tutti i campi irrotazionali sono conservativi.

@ Nessuna delle altre e corretta.

Esistono campi conservativi che hanno un dominio che non ¢ semplicemente connesso.

SVOLGIMENTO

2z 2y
La risposta corretta ¢ | E |. Infatti, il campo vettoriale F'(x, vy, z) = , , 2z | & definito su = R3\ {asse 2
p b @02) = (s s %) \fasse)
che non & semplicemente connesso, ma & conservativo perché F(z,y, z) = Vf(x,y, 2), dove f(x,y,2) = log (x? + y?) + 22.

La risposta ¢ errata. Infatti, il campo vettoriale F(z,y, z) = (yz, xz, xy) & conservativo perché F(x,y, z) = V f(x,y, 2),
dove f(z,y,2) = xyz, ma non ¢ radiale perché non ¢ della forma F(z,y, z) = ¢(||(z,y, 2)||) (z,y,2) con ¢ : (a,b) = R.

La risposta ¢ errata. Infatti, se F' ¢ un campo radiale di classe C!, allora F & continuo e anche conservativo, e di
conseguenza ¢ irrotazionale.

Yy x

2 +y2’ x2 +y2’
conservativo perché la circuitazione di F' lungo la curva parametrica chiusa 7 : [0, 27r] — R? definita da (t) = (cost, sint,0)
e

La risposta ¢ errata. Infatti, il campo vettoriale F(x,y,z) = ( 1) ¢ irrotazionale ma non &

2m 2m 2
%F-dP:/ F(V(t))-vl(t)dt:/ F(cost,sint,O)-(—sint,cost,())dt:/ 1dt =2m #£0.
5 0 0 0

La risposta @ ¢ errata perché ¢ corretta.




Quiz 7. Si consideri la superficie ¥ = {(z,y,z2) € R3: z2=2024+3zy+4, 224+42<4, >0, y> 0}. L’integrale

z—222 — 4
do vale
£ /2522 + 24xy + 9y + 1
4

8.
0.
[D]e.
12.

SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(x,y) = 222 + 32y + 4, dove
K:{(Jc,y)ERQ: 22+ y? <4, >0, y>0}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (x,y, 222 + 3zy + 4).

z—2x%2 —4

Posto f(x,y,z) =
f@y.2) V2522 + 24xy + 9y + 1

, si ha che

z—2x%2 —4

= /2522 + 24ay + 9y% + 1

M=Afw=AﬂWmMW@wMM%

dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ dato da

oo

NGe) = G A o) =

g

dg B
@)~ g1 ) = (e = 3y, -3, 1),

dy
Quindi

[N (z,y)|| = /(4z + 3y)% + 922 + 1 = /2522 + 24ay + 922 + 1.

Ne segue che
z—2x% —4

/z: /2522 4 24xy + 9y2 + 1

do = /Kf(a(z,y))HN(z,y)dedy -

:/ f(z,y,2$2+3xy+4) \/25x2+24xy+9z2+1dzdy:3/ xydrdy =
K K

passando in coordinate polari
= 3/ 0% cossind dp di) =

essendo K’ = [0,2] x [0, Z] si ottiene

)
2 3 1,171 2
=3 (/ 0’ dp) / cost¥sinddd | =3 [—p4] [— sin? 19] = 6.
0 0 47 1o 12 0

La risposta corretta e @ .

Quiz 8. La funzione f(x,y) = (Jc2 + 9% — 3) v +5

ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di sella.
ha due punti stazionari: uno di minimo locale e uno di sella.
ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di sella.
@ ha solo un punto stazionario che ¢ di minimo locale.

ha solo un punto stazionario che ¢ di massimo locale.

SVOLGIMENTO

La funzione f ¢ di classe C? su R%. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

o L P L
a—j:(ﬂmy)=2we2 v, a—i(fﬁ,y)=2y(4—$2—y2) C



Quindi
20 e27Y =0

2 { 2,2
2y(4—x2—y2)62_y =0 y=0, z"+y =4
I punti stazionari di f sono (0,0), (0,2), (0,—2).

Vi(z,y) =(0,0) < {

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

92 f e ? 9% f ) 5 5 5 o g 9% f
it — 227 it —2(4—2% 1192+ 2 12 —y
922 (z,y) e Y, RIE (z,y) (4—z y 7y yt) 2V, 950y

(,y) = —day eV

Quindi
2¢2 0 2e2 0
Hf(0,0)— < 0 862)5 Hf(072)*Hf(0572)* ( 0 16€2>'

Ne segue che (0,0) ¢ un punto di minimo locale mentre i punti (0, 2) e (0, —2) sono di sella per f. La risposta corretta & .




Versione: V2

Quiz 1. Si consideri la superficie 3 = {(x,y, 2)ERY: z=3y  +4ay+5, 22 +y* <9, >0, y< 0}. L’integrale

z2—3y> =5
do  vale
s /1622 + 48zy + 52y% + 1
!

SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 3y + 4y + 5, dove
K={(z,y) €eR*: 2 +35*<9, 2>0, y<0}.

Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (2,y,9(z,y)) = (z,y,3y* + 4zy +5).

z—3y> -5

Posto f(x,y,z) =
f(@9,2) /1622 + 48zy + 52y% + 1

, si ha che

/ z—3y2 -5
v /1622 + 482y + 52y2 + 1

do= [ tdo = [ flote )N dedy,
b K
dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ dato da

_ 0o 99 gy = (~99 . 09 — 4y o —
NGe) = G o) A 5o = (=52~ §Hw).1) = (4 —42 = 6y.1),

Quindi

[N (z,y)|| = /1692 + (4z + 6y)2 + 1 = /1622 + 48xy + 52y + 1.

Ne segue che
z—3y> -5

/z /1622 + 48xy + 52y + 1

do = /K F(o (@, y)IIN (@, )] d dy =

:/ f(x,y,3y2+4:ry+5) \/16x2+48zy+52y2+1dxdy:4/ xydrdy =
K K

passando in coordinate polari
= 4/ p> cossin® dp di) =

essendo K’ = [0,3] x [—%,0] si ottiene

3 0 1,1°1 0 1
=4 (/ 0 dp) / cost¥sinvdy | =4 [—pq [— sin? 19} = —8—.
0 -z 4" 1,12 - 2

La risposta corretta e .

2+ (—=1)"n?
(n2+1)log(n+1)

o0
Quiz 2. La serie numerica Z(—l)”

n=1

converge ma non assolutamente.

diverge positivamente.
converge assolutamente.

@ diverge negativamente.

¢ indeterminata.

SVOLGIMENTO



Si ha che

oo

a2+ (=D S 2(-D)"+n?
Z(_l) (n24+1)log(n+1) Z (n?2+1)log(n+1)

n=1 n=1

Quindi la serie & a termini positivi. Dunque converge o diverge positivamente. Si ha che

2(=1)" +n? ! -+ ! > s
M2+ Dlogn+1) logn+1) 7% logmt1)=w TET

Poiché la serie armonica E — diverge, per i criteri del confronto e del confronto asintotico la serie data diverge. La risposta
n

n=1
corretta ¢ .

- n5" + 4"
iz 3. 11 io di dell ie di pot 1) nH" e
Quiz raggio di convergenza della serie di potenze ;( ) S (x+1)" e
>
6
5]¢
5
:
7
7
5
:
5
SVOLGIMENTO
Si tratta di una serie di potenze centrata in xg = —1. Posto ¢t = x + 1 si ha che
— nb5" +4n - nb5" +4n
)y D=3 (—1)r =
;( ) e @ty nz::l( ) e

Poiché 4™ = o(n5"), n%6™ = o(7"), per n — +00, si ha che

. . ./ mBr44n . nb5"+o(nd?) 5
lim § =lim {/{ ——— =lim {| ——— = = =.
n n Y n26n+7  n ™ 4 o(T") 7

7
Per il Teorema della radice il raggio di convergenza della serie di potenze e R = 5 La risposta corretta e @ .

nbd" + 47
n26n + 7"

(="

Quiz 4. Nell’ambito della teoria dei campi vettoriali nello spazio tridimensionale, quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Tutti i campi conservativi hanno un dominio che e semplicemente connesso.
Tutti i campi irrotazionali sono conservativi.

Esistono campi radiali di classe C' che non sono irrotazionali.

@ Esistono campi conservativi che non sono radiali.

Nessuna delle altre ¢ corretta.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta & @ . Infatti, il campo vettoriale F(x,y,z) = (yz,xz,2y) & conservativo perché F(z,y,z) =
Vf(x,y,z), dove f(x,y,z) = zyz, ma non & radiale perché non & della forma F(z,y,z) = ¢(|(z,y, 2)|) (z,y,2) con ¢ :
(a,b) = R.

2x 2y
$2+y2’ $2+y2’
che non & semplicemente connesso, ma & conservativo perché F(z,vy,2) = Vf(x,y, z), dove f(z,y, z) = log (22 + y?) + 22.

La risposta ¢ errata. Infatti, il campo vettoriale F(z,y, z) = ( 22) ¢ definito su Q = R3 \ {assez}

Y x

x2+y2’ $2+y2’
conservativo perché la circuitazione di F' lungo la curva parametrica chiusa 7 : [0, 27r] — R? definita da (t) = (cost, sint,0)
e

La risposta ¢ errata. Infatti, il campo vettoriale F(z,y,z) = ( 1) ¢ irrotazionale ma non &

27 2m 27
%F-dP:/ F(V(t))-vl(t)dt:/ F(cost,sint,O)-(—sint,cost,())dt:/ 1dt =2m #0.
5 0 0 0



La risposta ¢ errata. Infatti, se F' & un campo radiale di classe C!, allora F & continuo e anche conservativo, e di
conseguenza e irrotazionale.

La risposta ¢ errata perché @ ¢ corretta.

Quiz 5. Siano F : R?® — R? un campo vettoriale di classe Ct, K = {(J:,y) eR?: 22442 < 2}, o : K = R3 la calotta
regolare o(z,y) = (z,y,1 — 2% — y?) e 7 : K — R? la calotta regolare 7(z,y) = (x,y, —/3— 22— y2).

Il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di o, orientato in modo che il versore normale al sostegno di ¢ formi un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, € uguale a

/ rotF (:L', y,1—a% — y2) - (2z,2y,—1) dxdy.
K

rotF (z,y,—v/3 — 22 —y2) - x Y , —1 | dzrdy.
O (22— )

V3—a2 =2 3 a? 2

/ rotF (z,y,1 — z? — y2) (=2x,—-2y,1) dxdy.
K

Y (R B (R SRS Y PN
2] [, ot (s VA=) (e et
[E]o.

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Stokes il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di o, orientato in modo che il versore normale al
sostegno di ¢ formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, € uguale a

/rotF-ndU: F-dP
o oo

dove Jo & orientato positivamente rispetto al vettore normale al sostegno di o che forma un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z. Denotiamo con ¥ = o(K) il sostegno di o e con S = 7(K) il sostegno di 7. Si ha che

E:{(x,y,z)GRS: z=1—2%—14> z2+y2§2}, S:{(z,y,z)ERS: z=—3— 1% —y2, z2+y2§2}.

Quindi
0% = {(z,y,2) eR?: z=—1, 2> +y* =2} =95

Il vettore normale a ¥ individuato dalla calotta o definito da N, (x,y) = g—g(z,y) A g—g(z,y) = (2z,2y,1) forma un an-
€T Y

golo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, come il vettore normale a S individuato dalla calotta 7 definito da

0 0
N, (z,y) = a—;(x, y) A a—;—(a}, y) = (— e :;2 — - e ZQ — 1) . Per le proprieta degli integrali di linea si ha che

/ F-dP = F-dP
do or

/ F~dP:/rotF~ndJ.
or T
Quindi

/rotF-nda:/rotF-ndaz/ rotF (Jc,y,—\/3—x2—y2) . ( < Y , 1) dz dy.
o T K

_\/3—x2—y27_\/3—x2—y2

e per il Teorema di Stokes

La risposta corretta e @ .

Quiz 6. Sia Q) = {(x,y) cR?: —Vy<z<y, y< 1}. L’integrale / (8$y + 33@3) dxdy vale
Q
167
Al —.
Al =5

13
B] -5



167
0"

13

15

[E]1.

SVOLGIMENTO

Osserviamo che

Q={(z,y) eR*: —\fy<az<y, y<1l}={(z,y) eR*: 0<y<1, —fy<a<y}.

Ne segue che {2 & un insieme z-semplice. Procedendo con il metodo di integrazione per gli insiemi z-semplici si ha che

1 y 1 3 Yy
/ (8$y + 3303) dxdy = / / (8$y + 3303) de | dy = / [4,7:23; + —x4] dy =
Q o \J-vw 0 4 1_

1 1
3, 19 3 . 19 13
— 43 v, 4~ 2 d — 4 2,5 -Y.3 - =
/O(y 3y 49) N R TE A UL 7

La risposta corretta & .

1 1
Quiz 7. Siano F(z,y) = (myQ, §x2y+ %) eQ={(z,y) eR*: 2 +y° <1, y—1<z<(y—1)7°}

L’integrale di linea di F' lungo la parte del bordo di €2 appartenente al I e IV quadrante, percorsa in senso antiorario, vale
0
555
20°
=
24

1

40°
5
120
SVOLGIMENTO

Si osserva che la parte di 92 compresa nel I e IV quadrante ¢ 'unione delle curve I'; e I's,
I ={(z,y) eR*: 2*+y*>=1, >0, y <0},

Iy={(z,y) eR*: 0<y<1, z=(y—1)°},

orientate in modo che il bordo di €2 sia complessivamente orientato in senso antiorario.

l\y

Iy

8 Y

I'y

Quindi, posto I' = 92 N {(z,y) € R?: x > 0}, si ha che

/F-dP:/ F-dP+/ F.dP.
r IR s



Una parametrizzazione di I'y in senso antiorario & y1 : [—%,0] — R? definita da 71 (t) = (cost, sint).
Quindi
0
/ Fedp = / FdP= [ Fon(t) -+ () dt =
ry 71

i
2

essendo
1 1
F(y1(t)) - v1(t) = F(cost,sint) - (—sint, cost) = (costsin2 t, 3 cos® tsint + %) - (—sint, cost) =

— t+_ 3t ]nt_ t ]ngt
20 COS 2C()S S COSTS

7

0 0
/ L t+1 3¢sint tsin®t | dt 1't1 4t1'4t
= — COS — COS SINnt? — COST SIn = | —=SInit — — COS — — Sin
20 2 20 8 4 .

2

_
2

Una parametrizzazione di Ty in senso antiorario & vo : [0, 1] — R? definita da y2(t) = ((t — 1)?,¢). Quindi

/FQF.dPA2F~dPAlF(72(t))'7§(t)dt

essendo ) )
FO(0) 350 = F((t = 17,0)- (20.1) = (2= 12 50— )"+ 55 ) - 2le = 1).1) =
1 1 5 1, 1
=22t =13+ <t(t — )+ — = =t° =8t + 93 —4t* + —t + —
(=D +ott=1 + 55 =3 + RN
si ottiene
1 1
5 1, 1 5 8. 9, 4 1 1 5 8 9 4 1 1 1
= 58t ot APt — ) dt= |t St - B P | = D o =
/0(2 + ot o 12 50Ty 371" T o 12 57173717307 30
Quindi
/F ip= [ pap+ [ Fap=L 4L _3
r —Jn, Ty 40 0 30 24

La risposta corretta e .

Quiz 8. La funzione f(z,y) = (:c2 +9% - 8) )

ha due punti stazionari: uno di minimo locale e uno di sella.
ha solo un punto stazionario che ¢ di minimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di sella.
@ ha solo un punto stazionario che e di massimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

0 0
a—i(m,y) =22 (9 — 2% — y°) e 8_ch($’ y) =2z 5"
Quindi
22 (9 — 22 — y?) 57" =0 r=0, 22+y2=9
Vi(z,y)=(0,0) <= { ( V) = { Y
22 €57 =0 z=0.
I punti stazionari di f sono (0,0), (3,0), (—=3,0).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:
2 2 2
%(x,y) =2 (9 — % — 2122 4 2222 + 2:04) 65_Z2, g—y‘é(x,y) = 265_””2, aax—afy(x’y) = —4xy 5
Quindi
18¢® 0 —36e4 0

Ne segue che (0,0) ¢ un punto di minimo locale mentre i punti (3,0) e (—3,0) sono di sella per f. La risposta corretta ¢ .




Versione: V3

Quiz 1. Nell’ambito della teoria dei campi vettoriali nello spazio tridimensionale, quale delle seguenti affermazioni e corretta?

Tutti i campi conservativi sono radiali.

Nessuna delle altre e corretta.

Esistono campi radiali di classe C' che non sono irrotazionali.
@ Tutti i campi irrotazionali sono conservativi.

Esistono campi conservativi che hanno un dominio che non ¢ semplicemente connesso.

SVOLGIMENTO

2x 2y
1.2+y2’ 1.2+y2’
che non & semplicemente connesso, ma & conservativo perché F(z,vy,2) = Vf(x,y, 2), dove f(z,y, z) = log (22 + y?) + 22.

La risposta corretta & . Infatti, il campo vettoriale F(x,y, z) = ( 22) ¢ definito su Q = R?\ {assez}

La risposta & errata. Infatti, il campo vettoriale F(x,y, z) = (yz,xz, xy) & conservativo perché F(z,y, z) = Vf(z,y, ),
dove f(z,y,z) = xyz, ma non & radiale perché non & della forma F(x,y, z) = ¢(||(z,y, 2)|) (z,y, z) con ¢ : (a,b) = R.

La risposta ¢ errata. Infatti, se F' & un campo radiale di classe C', allora F & continuo e anche conservativo, e di
conseguenza e irrotazionale.

y x

1.2+y2’ 1.2+y2’
conservativo perché la circuitazione di F lungo la curva parametrica chiusa v : [0,27] — R3 definita da v(t) = (cost,sint,0)
e

La risposta @ ¢ errata. Infatti, il campo vettoriale F(z,y,z) = ( 1) ¢ irrotazionale ma non &

2T 2T 2m
?{F -dP = / F(y(t)) -+ (t)dt = / F(cost,sint,0) - (—sint, cost,0) dt = / 1dt =27 # 0.
5 0 0 0

La risposta ¢ errata perché ¢ corretta.

Quiz 2. La funzione f(x,y) = (3 — 2% - y2) 5 17

ha solo un punto stazionario che ¢ di minimo locale.

ha solo un punto stazionario che ¢ di massimo locale.

ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di sella.
@ ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di sella.

ha due punti stazionari: uno di massimo locale e uno di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

af —y? af 2
e =2 Sy oy (a—at ) o
Quindi
Vf(x,y) = (0,0) 27e8Y =0 {xzo
x,y) = (U, — 5 —
2y(47x27y2)66’y =0 y=0, 2*+y*>=4

I punti stazionari di f sono (0,0), (0,2), (0,—2).
Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

82f 6—y> 82f 2 2 2,2 4\ 6—y>
@(x,y):—Qe , a—yz(x,y):—2(4—x — 11y* + 2z°y +2y)e ,

0*f

= day bV
azay(x’y) rye

Quindi
—9¢b 0 —2¢e2 0
H(0,0) = ( 0 _866), Hy(0,2) = Hf(0,-2) = ( 0 1662) '

Ne segue che (0,0) & un punto di massimo locale mentre i punti (0,2) e (0,—2) sono di sella per f. La risposta corretta &

|



Quiz 3. Siano F : R® — R?® un campo vettoriale di classe C', K = {(z,y) e R?: 2? +y>* <1}, 0 : K — R? la calotta
regolare o(z,y) = (z,y,2> + y> +3) e 7 : K — R? la calotta regolare 7(z,y) = (x,y, 17 — 22 — yQ).

Il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di 7, orientato in modo che il versore normale al sostegno di 7 formi un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, € uguale a

0.
/ rotF (x,y,acQ + 92 + 3) - (2z,2y,—1) dx dy.
K

/ rotF (Jc,y, V17 — 22 —y2) . < x Y , —1) dz dy.
K

VIT—22 — 2 1T — a2 — 2

rotF (z,y,/17 — 22 — 92 ) - < , Y , 1) dxdy.
[D] | rotF (2.5, v )

_\/17—x2—y2 _\/17—x2—y2

/ rotF (z, y, 2 +y? + 3) - (—2x,—2y,1) da dy.
K

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Stokes il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di 7, orientato in modo che il versore normale al
sostegno di 7 formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, € uguale a

/rotF-nda:/ F-dP
T orT

dove Ot e orientato positivamente rispetto al vettore normale al sostegno di 7 che forma un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z. Denotiamo con ¥ = o(K) il sostegno di o e con S = 7(K) il sostegno di 7. Si ha che

E:{(x,y,z)GRg: z=x*+y>+3, x2+y2§1}, S:{(z,y,z)GRg: 2 =/17— 22 — y2, $2+y2§1}.

Quindi
oY = {(Jc,y,z) eR3: z =4, .Z‘2+y2 - 1} = 8.

0 0
Il vettore normale a ¥ individuato dalla calotta ¢ definito da N, (z,y) = —U(x,y) A —U(x,y) = (—2z,—2y,1) forma un

Or dy
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, come il vettore normale a S individuato dalla calotta 7 definito da
or or T y
N (z,y) = —(z,y) N —(z,y) = , , 1 ]. Per le proprieta degli integrali di linea si ha che
@) 617( ) Gy( ) V1T — 22 — 42 /17T — 22 — 42 8 &

/F-dP: F-dP
or do

/ F~dP:/r0tF~ndJ.
do o

/rotF ‘ndo = / rotF -ndo = / rotF (ZL', y, w2 + % + 3) - (—2x, -2y, 1) dx dy.
T o K

e per il Teorema di Stokes

Quindi

La risposta corretta e .

1 1
Quiz 4. Siano F(z,y) = <§:Ey2+%, z2y) e Q)= {(z,y) eR?: 22 4+4%<1, 2-1<y< (zfl)Q}.

L’integrale di linea di F' lungo la parte del bordo di 2 appartenente al I e I] quadrante, percorsa in senso antiorario, vale

[4]o0.
1
B
13
-2



SVOLGIMENTO

Si osserva che la parte di 92 compresa nel I e I1 quadrante ¢ I"unione delle curve I'y e Ty,
F1={(m,y)eR2; 0<x<1, y=($—1)2},

o ={(z,y) eR*: 2*+y*>=1, £<0, y>0},

orientate in modo che il bordo di €2 sia complessivamente orientato in senso antiorario.

Ay

Iy Iy

\]

Quindi, posto I' = 9Q N {(z,y) € R?: y > 0}, si ha che

/F-dP:/ F-dP+/ F-dP.
N Iy T2

Una parametrizzazione di 'y in senso antiorario & 1 : [0, 1] — R? definita da 1 (t) = (1 — ¢,¢?). Quindi

/FIF'dPLIF'dPAlF(vl(t)>~w1(t)dt

essendo ) )
FOn(0) 40 = P = 6.+ (-1,20 = (500 )+ 35 20— ) - (-1.20) =
1 1 5 9 1
= ——(t" =15 — =231 —t)? = ot — St ot - —
2( ) 30 + 26 ) 2 2 * 30
si ottiene . L
5 9 1 5 9 1 1 5 9 1 1 1
= Ottt — ) dt= | =t ot | = - - - =
/0 (2 2 + 30) [12 10 +2 30 ], 12 10+2 30 60
Una parametrizzazione di 'y in senso antiorario & s : [%, 7r] — R? definita da ~v5(t) = (cost,sint).
Quindi
/ F.dp :/ F-dP:/ Fla(t)) - 7b(t) dt =
I 2 z
essendo

1 1
F(y2(t)) - v5(t) = F(cost,sint) - (—sint, cost) = (5 costsin®t + 30 COSQtSiDt) - (—sint, cost) =

= cos® tsint — 1costsimgﬁ— isimf
N 2 30

si ottiene

/7r 3t't1 tsin® ¢ 1'tdt L 4t1'4t+1 t
= COS SINt — — COST SIn — — Sln = | —— COS — — Sln — COS
. 2 30 4 8 30

T 19
2
Quindi

/F-dP:/ F-dP+/ Fogp__+_19_ T
- - . 60 120 40

La risposta corretta & .

Quiz 5. Sia Q = {(x,y) €ER?: —z<y<+Vz, =< 1}. L’integrale / (Gscy — 5y3) drdy vale
Q



1.

SVOLGIMENTO

Osserviamo che
Q={(z,y) eR?: —z<y<Vz, <1} ={(z,9) eR?: 0<z<1, —w<y<z}.

Ne segue che {2 & un insieme y-semplice. Procedendo con il metodo di integrazione per gli insiemi y-semplici si ha che

1 Nz 1 5 VT
/ (ny — 5y3) dx dy = / / (ny — 5y3) dy | dx = / [3J:y2 — Zyﬂ dx =
Q 0 —x 0 —z

1 1
_ 9 4 3 T 5 (15 34 7 5 1
—/0 <4x 3z +4J: dr = 41: 41: + 123@ =13

La risposta corretta ¢ .

nn24n+5n

iz 6. 11 io di dell ie di pot -1
Quiz raggio di convergenza della serie di potenze Z( ) o 3

n=1
3
:
3
8]

(x—2)" &

SVOLGIMENTO

Si tratta di una serie di potenze centrata in xg = 2. Posto t = x — 2 si ha che

(i R g S A

— _—  (x — = — - .
n2m 4 3n n2m 4 3n

n=1 n=1

Poiché n2" = o(3"), n%*4™ = o(5"), per n — +00, si ha che
L e L 5" +o(5") 5
=lim{/———=lim {/| ———= = -.
WV e e T 3 o3 T 3

3
Per il Teorema della radice il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ R = 5 La risposta corretta e .

nn24n+5n

-1
(=1) n2" +3n

4log(n+1)
n+1+log(n+1)

Quiz 7. La serie numerica Z(fl)”

n=1
¢ indeterminata.
diverge positivamente.
diverge negativamente.

@ converge ma non assolutamente.

converge assolutamente.



SVOLGIMENTO
La serie € a termini di segno alterno.

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

i(—l)” 4log(n+1) _i 4log(n+1)
n+1+log(n+1)| n+1l+log(n+1)

n=1 n=1

Poiché log (1 4+n) > 1perognin>2 e log(n+1)=o(n+1) per n — +oo, si ha che

4log(n+1) 4 4 4
= ’ VTLZQ, ~ —, n— +o0.
n+l4+log(n+1) " n+1l+log(n+1) n+l+log(n+1) n

o0
Poiché la serie armonica g — diverge, per i criteri del confronto asintotico e del confronto la serie data non converge
n

n=1
assolutamente.

4log (n+1)
n+14+log(n+1)

Studiamo ora la convergenza. Posto b,, = , si ha che b,, — 0 per n — +o0 e inoltre (b,,) & decrescente.

41 1
Infatti, detta f(z) = og(z+1) la funzione associata a (b,), definita per ogni x > 1, si ha che f & derivabile con
z+1+log(z+1)
1—log(z+1)

fllz) =4

ot 1+log (@ + 1) < 0 per ogni x > 2. Per il Criterio di Leibniz la serie data converge.

La risposta corretta e @ .

Quiz 8. Si consideri la superficie ¥ = {(z,y,z2) € R3: z2=222—5azy+6, 22 4+1y2<4, <0, y< 0}. Lintegrale
z—2x% -6

/2 V4122 — 40zy + 2592 + 1

40
-2
-10.
[c]o.

20

5

—20.

do vale

SVOLGIMENTO
La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 222 — 52y + 6, dove
K={(z,y) eR*: 2 +y*<4, 2<0, y<0}.
Quindi ¥ = 0(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (z,y,22% — by + 6).

z—22%2—6

/A2 = 40my + 2592 + 1

Posto f(x,y, z) , si ha che

z—22%2 -6

/z: V4122 — 40zy + 2592 + 1

do = / fdo = /K F(o (@, y)IIN @, )| da dy,

dove N(x,y) & il vettore normale a ¥ dato da

_ o 90 oy = (99 (4 . 09 —(

Quindi

[N (z,y)|| = /(4 + 5y)2 + 2522 + 1 = /4122 — 402y + 2522 + 1.

Ne segue che
z—2x% -6

/2 V4122 — 40zy + 25y2 + 1

do = /K F(o (@, y)IIN ()| d dy =



:/ f(x,y,2$2—5acy+6) \/41$2—40xy+25y2+1d1:dy:—5/ zydrdy =
K K

passando in coordinate polari
= 75/ p® cossind dpdi =

essendo K’ = [0,2] x [, 37| si ottiene

2 3 1,071
=-5 (/ 0’ dp> (/ cosﬁsinﬂdﬂ) =-5 [—p4] {— sin? 19] = —10.
0 T 4 0 2 i

La risposta corretta e .




Versione: V4

. .o - - , 26+ T n s
Quiz 1. Il raggio di convergenza della serie di potenze ;(—1) T AT (x+2)" &
9

7
E 7
5
:
7
5
5
.
5
SVOLGIMENTO
Si tratta di una serie di potenze centrata in zg = —2. Posto t = x + 2 si ha che
i(,l)n w (z+2)" = i(,l)n M s
—~ nbm + 4" — nbm 4+ 4n

Poiché 4™ = o(n5"), n%6™ = o(7"), per n — +00, si ha che

, . nertm ™io() 7
lim | =lim{/————— =lim || —————— = —.
n n n 5" + 4n n nb5"+o(nd?) 5

5
Per il Teorema della radice il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ R = 2 La risposta corretta e .

n2 6n + n

1y -
(=1) nbd" 4+ 47

3—(=1)"n3
(n3+1)log(n+2)

Quiz 2. La serie numerica Z(fl)

n=1
€ indeterminata.
converge ma non assolutamente.
diverge positivamente.
@ diverge negativamente.

converge assolutamente.

SVOLGIMENTO
Si ha che
SIRIIEES S S T
— n3+1) log (n + 2) ot (n3+41) log(n+2)

Quindi la serie € a termini negativi. Dunque converge o diverge negativamente. Consideriamo la serie

Z nd—3(-1)"
(n3+1) log(n+2)

n:l
che € a termini positivi. Si ha che
nd—3(-1)" 1 1 1
B Dlogn+2) “logtmnt2) "7 gy “nxl 7

R S S N R N 1 G ) L

Poiché la serie Z —— diverge, per i criteri del confronto e del confronto asintotico la serie Z diverge
n+1 _1(n3+1)10g(n+2)

positivamente. Ne segue che la serie data diverge negativamente. La risposta corretta e

. : 2 1 1 2 2, .2 2 r C
Quiz 3. Siano F(z,y) = | zy~, §x Y= 39 e Q={(z,y) eR*: 2 +y* <1, —y—1<a<(y+1)°}. Lintegrale di li-

nea di F' lungo la parte del bordo di {2 appartenente al I e IV quadrante, percorsa in senso antiorario, vale



SVOLGIMENTO

Si osserva che la parte di 92 compresa nel I e IV quadrante ¢ 'unione delle curve I'1 e I's,
I ={(z,y) eR?: —1<y<0, z=(y+1)%},

Ly ={(z,y) eR*: 2*+y*>=1, >0, y >0},

orientate in modo che il bordo di € sia complessivamente orientato in senso antiorario.

Ay

Iy

\]

Iy

Quindi, posto I' = 9Q N {(z,y) € R?: x > 0}, si ha che
/F-dP:/ F-dP+/ F-dP.
I I I

Una parametrizzazione di 'y in senso antiorario & v; : [—1,0] — R? definita da 1 (¢) = ((t + 1)2,¢). Quindi

/FIF.dP/%F.dP/O Fyi(t) -4 (1) dt =

-1

essendo ) )
FOn(0) 40 = F(+ 17,0+ (e + 10.0) = (£ + 02 300+ 1= 55 ) - (e 1,1 =
1 1 5 11
— 942 1)3 L = 14— = = 24 4 3424 T4
t(t+1) +2t(t—|— ) 50 = 3¢ + 817+ 97 47 + St 50
si ottiene

4 1 1 1

4, 1 11" 5 .89 11
L 5 4 3 4 20 30

_ [ §t5+81t4+91t3+41t2+Lt—i dt = 3t6+§t5+9t4+—t3+—t2——t =
) \2 2720 12 5 4 3 4 20 12

Una parametrizzazione di 'y in senso antiorario & s : [0, %] — R? definita da 2 (t) = (cost,sint).

Quindi i
/FZF-dP:/mF-dP:/O Flya(t)) - 7y(t) dt =

essendo

1 1
F(v2(t)) - v5(t) = F(cost,sint) - (—sint,cost) = (costsin2 t, B cos? tsint — %) - (—sint, cost) =

L 3¢sint tsin® ¢ L t
— — COS SINt — COST S1In — — COS
2 20



si ottiene

T(1 3tsi in3 1 L 4 L. 4 1] 7
= —cos” tsint — costsin®t — —cost | dt = |——cos t — —sin“ ¢t — — sint = ——.
0 2 20 8 4 20 0 40
Quindi
1 7 5
F-dP = F-dP + F.dP=—— — — — _
r Iy Ty 30 40 24

La risposta corretta ¢ .

Quiz 4. Si consideri la superficie 3 = {(x,y, 2)ERY: 2=3y* —8axy+7, 22 +y* <9, <0, y> 0}. L’integrale
/ 2 =3y =7
£ /6422 — 962y + 100y2 + 1

81.
0.
162.
[D] 108.
216.

do vale

SVOLGIMENTO
La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 3y? — 8xy + 7, dove
K:{(x,y)ERQ: 2 +y? <9, <0, yZO}.
Quindi ¥ = o(K), dove o : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (2,y,9(z,y)) = (z,y,3y* — 8zy + 7).

_ z2—3y> -7
/6422 — 96y + 100y2 + 1

Posto f(x,y, z) , si ha che

/ 2 =3y -7
2 /6422 — 962y + 100y2 + 1

do= [ fio = [ Flole )N G.y)]dzdy,
b K
dove N(z,y) ¢ il vettore normale a ¥ dato da
do do dg dg
(@,9) = 5 (2, 9) A a9y (z,y) ( 5 (2 Y)) 9y (2,9), ) (8y,8z — 6y,1)

Quindi

[N (z,y)|| = /6442 + (82 — 6y)2 + 1 = /6422 — 96xy + 100y2 + 1.

Ne segue che
z—3y2 -7

/2 /6422 — 96y + 100y2 + 1

do = /Kf(o(x,y))HN(x,y)Hdzdy -

:/ f(:r,y,3y278xy+7) \/64x2796xy+100y2+1dxdy:78/ xydrdy =
K K

passando in coordinate polari
= 78/ p® cosdsind dpdi =

essendo K’ = [0,3] x [Z, 7] si ottiene

3 e 1 3 1 ™
=-8 (/ 0 dp) (/ cosﬂsinﬂdﬂ) =-8 [—pq [— sin? 19} = 81.
0 x 4" |, 12

La risposta corretta ¢ .

[SE]

Quiz 5. La funzione f(z,y) = (8 — 2° — y?) 377" _ 4
ha tre punti stazionari: uno di massimo locale e due di sella.
ha tre punti stazionari: uno di minimo locale e due di sella.

ha solo un punto stazionario che ¢ di massimo locale.



@ ha solo un punto stazionario che e di minimo locale.

ha due punti stazionari: uno di massimo locale e uno di sella.

SVOLGIMENTO

La funzione f & di classe C? su R?. Quindi i punti di estremo vanno cercati fra i punti stazionari, ossia i punti (z,y) € R?
tali che V f(z,y) = (0,0). Si ha che

g — _ 2,2\ 3—a? g _ 3—
8x(x’y)_ 230(9 x y)e , ay(ac,y)— 2z e

zZ

Quindi
2$(9—$2—y2)63_$2:0 {x(), ?+y*=9
22377 =0

I punti stazionari di f sono (0,0), (3,0), (—3,0).

Viz,y) =(0,0) {

Scriviamo la matrice Hessiana di f in questi punti. Si ha che:

0% f 2 2 2,2 4y 3—z? o f
@(x,y):fQ(ny —21a° 4 2x%y +2x)e , 5—y2

2 % f
— 3—x
(:rvy) - 26 ’ axay

12

(z,y) = daye’~

Quindi
—18¢3 0 366 0
Hf(0,0): ( 0 263)7 Hf(3’0):Hf(_370): ( 0 266)'

Ne segue che (0,0) ¢ un punto di massimo locale mentre i punti (3,0) e (—3,0) sono di sella per f. La risposta corretta e

.

Quiz 6. Sia Q) = {(x,y) eER?: —y<z< .y, y< 1}. L’integrale / (&Ty — 3z3) drdy vale
Q

7
ek
113
Bl -+
[c]1.

13
30 °

7
5
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Osserviamo che

Q={(z,y) eR?*: —y<az<y, y<1l}={(z,y) eR*: 0<y<1, —y<az< y}.

Ne segue che () ¢ un insieme z-semplice. Procedendo con il metodo di integrazione per gli insiemi z-semplici si ha che

1 N 1 3 V¥
/ (Sxy — 3x3) drdy = / / (Sxy — 3x3) de | dy = / {4x2y - —x‘ﬂ dy =
Q 0 —y 0 4],

1 1
3, . 13, 3 ., 13,0 7
= (St —aP 22 dy = |y -yt oy =
/0 <4y VATV )W Y TV T RY ] T %

La risposta corretta e .

Quiz 7. Nell’ambito della teoria dei campi vettoriali nello spazio tridimensionale, quale delle seguenti affermazioni & corretta?

Nessuna delle altre e corretta.
Tutti i campi irrotazionali sono conservativi.
Tutti i campi conservativi hanno un dominio che € semplicemente connesso.

@ Esistono campi radiali di classe C' che non sono irrotazionali.



Esistono campi conservativi che non sono radiali.

SVOLGIMENTO

La risposta corretta e . Infatti, il campo vettoriale F(x,y,z) = (yz,xz,2y) & conservativo perché F(z,y,z) =
Vf(x,y,z), dove f(x,y,2z) = zyz, ma non & radiale perché non & della forma F(x,y,z) = o(|(z,y,2)|) (x,y,2) con
:(a,b) = R.

y T

x2+y2’ $2+y2’
conservativo perché la circuitazione di F' lungo la curva parametrica chiusa v : [0, 27] — R? definita da ~(t) = (cost,sint, 0)
¢

La risposta ¢ errata. Infatti, il campo vettoriale F(z,y,z) = ( 1) ¢ irrotazionale ma non &

2m 2m 2m
?{F -dP = / F(y(t)) -+ (t)dt = / F(cost,sint,0) - (—sint, cost,0) dt = / 1dt =27 # 0.
~ 0 0 0

2x 2y
ZCQ + y2 ’ .1'2 + y2 ’
che non & semplicemente connesso, ma & conservativo perché F(z,vy,2) = Vf(x,y, 2), dove f(x,y, z) = log (x? + y?) + 22.

La risposta ¢ errata. Infatti, il campo vettoriale F'(x,y, z) = ( 22) ¢ definito su Q = R3\ {assez}

La risposta @ ¢ errata. Infatti, se F' & un campo radiale di classe C', allora F & continuo e anche conservativo, e di
conseguenza ¢ irrotazionale.

La risposta ¢ errata perché ¢ corretta.

Quiz 8. Siano F : R?® — R? un campo vettoriale di classe C!, K = {(x,y) eR?: 22442 < 2}, o : K — R3 la calotta
regolare o(z,y) = (z,y,1 — 2% —y?) e 7 : K — R® la calotta regolare 7(z,y) = (x,y, —/3— 22— y2).

Il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di 7, orientato in modo che il versore normale al sostegno di 7 formi un
angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, € uguale a

0.
/ rotF (x,y, 1—a?— y2) - (—2z, -2y, —1) dx dy.
K

C rotF (z,y,—v/3 — 22 —y2) - < , Y , —1] dzdy.
ot (= )

_\/375027342 _\/37z27y2

i )
, 1| dady.
\/3—$2—y2 \/3—$2—y2 ) Ty

/ rotF (z,y,1 — z? — y2) - (2z,2y,1) dxdy.
K

[D] /KYOtF (wy—m) . (

SVOLGIMENTO

Per il Teorema di Stokes il flusso del rotore di F' attraverso il sostegno di 7, orientato in modo che il versore normale al
sostegno di 7 formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, € uguale a

/rotF~ndJ:/ F-dP
T or

dove O7 e orientato positivamente rispetto al vettore normale al sostegno di 7 che forma un angolo acuto con il versore
fondamentale dell’asse z. Denotiamo con ¥ = o(K) il sostegno di o e con S = 7(K) il sostegno di 7. Si ha che

E:{(x,y,z)GRg: z=1-—2a%—1? z2+y2§2}, S:{(z,y,z)ERg: z=—/3—x%—y2, z2+y2§2}.

Quindi
0% = {(z,y,2) eR’: z=—1, 2* +y* =2} =0S.

0 0
Il vettore normale a ¥ individuato dalla calotta o definito da N,(x,y) = 6—U(z,y) A 6—U(z,y) = (2z,2y,1) forma un an-
€T Y

golo acuto con il versore fondamentale dell’asse z, come il vettore normale a S individuato dalla calotta 7 definito da
< Y
\/3—x2—y27 \/3—$2—y2,

1]. Per le proprieta degli integrali di linea si ha che

or or
N-(z,y) = %(Ly) A 6—y(z,y) =

/F-dP: F-dP
or Oo



e per il Teorema di Stokes

/ F-dP:/rotF-nda.
do o

/rotF~ndJ :/rotF~ndJ:/ rotF (:E,y,l—:r2 —y2) - (2x,2y,1) dxdy.
T o K

Quindi

La risposta corretta e .




