Eisercizi sulle serie numeriche: parte 11

Esercizio 1. Determinare il carattere delle seguenti serie:

3) Z(_l) lorgln.
4 ;(_ ) (27111)2'

Esercizio 2. Per ciascuna delle seguenti serie numeriche, stabilire se:

converge ma non assolutamente.
converge assolutamente.

¢ indeterminata.

@l diverge positivamente.

diverge negativamente.

2

ont —nb sin =

(_ )n TL2 )
(n + 1)log* (n + 1)

(=1)"n° [1 — 2%2 — cos (%)r
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5) Z(_l)n 2n)! — (=1)" nQ‘

n? 4+ 3

L4+ (=1)"3n sin (2)

n

T+ vn

Esercizio 3. Stabilire, se possibile, il carattere delle serie indicate, nelle ipotesi date:

1) (ay,) successione tale che a,, > 0 per ogni n € N e Y a, converge. Studiare > (—1)"a

2
n:

2) (an) successione tale che a,, > 0 per ogni n € N e > a, converge. Studiare ) (—1)" sina,.

3) (ay) successione tale che a,, > 0 per ognin € Ne ) a, diverge. Studiare Z

Esercizio 4. Per ciascuna delle seguenti serie numeriche, stabilire se:

converge ma non assolutamente.

converge assolutamente.

¢ indeterminata.

@l diverge positivamente.

diverge negativamente.

nlogn
™2 +8

[5cos (n!)
SR ()
| 8n2 + 7 (=1)

[ logn  Tsin? (n!
5n—6  6n?2-—>5

5n

n

)].

3 ET \/7n5+2}'

|

(=" -
5 dove S,, = ;ak.
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SVOLGIMENTO

Esercizio 1.

sinn

———— — E a termini di segno variabile non alterno.
nd+3n+1

o0
1) Consideriamo la serie E
n=1

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

>

sinn _Z | sinn|
nd+3n+1 _n:1 n+3n+1

Essendo |sinn| < 1 per ogni n > 1, si ha che per ogni n > 1

| sinn| 1
n+3n+1 " n3+3n+1

o0

1
— per n — +00 ed essendo convergente la serie Z —, per il Criterio del
n

Poiché ————M ~
nw+3n+l n

n=1
00

1
confronto asintotico anche la serie g

Bl converge. Per il Criterio del confronto anche la

n=1

sinn
serie Z |—| converge. Quindi la serie data converge assolutamente e per il Criterio della
— nd3+3n+1

convergenza assoluta converge.

o0

2) Consideriamo la serie Z(—l)

n=1

, logn

- E a termini di segno alterno.
n

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

o0

D

n=1

_ i 105371 .

n=1

., logn

(=1)

n3

Poiché log n = o(n?) per n — +o00, per ogni p > 0, si ha che
logn n? 1
3 :O(E> :0(n3p) , n — +oo, Vp>0.

1

La serie 5=, converge se e solose 3—p > 1, cioe se 0 < p < 2. Quindi considerato un qualunque

E -
n=1

0 < p < 2, per per il Criterio del confronto asintotico la serie data assolutamente e per il Criterio

della convergenza assoluta converge.
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logn
n 08 . E a termini di segno alterno.

3) Consideriamo la serie Z(—

n=1

n

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

- logn = logn
—1)" = )
2|0 = =,
n=1 n=1
Poiché logn > 1 per ogni n > 3, si ha che
1 1
B> Va3
n n’
o . 1 B = logn
Poiché la serie armonica Z — diverge, per il Criterio del confronto la serie Z —— diverge e
n=1 n n=1 n

quindi la serie data non converge assolutamente.

Studiamo ora la convergenza. Essendo una serie a termini di segno alterno, controlliamo se sono

logn

soddisfatte le ipotesi del Criterio di Leibniz. Posto b, = ——, dobbiamo controllare se:

i) b, — 0 per n — 400;

i1) (b,) € una successione decrescente.

Osserviamo che ) & soddisfatta perché per logn = o(n) per n — +00. Per controllare che valga ii),
log x

consideriamo la funzione associata a (b,), cioe la funzione f(x) = definita su [1,+00). Si ha

1-1
che f & derivabile con f'(z) = ﬁ < 0 per ogni x > 3. Quindi f e decrescente su [3, +00). Ne
x
segue che (b,) € decrescente per ogni n > 3. Per il Criterio di Leibniz la serie Z " b, converge.
n=1

n
(2n +1)2

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

o0
4) Consideriamo la serie Z(— ) . E a termini di segno alterno.
n=1

oo o0 n
2|V G| = X s
— 2n +1)2 — (2n+1)
Poiché
n 1 Ll
—_—~ — n 00.
(2n+1)2  4n’
e la serie armonica ; diverge, per il Criterio del confronto la serie Z ﬁ diverge e quindi

la serie data non converge assolutamente.
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Studiamo ora la convergenza. Essendo una serie a termini di segno alterno, controlliamo se sono

soddisfatte le ipotesi del Criterio di Leibniz. Posto b, = ﬁ, dobbiamo controllare se:
n

i) b, — 0 per n — +o0;

i1) (b,) € una successione decrescente.

Osserviamo che i) e soddisfatta perché per quanto detto precedentemente b,, ~ ﬁ per n — +o00. Per

controllare che valga ii), consideriamo la funzione associata a (b,), cioe la funzione f(z) = (2le)2
T
1-2
definita su [1,400). Si ha che f & derivabile con f'(z) = ﬁ < 0 per ogni x > 1. Quindi f e
x
decrescente su [1,4+00). Ne segue che (b,) ¢ decrescente per ogni n > 1. Per il Criterio di Leibniz
la serie Z(—l)” b, converge.
n=1
Esercizio 2.
L N S DL I I
1) Consideriamo la serie Z + —|. Si ha che
N
n=1
i = (_1)n+1 Loy
n pari —=—+4=
P vnooono ynoon T
(-H)™ 1 1 1

n dispari —

Quindi la serie ¢ a termini di segno alterno e si puo scrivere come

Bl -Eer o]

oo
1 —1)"
Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie E {T + (=1) } .
n

n=1
Si ha che
1 (—1)” 1
~— n — 400

VAR

o0
1
ed essendo la serie E 7 divergente, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie
n
n=1

[ 1 —1)"
Z — + (=1) diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
vn n

n=1
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Studiamo ora la convergenza. Consideriamo la serie scritta come

Sl

_1 n &
converge per il Criterio di Leibniz, mentre la serie g — diverge positivamente.
n

La serie 5

Quindi per l’algebra delle serie, la serie data diverge positivamente. La risposta corretta e @l .

n=1

Osservazione

1
a) In questo caso non si puo applicare il Criterio di Leibniz alla serie Z(—l)” {T +
n n
n=1
1 "
Infatti, posto b, = — + (=)

NLD n

1
1) liTanbn:h%n (%—1-( n) ):O;

2) la successione (b,) non ¢ decrescente. Infatti,

1 —1)% 1 1 V2n +1
b= o L L vt

V2n on Von 2n 2n
1 (—1)+1 1 1 V2n+l1-1

bont1 = = — = ’
nt \/2n+1+ 2n + 1 Voin+1 2n+1 2n+1
vV2n+2+1

2n + 2

, si ha che:

bZn+2 -

Ne segue che b2n+1 < bgn ma b2n+2 > 62n+1~

b) Abbiamo osservato che b, ~ \/Lﬁ per n — +00. La successione \/iﬁ ¢ decrescente mentre (b,)

non lo e. Questo fatto non e sorprendente, perché la monotonia ¢ una proprieta globale, e non

puntuale come la nozione di limite, da cui scende quella di equivalenza.

¢) Abbiamo osservato che b, ~ \% per n — 4o00. Di conseguenza si ha che (—1)"b, ~ =2

7
—1)" =

per n — +o00. La serie Z NG converge, mentre la serie Z(—l)”bn non converge. Questo
n=1

fatto non costituisce una Contraddizione, infatti il Criterio del confronto asintotico si applica

SOLO alle serie a termini positivi.

1 -1 1 1

2) Consideriamo la serie E (—1)" [— + ( 2) } Poiché — > — per ogi n > 1, questa serie ¢ a termini
n n n-n

n=1

di segno alterno.
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Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

i F+ (_1)1. Si ha che

n n?
n=1
1 (=" 1
-+ ~ =, n — +00
n n? n
=1
ed essendo la serie Z— divergente, per il Criterio del confronto asintotico anche la serie
n
n=1

(o9}

1 _ n

E {— + ( 2) } diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
n n

n=1

Studiamo ora la convergenza. Osserviamo che

Sl - £ (5 2]

n=1 n=1

n n?

Le serie Z (=1) e Z — convergono entrambe. Quindi per 'algebra delle serie, anche la serie
n=1 n=1

data converge. La risposta corretta e .

Osservazione

— 1 (=1
a) In questo caso non si puo applicare il Criterio di Leibniz alla serie Z(—l)” [— + u]

n=1

1 -1
Infatti, posto b, = — + %, si ha che:
n n
1 —1)"
1) limb,, = lim (——|— ( 2) > = 0;
n n n n
2) la successione (b,) non ¢ decrescente. Infatti,
1 (- 1 1 241
b%L::__'+ =—+ = )
2n - (2n)2  2n (2n)2  (2n)?
| (—1)2+1 1 1 on
b2’ﬂ+1 = + 2 = - 2 = 27
2n+1  (2n+1) 2n+1 (2n+1) (2n+1)
b _ 2n+3
2T (2n 4 2)2°

Ne segue che by, 11 < by, ma boyio > bopys.

b) Abbiamo osservato che b, ~ £ per n — +o00. La successione + & decrescente mentre (b,) non
lo &. Questo fatto non e sorprendente, perché la monotonia ¢ una proprieta globale, e non

puntuale come la nozione di limite, da cui scende quella di equivalenza.
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¢) Abbiamo osservato che b, ~ l per n — +oo Di conseguenza si ha che (—1)"b, ~

—n"

CU per

n — +o0o. E errato dire che poiché la serie Z ¢ convergente, allora per il criterio del

n=1
[eS)

confronto asintotico anche la serie Z 1)"b,, & convergente. Infatti, il Criterio del confronto

=1
asintotico si applica SOLO alle serie a termini positivi.

2
ont — nb sin —
n

(n+1)log*(n+1)

3) Consideriamo la serie Z(—
n=3
Utilizzando lo sviluppo di Maclaurin della funzione sin = si ha che

2 2 4 1 4 4
2n* —nf sinﬁ =2n*—n® {———+0( >] :2n4—2n4+§+0(1) = —+o(1), n — +o0.

n?  3nb nb 3
Quindi
4 6 . 2
2n° —n° sin — A
n2
~ , n — +00.

(n+1)log*(n+1) 3(n+1)log® (n+1)

Quindi definitivamente si ha che
2
2n* — nb sin —
n
(n+1)log*(n+1) —

Ne segue che la serie ¢ a termini di segno alterno.

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, ovvero la convergenza della serie

2
ont —nb sin =

= 1)log® (n +1)

Poiché 5
ont — nb sin — 4
n ~ n — 400
(n+1)log®(n+1) 3(n+1)log*(n+1) ’

1

(z +1)1og® (z + 1)
e decrescente. Valutiamo la convergenza dell’integrale improprio

consideriamo la funzione f(z) = definita su [3, +00). Questa funzione e positiva

+o00 +00 1
i f(z)dx = /3 @t Do (2 1 1) dx.

Posto t =log (z + 1), da cui dt = # dz, si ha che

+o0 1 c 1 log (c+1) 1 +oo 1
3 1)log” (z +1) c=too J3 (4 1)log” (x + 1) =400 fi0g 4 t log 4
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e}

4
che converge. Quindi, per il Criterio di Maclaurin la serie Z 5 converge. Per il
— 3(n+1)log” (n+ 1)

o 2t —nb sin —
n2 . .
Criterio del confronto asintotico la serie g converge e di conseguenza la serie

n+1)log (n+1)

data converge assolutamente. La rlsposta corretta e .

N 9 3\1°
4) Consideriamo la serie E (=1)"n° [1 ~ 5 ~ o8 ( >] :
n n

n=1

E a termini di segno alterno. Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza

9 3 2 9 3 2
5 E 5
n ll_ﬁ_cos (ﬁ):| n |:I_W_Cos <ﬁ):| .

n=1
1 1 .
Poiché cosx—l—ﬁx —|—ﬂx + o(z*) per x — 0, si ha che

1 —9 COS 3 2 (27)° + = — +
_ — = 0] —_— n o
2n? n 64 n3 nd )’

[1 — 2 cos (3)} NI,

2n2 n 64n3’

della serie

> -

n=1

e quindi

o0
Poiché la serie armonica generalizzata g — converge, per il Criterio del confronto asintotico la
n
n=1

serie data converge assolutamente. La risposta corretta e .

5) Consid 1 —-1)" '
) onsideriamo la serie nz::l( ) n2n +3

Poiché n? = o((2n)!) per n — +oo, la serie & a termini di segno alterno. Studiamo inizialmente la

convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

S|

n=1

Per quanto detto precedentemente si ha che
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6) Consideriamo la serie Z(—l)

2n)!
Posto a,, = ﬂ, si ha che

n2n
ane1  (2n+2)! w2 2n+2)2n+1)-(2n)! n* 4An+2 1
a, (n+1)22 (2n)!  (n+1)2(n+ 1) (2n)!  n4+1 . 1\
T
Quindi
n 4 2 1 4
lim 2 = Jip 222 =<1
noa, n n+1 1\ e?
1+ -
n
Per il Criterio del rapporto la serie Zan converge. Di conseguenza per il Criterio del confronto
n=1

asintotico la serie data converge assolutamente. La risposta corretta e .

L4+ (=1)"3n sin (2)
T+ /n

n=1
Si ha che
i( 1)n4+( 1) 3n Sln Z 3n sm(5)
ot T+\n ot "7 + \/‘ T+/n
4 3n sin 5)
Consideriamo le serie dei singoli addendi, ossia le serie —
nsideriam rie dei singoli ndi i ri nz::l( T Z7+\/_

4
La serie Z(—l)” T e a termini di segno alterno e non converge assolutamente perché
n

4 4
T+vn | nl?

o0

e perché la serie armonica generalizzata E dlverge

n= 1

n — +oo

Pero questa serie converge per il Criterio di Leibniz, perché posto b, = W si ha che b, — 0
n

per n — +o00 ed essendo \/n crescente risulta che (b,) ¢ decrescente.

> 3n sin (%)

La serie ¢ a termini positivi perché 0 < sin < 1 per n — +o00o. Quindi converge
> SRy p p (2)<1p Q g

o diverge positivamente.

Poiché sinz ~ x per x — 0, si ha che

3nsin(2) 15

~ , n—>+OO
T+Vn nl/2
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o

Poiché la serie armonica generalizzata E 7 diverge, per il Criterio del confronto asintotico la
n=1 n
3n sin (2)

n

serie Z W diverge positivamente.
n

In conclusione, per 'algebra delle serie la serie data diverge positivamente. La risposta corretta e

D] .

Esercizio 3.

1) Consideriamo la successione (a,) tale che a, > 0 per ogni n € N e Y a, converge. Studiamo la serie
n 2
E una serie a termini di segno alterno. Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la

convergenza della serie
n 2| _ 2
E [(-D)"a2| = E a;.
Poiché per ipotesi ) a,, converge, per la condizione necessaria si ha che lim a,, = 0.
n

Ne segue che a?> = o(a,) per n — +oo. Per il Criterio del confronto asintotico la serie > a?

converge, e di conseguenza la serie data converge assolutamente.

In alternativa, poiché lim a,, = 0, allora definitivamente 0 < a,, < 1 e di conseguenza definitivamente
n
a? < a,. Per il Criterio del confronto la serie > a? converge, e di conseguenza la serie data converge

assolutamente.

2) Consideriamo la successione (a,,) tale che a,, > 0 per ogni n € N e ) a, converge. Studiamo la serie
Y (—1)" sinay,.

Poiché per ipotesi Y a,, converge, per la condizione necessaria si ha che lim a, = 0. Quindi defini-
n
tivamente 0 < a,, < 7 e di conseguenza definitivamente sin a,, > 0. Ne segue che la serie ¢ a termini

di segno alterno. Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

Z [(=1)" sina,| = ZSiDCLn-

Poiché lim a,, = 0, si ha che sina, ~ a, per n — 4o00. Per il Criterio del confronto asintotico la
n

serie Y sina,, converge, e di conseguenza la serie data converge assolutamente.

In alternativa, essendo sin a,, < a,, per ogni n, per il Criterio del confronto la serie > sin a,, converge,

e di conseguenza la serie data converge assolutamente.
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3) Consideriamo la successione (ay,) tale che a, > 0 per ogni n € N e ) a,, diverge. Studiamo la serie
[e.o] n

Z(—l)" Si, dove S,, = Zak.

n=1 " k=1
Poiché S,, ¢ la somma parziale n-esima della serie di a,, si ha che S, > 0 per ogni n > 1, la

successione (S,) ¢ crescente e, poiché ) a, diverge, si ha che lim S,, = +o0.
n

= 1
Quindi la serie Z(—l)” — & a termini di segno alterno.

Sn

n=1
1
Poiché lim S,, = +00, si ha che lim — = 0, ed essendo (S,,) crescente e positiva si ha che (i) e

n n

1
decrescente. Per il Criterio di Leibniz la serie Z(—l)" g converge.
n=1 n

Nelle ipotesi considerate non e possibile concludere che la serie converge anche assolutamente. In
effetti, si puo fare un esempio in cui la serie non converge assolutamente. Infatti, considerato a, = 1

per ogni n > 1, si ha che la serie ) a,, diverge. Inoltre

Sn:i:ak:ilzn
k=1 k=1

S g =Yy

che converge ma non assolutamente.

Esercizio 4.

1) Consideriamo la serie Z(—
n=1

Si ha che

= 5cos (n!) nlogn = S5cos(n!)  nlogn
)| == (1) = 1" — .
Z( ) [ 8n? +7 (=1) 7n2+8] Z {( ) 82 +7  Tn?+38

n=1 n=1
Consideriamo le serie dei singoli addendi, ossia le serie 3 ( n Deos ()  1ogn
onsideriamo le serie dei singoli addendi, ossia le serie —1)"———F e .
5 8n2 + 7 n? + 8
n=1 n=1
5cosn')\ . .
La serie E e a termini di segno variabile. Studiamo inizialmente la convergenza
8+ 7

assoluta, c1oe la convergenza della serie

oo
n=1

5cos (n!)
_qyn 22
(=1) 8n? + 7

B i 5| cos (n!)]
s T

(©) 2025 Sergio Lancelotti



13

Poiché |cosz| <1 per ogni x € R, si ha che
|
5| cos (n!)] < 5

., Vn>1.
8n2+7 T 8n?+7 -
Inoltre
5 5 Ll
~— n 00.
8n2+7 8n?’
o0
Poiché la serie armonica generalizzata Z —; converge, per i criteri del confronto asintotico e del
n
n=1

., Dcos (n!)

fronto 1 i 1) ——F=
confronto la serie Z( ) ST

n=1

converge assolutamente, e quindi converge.

: nlogn L : .
La serie g ¢ a termini positivi, quindi converge o diverge positivamente.

Poiché logn > 1 per ogni n > 3, si ha che

nlogn n
Vn > 3.
248 = Tm2yg
Inoltre
i —+
—— ~—, n 0.
m2+8 n’

o

Poiché la serie armonica Z — diverge, per i criteri del confronto asintotico e del confronto la serie
n=1 n

nlogn

2 +38

00 n log n 0o
diverge positivamente. Ne segue che la serie
Z m? 48 6P & ; (

> diverge negativamente.
n=1

In conclusione, per 'algebra delle serie la serie data diverge negativamente. La risposta corretta e

.

logn N 7sin® (n!)
S5n—6  6n?—>5

2) Consideriamo la serie Z(—l)” [ ] Si ha che
n=1

— b5n—6  6n?—>5 — 5n — 6 6n% —>5
Consideri 1 o dei sineoli addends o 1 : i( 1y logn f:< 1)n7sin2(n!)
onsideriamo le serie dei singoli addendi, ossia le serie - e -1 ——.
& ’ 2 e © & 6n% — 5
= , logn o .
La serie Z(—l) : g ea termini di segno alterno. Non converge assolutamente perché
n —
n=1

logn 1
> 9
on—6 " bn—=~6

Vn > 3,
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oo

e perché la serie armonica E — diverge.
n

n=1

logn

Si osserva pero che questa serie converge per il Criterio di Leibniz, Infatti, posto b, = EP— si ha

che b, — 0 per n — 400 e che la successione (b,) ¢ decrescente, essendo decrescente la funzione
log z S5z(1 —logx) — 6

associata f(zr) = definita su |1, +00) che ha derivata < 0 per ogni
fla) = 55 1,+20) Fla) =2 B < 0per og
x> 1.

. Tsin? ( 7sin® (nl) | L )
La serie Z ¢ a termini di segno alterno e converge assolutamente perché

6n2—5
7sin® (n!) 7 7 7
< , Vn>1, ~ , N — 400
6n?2—5 ~ 6n%2—->5 6n?2—>5  6n?
e perché la serie armonica generalizzata Z —; converge.
n=1 n

In conclusione, per 'algebra delle serie la serie data converge ma non assolutamente. La risposta

corretta ¢ .

= on n
3) Consideriamo la serie —1)" — . 31 ha che
) ;( ) {n3+7 7n5+2}
S0 [~ ) - X [0 - 0 )
n=1 ’I’L3 + 7 7n5 n=1 7n5 + 2
Consideriamo le serie dei singoli addendi, ossia le serie i(—l)” on e i(—l)" L
! n3 +7 — nd + 2

oo
La serie g (—
n=1

- e a termini di segno alterno e converge assolutamente perché

on 5
n3—|—7Nﬁ’ n — +0o0o

o0
e perché la serie armonica generalizzata E —; converge.
n

n=1

¢ a termini di segno alterno e converge assolutamente perché

La serie Z
\/ 7n5 2

n — +o0

n 1
Vs 2 T2
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[e.o]

e perché la serie armonica generalizzata E —j3 converge.
n
n=1

In conclusione, per 'algebra delle serie la serie data converge assolutamente. La risposta corretta e
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