Esercizi sulle serie numeriche: parte I

Esercizio 1. La serie numerica Z(—l)” 3—m)"

n=2

1
converge a
4 —7
1
E converge a —.
T

™ —6r+9
converge a ——— .
4 —7

@l ¢ indeterminata

converge a 447T__ 3.

™

00 3 n
Esercizio 2. La serie numerica Z(—l)” <£>

n=1

converge a —2 _|\_/§\/§

| B| converge a i
2++/3

converge a —2 +2\/§

2
converge a .
2] & 2+3

¢ indeterminata.

o0

Esercizio 3. La serie numerica Z(—l)” <% — 3arctan 2)

n=1

diverge negativamente.
converge ad un numero maggiore di zero.
converge ad un numero minore di zero.

@l diverge positivamente.

¢ indeterminata.
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Esercizio 4. La serie numerica E <g>

n=2

5
converge a
-7

5
25
25 — w2’
converge a W—4.
25(25 — 72)
2
55 —m)
diverge positivamente.

E converge a

@l converge a

Esercizio 5. Stabilire se le seguenti serie convergono e in caso affermativo determinarne la somma:

1) Z[arctan (n+ 1) — arctann.

Esercizio 6. Determinare il carattere delle seguenti serie:

1) i 5+logn

ot nd+7Tn+4

2) i%—l—logn
" Sn+2
= 1

3 _

) ;nzlogn
=1

4 )

) ;nlogn
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Esercizio 7. Stabilire per quali valori di & € R converge la serie
[0.9] N 1
Z n® log (1 + —) .
n=1 n

n? sin (nm) + Tn?
2n3 +5

oo
Esercizio 8. Siano p,q € R. La serie numerica E

n=1

converge se e solo se p + ¢ < 2.
converge se e solo se ¢ < 2, per ogni p € R.
converge se e solose p <2 e q < 2.

@l converge se e solo se p < 2, per ogni q € R.

non converge per ogni p,q € R.
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SVOLGIMENTO

Esercizio 1. La serie Z(—l)" (3—m)" & geometrica. Infatti

D (=)"@B-m)r =) (r—3)".

La ragione ¢ a = 7 —3. Quindi |a| = 7 —3 < 1. Sappiamo che la serie geometrica di ragione a con |a| < 1

converge e la somma di questa serie con l'indice che parte da ZERO ¢

oo
D "=

n=0

Quindi la serie data converge e poiché I'indice n parte da DUE si ha che la somma di questa serie e

Sr-3r =3 (x -3 - {(w —3)° 4+ (r—3)!| =
n=2 n=0
2 — 67+ 9
=—F-—|1 — 3] = 2—- T =——.
oy At 17
La risposta corretta e .
Esercizio 2. Si ha che " "
= o [V3 —( V3
> (=1 (7 => |5
n=1 n=1
e quindi si tratta di una serie geometrica di ragione a = —‘/73. Essendo |a| < 1 questa serie converge e

inoltre si ha che

Ne segue che

n_°° RAYNEE R

La risposta corretta e .
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Esercizio 3. Si ha che

oo o
n (T no T\ "
Z(—l) (Z — Jarctan 2> = Z (3 arctan 2 — Z>
n=1 =
e quindi si tratta di una serie geometrica di ragione a = 3arctan2 — 7. Poiché la funzione arctan ¢

strettamente crescente, si ha che arctan2 > arctan1 = 7 e quindi

|
|
3
|
> |
|
O |

T
=J3arctan2 — — > 3arctanl — —
a arctan 4> arctan 1 1

oo
Poiché la serie geometrica 5 a" diverge positivamente se a > 1, la serie data diverge positivamente. La
n=0

risposta corretta ¢ @ .

Esercizio 4.

Si ha che . . ,
2n n
0" -5(3)

n=2 n=2

Quindi ¢ una serie geometrica di ragione a = 72/25. Poiché |a| < 1, questa serie converge. In particolare,

1

o0

g a" = )
1—a

n=0

se |a] < 1, si ha che

Quindi
22\ = (72\" 2\° 2\" 1 2 T
S5 -SE G @) ()

25

n=2

La risposta corretta ¢ .

Esercizio 5.

1) Consideriamo la serie Z[arctan (n+ 1) — arctann.

n=1
Poniamo a,, = arctan (n + 1) — arctann. Poiché la funzione arcotangente ¢ crescente, si ha che

arctan (n + 1) > arctann e quindi la serie ¢ a termini positivi, e di conseguenza converge o diverge

positivamente.
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1 us
Poiché arctan x + arctan (—) =gperz > 0, e arctanz ~ x per x — 0, si ha che
x

us 1 T 1
a, = arctan (n + 1) — arctann = — — arctan — —+4arctan [ — | =
2 n+1 2 n

(1) ( 1 ) 1 1 1 1
= arctan [ — | — arctan ~ = — —, T — 4o00.

n n+1 n n+1:n(n+1)wn2

o
Poiché la serie armonica generalizzata E — converge, per il Criterio del confronto asintotico anche
n
n=1
la serie data converge.

Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che la serie data ¢ telescopica. La somma parziale

n-esima della serie ¢
S = Z[arctan (k+1) — arctan k] =
k=1
— arctan?2 — arctan 1 + arctan 3 — arctan 2 + arctan4 — arctan3 + - - - +

+ arctan (n 4+ 1) — arctann =

™

= arctan (n + 1) — arctan 1 = arctan (n + 1) — 1

Ne segue che la somma della serie e

S =lim S, = lim [arctan (n+1)— %] = %
- T
Pertanto si h t 1) — arct = —.
ertanto si ha Z[arc an (n + 1) — arctan n| 1

n=1

1
n(n+1)(n+2)

(o]
2) Consideriamo la serie Z . E a termini positivi, quindi converge o diverge positiva-
n=1
mente. Poiché
L ! — +
~—, n 00
nn+1)(n+2) n3
o0

ed essendo convergente la serie E —, per il Criterio del confronto asintotico la serie data converge.
n

n=1

Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che

1 A B (A+ B)n+2A A=3
Mt )n+2) nam+lD) I Dn+2) nam+)m+2

- _ 1
B=—3.
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Quindi

1 _1[ 1 1 ]
nn+1)(n+2) 2|nn+1) nH+1)n+2)]

Ne segue che la serie data ¢ telescopica. La somma parziale della serie ¢
n

1 1 1
Zmﬂ 2) ;§{k(l€+1)_(k5+1)(k+2)}:

) (k +
1111 1 1 1 B
ﬁ{ﬁ‘é*é‘ﬁ* "+n<n+1>—<n+1><n+2>}—

:%B_ (n+1)1(n+2)]'

Ne segue che la somma della serie e

. . 1|1 1 1
S =1lim§, =lim - [5— (n+1)(n+2)} =7

1 1
Pertanto si ha Z (0 £ 2) = T
n(n n

3) Si ha che

izi E‘ﬁ} :i [n12 - <n+11>2n+1]'

Poiché n 2" < (n + 1) 2""! per ogni n > 1, la serie ¢ a termini positivi, quindi converge o diverge

positivamente. Inoltre si ha che

1 1
Vn>1: - <
"= n2n (n+1)2ntt =

1

2_71.
o0

Poiché la serie geometrica Z on converge, per il Criterio del confronto la serie data converge.
n=1

Osserviamo che la serie e telescopica. La somma parziale n-esima della serie e

n

CHP ) PE— _r .t t. ., t_ _ 1 1 1
n_k:1 k2t (k+1)2k+1| 2 8 '8 24 n2n  (n+1)2ntt 2 —(n+1)2”+1'

Ne segue che

1 1 1
lim §,, = lim |5 — ———| = =
CRS {2 (n+1) 2n+11 2

Quindi la serie converge a S =

l\DI»—t
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Esercizio 6.

oo

5+1
1) Consideriamo la serie Z logn

TR E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
—n’+Tn+4

5+ logn logn
nd+7n+4 n3 ’
Poiché logn = o(n?) per n — 400, per ogni p > 0, si ha che

logn nP 1
3 :o(ﬁ>:0(n3p)’ n — +oo, Vp> 0.

Si ha che

per n — +00.

Quindi
5+logn 1
—_ = — Vp > 0.
T4 0 (n3_p> ) n — 400, Vp
La serie Z —3—, converge se e solose 3—p > 1, cioe se 0 < p < 2. Quindi considerato un qualunque

0<p< 2 per per il Criterio del confronto asintotico anche la serie data converge.

2 +tlogn . o . .
2) Consideriamo la serie E W E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
n

2 4+ logn _logn

Si ha che & , per n — +00.
n+2 | on Y
L . logn =1
Poiché logn > 1 per n > 3, si ha che 5 per ogni n > 3. Poiché la serie armonica Z —
n n
n=1
logn
diverge, anche la serie Z — diverge e quindi per il Criterio del confronto la serie Z diverge,
e di conseguenza per 11 Crlterlo del confronto asintotico la serie data diverge. -
3) Consideriamo la serie Z . E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
n?logn
Poiché logn — +oo per n — 400, si ha che bg — 0 per n — +o00 e quindi log = o(1) per
n — +o00. Di conseguenza
! ! (1) = ! — +
——=—o(l)=0 n 00.
n2logn  n? n?
Poiché la serie armonica generalizzata Z —; converge, per il Criterio del confronto asintotico la
n
n=1

serie data converge.
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1

] . E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
nlogn

o0
4) Consideriamo la serie E
n=2

1 : : .
Posto a,, = Togqy S osserva che la successione (a,) & decrescente perché la successione nlogn
nlogn
1

xlogx
definita su [2,+00), si ha che f(z) > 0 per ogni x > 2 e inoltre f ¢ decrescente su [2,+00). Per
o0 “+00

il Criterio di Maclaurin la serie Zan converge se e solo se l'integrale improprio f(z)dx
2

e crescente. Quindi considerata la funzione f associata ad a,, ovvero la funzione f(z) =

n=2
converge.

Posto t = log x, da cui dt = %d:zc, si ha che

+00 “+o0o 1 “+o0o 1
(x)d:c:/ dx:/ —dt
2 2 rlogx log2 ©

che diverge. Per il Criterio di Maclaurin la serie data diverge.

o0
5) Consideriamo la serie E 1 — cos —. E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
n
n=1

Poiché cosz =1 — 122 + o(2?) per  — 0, si ha che

/ 1 1\Y? 11 I\1Y? (11 1\]Y?
l—cosﬁ—<l—cosﬁ> —[1—1—#5;—1—0(;)] _[§F+O(ﬁ>] =

essendo [f + o(f)]P = f? + o( f?) si ottiene

V21 o V21 L
=——+4o0|—=|~———, n 00.
2 n? n? 2 n?
o0
Poiché la serie armonica generalizzata Z — converge, per il Criterio del confronto asintotico la
n
n=1

serie data converge.

[ee]
3
6) Consideriamo la serie Z <1 —el/ ‘%> :
n=1
3
Poniamo a,, = (1 —el/ %) . Poiché e* > 1 per ogni z > 0, si ha che a,, < 0 per ogni n > 1. Quindi
la serie ¢ a termini negativi. Quindi converge o diverge negativamente.

o0 o
3
Consideriamo la serie Z(—an) = Z (el/% — 1) che e a termini positivi.

n=1 n=1
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Poiché e* = 1+ x 4 o(x) per x — 0, si ha che

o) -G -

essendo [f + o(f)|P = fP + o( f?) si ottiene

1 (1) 1
=—4o|l—)~—, n——+o00.
n n n

o (e}

1 ) ) 3
Poiché la serie armonica Z — diverge, per il Criterio del confronto asintotico la serie Z (el/ Vi _ 1)
n

n=1 n=1
diverge positivamente e quindi la serie data diverge negativamente.

2

o0
7) Consideriamo la serie E o E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
n!
n:l( )
n2
Poniamo a,, = Si ha che

(n)™

[ 4n? 4n
li7£n Va, = liin \ W = ligla =0<1.

Per il Criterio della radice la serie data converge.

= (2n)! .
8) Consideriamo la serie Z 3( (n)')Q E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
m(n!

n=1

2n)!

Poniamo a,, = (2n) . Si ha che
3n (n!)?
i1 Re+D]E 3" () (2n42)! 3" (nl)?

a, [ (n+1D2 (2n) 337 [(n+ D)2 (2n)!
essendo (2n +2)! = (2n+2)(2n+1)(2n)!, (n+1)!=(n+1)n!, siottiene

_ (2n+2)2n+1)(2n)! 3" (n)® _ 2(2n+1)

3-3"(n+1)2(n!)? (2n)! 3(n+1)

Quindi

22n+1) 4
i @t 220D 4
no Qg n 3n+1) 3

Per il Criterio del rapporto la serie data diverge.
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~ n?log (1 + —)
9) Consideriamo la serie g e . E a termini positivi. Quindi converge o diverge positiva-
n
n=1

mente.

Essendo log (1 + x) ~ x per x — 0, si ha che
(e2)
log|1+—)~—, n— +o00
n n

e di conseguenza

5
n? log (1 + —)
n 5)
n — +00.

4n3 + 1 4n?’
o
Poiché la serie E —; converge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data converge.
n
n=1

e}

I : 2" +logn e - : »
10) Consideriamo la serie E Tﬁig E a termini positivi. Quindi converge o diverge positivamente.
n n
n=1
Si ha che
2" +logn 2" [(2\"
s T3 \3) o T

oo n
Poiché la serie geometrica Z (—) converge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data

converge. =
- 2n + 1
11) Consideriamo la serie E n? sin ( ni— ) Si ha che
n
n=3
2n+1 T T
>3 < < — < —.
Vn>3: 0< - _81<2

Quindi sin (22—3[1) > 0 per ogni n > 3 e di conseguenza la serie ¢ a termini positivi. Quindi converge
o diverge positivamente.

Essendo sinx ~ x per  — 0, si ha che

9 . (2n+1> 2
n° sin 1 ~ —, n— +00.
n

n
=1
Poiché la serie E — diverge, per il Criterio del confronto asintotico la serie data diverge.
n
n=1
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Esercizio 7.
La serie data ¢ a termini positivi, quindi converge o diverge positivamente.

Essendo log (1 + x) ~  per x — 0, si ha che

1 1
log{1+—|~—, n—+oo
n n

e di conseguenza

1 1
n® log (1 + —) ~nt = n — 400.
n

nl—a’

o0
Poiché la serie Z
n=1
per il Criterio del confronto asintotico la serie data converge solo se o < 0.

T, converge se 1—a>1, ovvero se a < 0, e diverge se 1 —a < 1, ovvero se a > 0,
i

Esercizio 8.

Poiché per ogni n € N si ha che sin (n7) = 0, la serie diventa

f: n? sin (nm) + TP i TnP
2wt 5 = w5
e quindi e a termini positivi.
Poiché
™mpP 7
w5 o T

e poiché la serie armonica generalizzata E converge se e solo se 3 —p > 1, ovvero per p < 2, per il

n3-r
n=1
Criterio del confronto asintotico la serie data converge se e solo se p < 2, per ogni g € R.

La risposta corretta ¢ @ .
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