Esercizi sulle serie di Fourier

Esercizio 1. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

g(z) = 2%, per ogni z € [—m, 7.

Studiare la convergenza quadratica e puntuale della serie di Fourier di f e poi scrivere la serie di

Fourier di f.

Esercizio 2. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

g : [—m,m) = R definita da
0 se—n1<z2<0
g(x) =
T sel<z <.

Studiare la convergenza quadratica e puntuale della serie di Fourier di f e poi scrivere la serie di Fourier

di f.

Esercizio 3. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

g :[—m,m) = R definita da

22+ se —1<x<0
g(z) =

™ se 0 <x <,

o
e siano ay,, b, per ogni n € N, n > 1 i coefficienti di Fourier di f. La serie Z (ai + bi)

n=1

converge a 1,
converge a 0.
converge a %ﬁ
[D] diverge.

converge a gﬂA.

Esercizio 4. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

g:10,2) — R definita da
2r—3 se0<xr<1
g(x :{

S5—x sel<z<2
Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e
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3 6 11 .
P1<.CL’) = Z - ?COSI’— ?SIHSL’.
Pi(z) = 5.6 cos (mx) — — sin (7).
4 72 T
3 11 6 .
Pi(z) = 1 o cos (rx) — — sin (rx).
11
@ Pi(z) = 5_ —cosx — %sinx.
4 7 s
3 6

Esercizio 5. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

g(x) =1+ x per ogni z € [0,2). Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &

Pi(z)=2— 2cos (rz).
4] -
Pi(x)=2- %cosm.
Pi(z)=2— %sinx.
@l P(x)=2— %sin (rx).
P(x)=2— gx

s

Esercizio 6. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

g :[—m,m) = R definita da
1 se —m<z<0

xTr) =
9(@) \/E se 0 <x <,
s

(o]
e siano ay,, b, per ogni n € N, n > 1 i coefficienti di Fourier di f. La serie Z (ai + bfl)

n=1

converge a
converge a
converge a

@l converge a

Bl w NI W Ol O
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converge a %

Esercizio 7. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

g(x) = |z|, per ogni x € [—m, 7.

Studiare la convergenza quadratica e puntuale della serie di Fourier di f e poi scrivere la serie di

Fourier di f.

Esercizio 8. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione

x? se —m1<x<0
g(x) =

g : [-m, 7] = R definita da

w2 /r se0<x<m,

e siano ay,, b, per ogni n € N, n > 1, i coefficienti di Fourier di f. La serie Z (ai + bi)

n=1

converge a 29—07r4.

2

converge o 27
converge a 19_07#.
[ D] diverge.
converge a éﬂe

Esercizio 9. Sia f : R — R la funzione ottenuta prolungando per periodicita a tutto R la funzione
g : [-m, 7] = R definita da

g(m—i—7r)2 se —m1 <z <0
g(x) = g

2

—(x—m)* sel0<z<m.

3

Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e

Pi(z) = ScosmjL 1—73 sin .
Pi(x) = Scosx.
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Pi(z) = %W"—;COSQZ‘.

2 8
@ Py(z) = zm+ —cosx + —sinz.
7T

3

Pi(z) = gﬂ' + 17T—2sinm.

Esercizio 10. Sia f : R — R la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per periodicita

a tutto R la funzione g : [, 7) — R definita da g(z) = 32? — 7wz, e siano a,, b,, per ognin € N, n > 1,

i coefficienti di Fourier di f.

La serie Z (a2 +072)

n=1

converge a 11—57r4.
converge a %W‘l.
converge a %W4.

34,

converge a — .
15

converge a 71'4.
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SVOLGIMENTO

Esercizio 1. La funzione f & periodica di periodo 27 ed ¢ di classe C! su [—m, 7]. Di conseguenza
¢ integrabile in [—m,7|. Per il Teorema di convergenza quadratica la serie di Fourier di f converge
quadraticamente a f. Inoltre per il Teorema di convergenza puntuale la serie di Fourier di f converge

puntualmente a f su R.

Scriviamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e pari, la serie di Fourier di

f e della forma

ap + Z a, cos (nx),

n=1

1 T 1 T 1 /" 11 T2
= — dr = — 2de = = 20r == | 223 =
ag 27T/_7Tf(r1:) T 27?/_7Tx x 7T/O x°dx W[?)x]o 3

2
s

dove

e per ognin > 1

I I "
ap = — / f(z)cos (nx) de = — / 2% cos (nx) dr = / 2% cos (nz) do =
T —T ™ —TT 0

_ % (Eaﬂ sin (n:v)]: _ % /0 " sin (na) d:)s) _

integrando per parti

integrando per parti

nw n o N
4 4 |1 i 4
= — cos (nm) — . [ﬁ sin (nx)L — (_1)nﬁ’
Quindi la serie di Fourier di f e
~ . 4i (ED" s (na)
— cos (nx
3 n?
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Poiché la serie di Fourier di f converge puntualmente a f su R, si ha che

n

cos (nx).

VeeR:  f(x :% i

In particolare

7T > n oo(_]_)n 71'2

! 3 2:: ; n? 12’
r=1 = = f(m) —W i ‘X’i_ﬂ_
B B _3 o n? 6

Esercizio 2. La funzione f e periodica di periodo 27. Inoltre f e continua in R esclusi i punti z = k7w

per ogni k € Z, in cui ha una discontinuita di tipo salto.

: —37 5727 = 0) : : I

Studiamo inizialmente la convergenza della serie di Fourier di f.

Poiché f & continua a tratti in [—m, 7], si ha che la serie di Fourier di f converge quadraticamente a
fsuR.

Studiamo ora la convergenza puntuale della serie di Fourier di f. Essendo f derivabile in R esclusi i

punti zy = km, per ogni k € Z, si ha che la serie di Fourier di f calcolata in z converge a f(x), per ogni

Consideriamo ora z, = km, per ogni k € Z. Si ha che

0 sek=2m
f(I;;)le_iglkf(x)Z{ﬂ se k=2m+1, meL,
T sek=2m
fla )_:vligclkf():{() se k=2m+1, meZ,
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oy f@) = fay) - f(@) — f(=)
!/ — 1 k — 0 / + = 1 k - O-
Fy) wf?; T — Tk o ) xigl; T — Xp
Quindi la serie di Fourier di f converge in 2 = km, per ogni k € Z, a 5[ f(x},) + f(x;7)] = 5. Pertanto la
serie di Fourier di f converge puntualmente alla funzione S : R — R definita da

f(z) sex#km

S)=q keZ.
5 se r = kr,

Scriviamo ora la serie di Fourier di f. La serie di Fourier di f ¢

ag + Z[an cos (nx) + by, sin (nz)],

n=1

dove
1 [7 1 [7 s
o 27r/_7rf($) YT on 0 TE=g

e per ognin > 1

1 [ 1 [ 1 T
an = — /_7r f(z) cos (nx) de = %/0 mcos (nz)dr = [E sin (nx)}O =0
e
1 [7 ) /[ .
b, = — f(x)sin (nx) der = —/ msin (nz) de =
TJ_ . T Jo
1 m 1 0 sen=2k
= [—— cos (nx)} =——[(=D)"=1]=4, ke N.
n 0 n = sen=2k+1,
Quindi la serie di Fourier di f e
Y S Y T )
2 —~ 2n+1

Poiché la serie di Fourier di f converge puntualmente alla funzione S su R, si ha che

. < f(z) sex #km
—+2 in (2 x| = ke Z.
5 T HZ:O2n+1sm[(n+ )] g se 2 = k. €
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Esercizio 3. La funzione g & continua a tratti in [—m,7) e quindi lo & anche f. Di conseguenza f &

integrabile in [—m, 7). Per Iidentita di Parseval si ha che

/ﬂ |f(2)|? do = 27ra(2)+7rz (a2 +b2)

- n=1

da cui segue che

S (@+#) =1 [ 1P s -2

n=1 -

Si ha che

s 0 s 0 ™
/ |f(:17)|2d:)3:/ (:)32+7r:)3)2 d:r+/0 7r2:)32d:)3:/ (z* + 2m2® + 7°2?) do + 7° {gx?’] =

—Tr —Tr —Tr

1 1 1 L | 11
= [51’5 + 5%1'4 + §7r2x3] + §7T5 = %ﬂ'

I 1 o T (1, 1
ag = — f(z)de = — (2*+mx)de+ | wxde) =— | |z2°+ =72
2 J_. 2 \J_, 0 2\ |3

1 /™ 1 /11
(@+8) =2 [ -2 = 2 (550°) -2

Quindi

[e.e]

n=1 -

La risposta corretta e .

1

0

0 T
1 1
| [5‘”2}0) 5"

2
14
2 4
v ) :3157T.

Esercizio 4. La funzione f & periodica di periodo 2 e continua a tratti in [0,2), quindi integrabile in

[0,2). Tl polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f &
Pi(x) = ag + ay cos () + by sin (7x),
dove

1
ag = 5

Si ha che

aozé/ozf(x)dx:%(/OI(Qx—B)dx+/l2(5—x)dx) :%([:ﬁ—&c}

/:f(ﬂf)d% a = /02f<x>cos<m>dx, b = /Ozf(a?)sin(w:)s)dx.

1,17\ 3
+‘{5$'— 517}1> —-Z,

a; = /02 f(z)cos (rz) de = /01(2x — 3) cos (mz) dx + /12(5 —x) cos (mx) de =
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integrando per parti

_ H(zx ~ 3)sin (@T 2 /0 ' sin (mz) do + [1(5 _ 2)sin (m)} L /1 " in (n) do —

0 ™ s 1 s

_ 2 {—1 cos (m;)} 1 [—lcos (mr _ 6

-
™ s 0 s ™ 1 s

by = /02 F(z) sin () dz = /01(2:1: — 3)sin () d + /12(5 _ o) sin (rz) dz =

integrando per parti

_ [—%(217 — 3) cos (m)K +2 /01 cos () da + [—%(5 ~ 2) cos (m)K -2 /12 cos () da =
=142 H sin(wx)]:) -I-2 E sin(m)K - =

Quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e

Py(z) = 12 cos (mz) — — sin (7).

La risposta corretta e .

Esercizio 5. La funzione f & periodica di periodo 2 e continua a tratti in [0,2), quindi integrabile in

[0,2). Il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f ¢
Pi(x) = ag + ay cos () + by sin (7x),

dove
agp = %/02 f(z)dz, a :/02 f(x) cos (mx) dx, by :/02 f(x)sin (x) dx.

Si ha che L L . )
a0:§/0 f(x)dx:§/0 (1+x)dx:§{§(1+x)2] =2,

0

a; = /02 f(z) cos (rz) de = /02(1 + x) cos (mx) de =

integrando per parti

_ {1(1 4 2)sin (m«)}2 1 /02 sin (w2) dz = —

™ 0 ™

3=

by = /02f<x) sin (r2) dz — /02(1 + ) sin (rz) dz =
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10

integrando per parti

1 217 2 11 2 4
= __(1"‘@005(7@} +_/ cos (mx)dr = —— + — [—Sin(wx)} ==,
d o TJo T

Quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e

P(z)=2— %sin (rx).

La risposta corretta e @ .

Esercizio 6. La funzione g ¢ continua a tratti in [—m,7) e quindi lo ¢ anche f. Di conseguenza f &
integrabile in [—m, 7). Per I'identita di Parseval si ha che

/7T |f(2)|? do = 27ra§—|—7rz (a2 +b2)

- n=1

da cui segue che

S (@)= [ 1P -2

n=1 -

T 0 T s
2dr = Lo il 3
/ |f(x)| da:—/ 1dx+/0 de_ﬁ+7r[2x]0_27r’

—T —Tr

1 [ 1 0 ™ [x 1 1 [2 T 5
= — dr = — 1d “dr | = — — |22 ) =2,
o= g7 | swir=go ([ vars [T\ Tar) = o (w2 507 ) =3

> (i +0) = & [Ciswtas -2 =1 (3r) -2

n=1 -

La risposta corretta e .

Si ha che

Quindi

| Ot
~
[N}

Il
Q| =
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Esercizio 7. La funzione f & periodica di periodo 27 ed & continua su R, quindi integrabile in [—7, 7].

Per il Teorema di convergenza quadratica la serie di Fourier di f converge quadraticamente a f.

Inoltre f & derivabile in ogni x # k7, per ogni k € Z, e ammette derivate laterali distinte in ogni k.

Infatti, posto x;, = km, si ha che

k pari = D~ f(x)) = lim @) = Jlae) =—1, D*f(z;) = lim o) = fla) =1,
k dispari = D~ f(zx) = lim Jo) = fla) _ 1, D" f(zx) = lim Fl@) = flaw) _ ~1.

Ne segue che in ogni x € R sono soddisfatte le ipotesi del Teorema di convergenza puntuale della serie

di Fourier, ed essendo f continua su R, si ha che per ogni x € R la serie di Fourier di f in x converge a
f(z).

Scriviamo ora la serie di Fourier di f. Essendo f periodica di periodo 27 e pari, la serie di Fourier di

f e della forma

ap + Z a, cos (nx),

n=1
dove
1 (7 1 [7
a0:§/_ﬂf(at)dx:;/o xd:vzg
e per ognin > 1
1 [7 2 [T
ap, = — f(z) cos (nx) der = —/ x cos (nz) dx =
™) ™ Jo
integrando per parti
2 1 S 2 1 " 2
=— ([—a: sin (nz)} - —/ sin (nz) dx) =—— [—— oS (nx)} = ——[cos(nm) — 1] =
T\ |[n o nJo nt| n o nim

9 0 se n = 2m,
= [(~)" =1 = . m € N.

n27T —m Sen:2m—|—1,
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Quindi la serie di Fourier di f e

T 4o 1
5 —;Zm cos [(2n + 1)x].

Poiché la serie di Fourier di f converge puntualmente a f su R possiamo concludere che

o0

VreR: f(x)zE—%Zm cos [(2n + 1)x].

In particolare in « = 0 si ha che la somma della serie di Fourier ¢

Y ad 1 > 1 w2
0=/O=5-22 Giyir — 2@miiF-§

Esercizio 8. La funzione g & continua in [—m, 7|. Quindi la funzione f, che & periodica di periodo 27, &

anch’essa continua in [—m, 7], e quindi & integrabile in [—m, 7].

Per I'identita di Parseval si ha che

/ F@)Pde =2ma+ 7 (02 +17)

- n=1

da cui segue che

[ee) 1 T

Z (a7 +b2) = —/ |f(z)|? dx — 2a;.
™

Si ha che

a _ 1 7Tf(:l?)alx:i /Oxzd:)s+/7r7r3/2\/§dx _ 1 1:1:30 + 73/2 gxg/zﬂ :17r2
" on ) o \J_. 0 or \ 37 ] _. 37 1, 2

; (ai‘i‘bi) = ;/_ﬂ\f(x)\2dx—2a3 = 1—07r4 — §7T4 = ot

La risposta corretta e .
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Esercizio 9. La funzione f & periodica di periodo 27 e continua in [—, 7], quindi integrabile in [—7, 7].

Inoltre, essendo g pari, anche f ¢ pari e quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e
Pi(z) = ap + a; cos x,

dove

1 [ 1 [7
o = 5 B f(z)dz, a = — B f(x) cosx dx.

Per la “parita” di f si ha che

1/ 1 72 oy 21 6T 2
a0:§/_wf(x)dx:;/o —(z—m)*dx = [3( )3} =37

T 2

1 (" 2 (72 4 ("
a1:_/ f(x)cosxdxz_/ (x —7)* coswdr = — [ (v —m)° coswdr =
T J_x

Ty T 2 Jo

- % <[(x—7r)2sinx];r —2/:(9: _ ) sinxdx) -

integrando nuovamente per parti

_ _% ([_ (x—ﬁ)cosx]Z—l—/owcosxdx) = —% <—7r+ [sinx]Z) = ;

Quindi il polinomio trigonometrico di grado 1 associato a f e

integrando per parti

2
Pi(x) = 37 + %cosx.

La risposta corretta e .

Esercizio 10.

Per l'identita di Parseval si ha che

/ﬂ |f(2)|? do = 27ra(2)+7rz (a2 +102)

- n=1

da cui segue che

S (@)= [ 1P ds -2

n=1 -
Si ha che
T T T 9 3 1 i 64
/ |f(z)|?do = / (32° — 7rx)2 dr = / (92* — 6m2® + 7°2?) dw = 5x5 - §7Tx4 + §7T2$3 = 1—57r5,
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1 4 1 ™ 1 1 T
0= o /_7T fw)de = 2m /_7T (3x2 B ﬂx) do = o [xi” B §7m2} . =
Quindi
2 2 2 2 4 4 4
; (Cln i n) @ /—w (@) de %o 157T d 15 i

La risposta corretta e @ .
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