Esercizi sugli integrali di superficie e di flusso

Esercizio 1. Calcolare

1

J— = 3: = < < .
/Ez4d0- by {(.Z‘,y’Z)ER < \/m7 1_Z_2}

Z:{(x,y,z)eR?’: z:log(x2+y2), 1§x2+y2§62}.

z
——do
) /z\/4+:)32+y2

-5
3) : do, Z:{(x,y,z)eR?’: z=5+3cosx +4siny, 0 <z <m, 0<y<
2 /1 + 9sin?z + 16 cos? y

N |
W—’

) T'area della superficie ¥ = { z,y,2) ERY: z=uay, 2°+9y* <1, >0, y> 0}.

Y

/ — 8x
\/72 (z4+y)0+1

do, Z:{(x,y,z)€R3: z=(z+y)° 0<x <1, —:):§y§0}.

6) /xy(z—S)da, E:{(x,y,z)€R3: z2=34+/49 — 22 —y2 ¥ +y* <4, >0, yz()}.
2

Esercizio 2. Calcolare il flusso del campo vettoriale F(z,y,z) = (—Sx, =3y, 2/ 2% +y? — z) attra-
verso la superficie ¥ = {(:c, y,2) ER?: 2 =222+ 92, 22 +9° < 9}, orientata in modo che il versore

normale a ¥ formi un angolo ottuso con il versore fondamentale dell’asse z.

19
Esercizio 3. Calcolare il flusso del campo vettoriale F'(z,y, z) = <1x, Q¥ % + 9) attraverso la superficie

1
Y= {(x, y,2) ER®: 2 =4a? — Zyz -9, 22+ y?> <4, y >0}, orientata in modo che il versore normale

a X formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Esercizio 4. Calcolare il flusso entrante del campo vettoriale F'(z,y, z) = (4e%, 2y32, —3y?2?) dal bordo

dell'insieme Q = {(z,y,2) e R*: 0<z <4 —y*— 27}

Esercizio 5. Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale

P ) 3z 3 3z
r,Y,z) = - y )
’ V22 +22 22+ P+ 22

dal bordo dell'insieme Q = {(z,y,2) € R*: 2 +y* + 2> <16, y > 2}.
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SVOLGIMENTO

Esercizio 1.

1

1) La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, dove g(z,y) = e, essendo 1 < z =

1
g(x,y) <2, si hache K = {(x,y) € R*: 1 <a2’+y* < 1}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica

1
O'(l’,y) - (xayag(xay)) - (l’,y, W) .

1
Posto f(z,y,z) = —, per definizione

VA
1
/E Lo = / fdo = /K f(o (. y) | N (2 ) | de dy,
o

do
dove N(Zlf,y) = %("E>y) A a_y(x>y)

Si ha che
0o do dg dg x Y
N = — =|—== ——= 1) = 1
(w.0) = e A o) = (-2t - 2w 1) = (G e 1)
e quindi
L+ (22 + y?)?
N = .
IN )l =
Essendo
1 2 2)2
oz, = r, Y, —F— = (27 + )
(o) f( ym) (@ +17)
si ha che
1 2 .22
/fdaz/ ($2+y2)2- —|—2(x _l;y) dxdy:/ (® +9*) V1+ (22 + )2 dady =
> K = +y K

passando in coordinate polari centrate nell’origine

:/ P/ 1+ ptdpdd =
K/

dove K’ = [1,1] x [0, 27]

1 1
— 271_/ p3 (1 + p4)1/2 dp —or |:% (1 + p4)3/2:| _ g
? :

(m— gﬁ) |
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2) La superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R, dove g(z,y)=Ilog(z”+y°) e
K:{(x,y)€R2: 1§x2+y2§e2}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica

oz, y) = (2,y,9(x,y)) = (z,y,1l0g (2% + 7)) .

z
Posto f(z,y,2z) = ————, per definizione
f(@,y,2) i
z
—daz/fdaz/fax,y N(x,y)| dx dy,
/ = | Fota )N )|
0o 0o
dove N(z,y) = a—(x,y) A a—(x,y)
x y
Si ha che
oo oo dg dg 2x 2y
(*Tay) ax(x7y>/\8y(xvy) < 82L’<x7y)7 8y(x7y)7 ) ( x2+y2’ x2_|_y2’
e quindi
4+ 32 + 92
N =\——
1Nl =
Essendo
log (2% + 3?)
o(z,y)) = f (z,y,log (2* + ¢*)) = —mX,
Flote.) = £ (eplos (o +47)) = 2l
si ha che
/fd 08 (@” +y) +2x +2y dr dy = log(@” +y) +y)d:cdy=
\/4—|—x2+y r+y K a2+ y?

passando in coordinate polari centrate nell’origine

:/ log p? dp di) =

dove K’ = [1,¢e] x [0, 27]
= 47?/ log pdp =
1

=47 <[plong —/16 dp) = 4.

integrando per parti
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3) La superficie ¥ & il grafico della funzione g : K — R, dove g(z,y) =5+ 3cosz +4siny e
K:{(x,y)€R2: 0<z<m, Ogygg}.

Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica

o(z,y) = (z,y,9(7,y)) = (v,y,5+ 3cosx + 4siny) .

)
Posto f(z,y,z) = - , per definizione
V1+9sin?z + 16cos? y
/ e do= [ tdo= [ Flote )N )| dody
£ /14 9sin® z 4 16 cos? y b K ’ 7 ’
do Oo
N = — :
dove N(z,y) = 5 (z,y) A 3y (z,y)
Si ha che
M) = 520) A 5 w0) = (=52 (e). =50, 1) = Bsin, —dcosy. 1)
e quindi
IN(z,y)| = \/1 + 9sin*z + 16 cos? y.
Essendo
Asi
flo(z,y)) = f(z,y,5+3cosx +4siny) = Scosz +4siny ,
V14 9sin?z + 16 cos? y
si ha che

3 4 si
/fda:/ cosx +4smy -\/1+9sin2x—|—160082yd93dy:/(3cosx+4siny)dxdy:
) K \/1+9sin’z + 16cos? y K

3 T w/2
:3/ cos:cdx—l—él/ sinydy:—ﬁ/ cos:cdx+47r/ siny dy =
K K 2 Jo 0

3 . T w/2
= —W[smx] —l—47r[—cosy] =A4r.
2 0 0

4) La superficie > & il grafico della funzione ¢ : K — R, dove g(z,y)==xy e
K={(z,y) eR*: 2*+y* <1, >0, y>0}.

Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica
o(z,y) = (z,y,9(z,y)) = (z,y,2y) .

L’area di ¥ e per definizione

A(E) = /K |N (2, y)| de dy,
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do
dove N(Zlf,y) = %("E>y) A a_y(xay)

oo
Si ha che
N(z,y) =
e quindi

Ne segue che

o 1 5w = (~ 5w 5w 1) = (. o)

[Nz, y)|| = 1+ 22 +y2

:/ VIta?+yrdedy =
K

passando in coordinate polari centrate nell’origine

:/ pV 1+ p2dpdd =
K/

dove K’ = [0,1] x [0,7/2]

1 1
m 2\1/2 _T 1 2\3/2| _ T _
2/Op(l—l—p) dp—2{3(1+p) ]0—6(2\/5 1).

5) La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, 2z = (z + y)%, dove

K:{(x,y)€R2: 0<xz<1, —xSySO}.

Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R3 ¢ la superficie parametrica o(z,y) = (x,y,9(z,y))

(z,y, (x4 y)°).

Posto f(z,y,z) =

-8
S , si ha che

V2@t )01

z — 8xy

= /72( :c+y10+1

= [ 1do = [ fot@u) NG dedy,

dove N(z,y) ¢ il vettore normale a 3 definito da

Oo

N(z,y) = %(x,y) A g—;(x,y) = (—g—i(x,y), —g—g(x,y), 1) = (—6($ +y)°, —6(x +5)°, 1) )

Quindi [|N(z,y)|| = v/72(z + ) + 1. Ne segue che

z — 8xy

= /72( x+y10+1
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= [ flotan) IN@ldedy= [ [ +0)° = o] dody -

K



essendo K un insieme y-semplice si ottiene

[ (Lo a) o [ et o [ (7007)

]1_57

_ 18 4
—{ x4+ x 0_56'

56

6) La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 3+ /49 — 22 — y2, dove

Quindi ¥ = o(K), dove 0 : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (x,y,9(x,y)) =
(:)s,y,?)—l— 49—x2—y2).

Posto f(x,y,z) = xy(z — 3), per definizione si ha che

/Z zy(z — 3) do = /K F(0(z, 1)) | Nz, y) dz dy,

dove N(zx,y) & il vettore normale a %

_ 0o 90 oy — (99 09 _ v y
N(xuy)_ﬁx(xuy)/\ay(xuy)_< 8$(x7y)’ ay(ajjy),l)—(\/49—$2—y2’\/49—$2—y2’1)
Quindi

7
N(z,y)| = .
1N (z, y)ll JIO -2

Ne segue che

7
z—3)do = o N dx dy = — a2 —y? dz dy =
[ovte=sydo = [ sotem) IN@pldedy= [ 1 (e03+ 0= =7) T

= 7/ xydxdy =
K

= 7/ P cos ¥sind dp di) =

passando in coordinate polari

essendo K’ = [0,2] x [0, 3] si ottiene

2 % 2 %
=7 / p®dp / cosvsinvdy | =7 1p4 lSin2 9| = 14.
0 0 47 Jo 12 0
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Esercizio 2. La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(z,y) = 2y/2% + 32, dove
K={(z,y) eR*: 2 +y><9}.
Quindi ¥ = ¢(K), dove o : K — R3 & la superficie parametrica o(z,y) = (z,v, g(z,y)) = (1’, Y, 24/ 2% + y2>.

Il flusso di F' attraverso Y, orientata in modo che il vettore normale a > formi un angolo ottuso con

il versore fondamentale dell’asse z &

/EF~nda:/KF(a(x,y))-N(x,y)dxdy,

dove N(z,y) ¢ un vettore normale a ¥ che forma un angolo ottuso con il versore fondamentale dell’asse

z, cioe con k = (0,0, 1).

Un vettore normale a > &

0o do dg dg 2z 2y
Naten) = ) A 5 = (gt~ 1) = (- ).

Poiché
2z 2y

NO’ 3 k= - s )
(:E y) ( x2_|_y2 1’2—|—y2

questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi un vettore che forma

2 2y -1
\/w2+y2 ’ \/w2+y2 ’ ’

1)4@QU=1>Q

un angolo ottuso con il versore fondamentale dell’asse z € N(z,y) = —N,(z,y) = <

Si ha che

2 2
F(U(Z’,y)) ’ N(Zlf,y) =F (%%2 1’2 +y2) : - ) J 7_]- =
Vi +y? a2+ y?

2 2
= (_3377 —33170) : < : i —1> = —6\/ 2 + y2.

VIR +y2 /2 + 2
Quindi
/ F-ndo = / F(o(z,y)) - N(z,y)dxdy = —6/ Va2 +yrdedy =
2 K K
passando in coordinate polari
= —6/ p* dpdd =
essendo K’ = [0, 3] x [0, 27| si ottiene

3 1 .73
= —127?/ P dp = —127 {—p?’} = —108.
0 37 1o
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Esercizio 3. La superficie ¥ ¢ il grafico della funzione g : K — R, g(x,y) = 42% — iy2 — 9, dove
K={(z,y) eR*: 2" +y* <4, y>0}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove 0 : K — R? ¢ la superficie parametrica

1
U(I,y) = (xuyug(xvy)) = <x,y,4x2 - Zy2 - 9) .

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il vettore normale a ¥ formi un angolo acuto con il

versore fondamentale dell’asse z ¢

/EF~nda:/KF(a(x,y))-N(:c,y)dxdy,

dove N(z,y) € un vettore normale a ¥ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse

z, cioe con k = (0,0, 1).

Un vettore normale a X &

Nalas) = o) A 5o = (=G~ o)1) = (8ot ).
Poiché
N,(z,y) -k = (—&r, %y 1) -(0,0,1) =1 > 0,
questo vettore forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z. Quindi N(x,y) = N,(x,y) =
(—Sx, %y, 1).
Si ha che
F(o(z,y)) - N(z,y) = F <x, y, 4a? — in — 9) : (—&r, %y, 1) =

1 9 2 12 1 2 2

/EF~nda:/KF(a(x,y))-N(:c,y)dxdy:/K2(x2+y2) dr dy =

passando in coordinate polari

Quindi

:2/ p° dpdi =

essendo K’ = [0,2] x [0, 7] si ottiene
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Esercizio 4. Si ha che 092 = ¥; U Xy, dove
21:{(x’y’Z)ER3Z x:o7 y2+22§4}7

Yo ={(w,y,2) €R®: w=4—y’ =27 y*+2° <4}

Ny

/F-ndaz/F-nda—i—/ F-ndo.
o0 1 Yo

Calcoliamo / F-ndo.

31
La superficie 3 ¢ il grafico della funzione ¢; : K1 — R, ¢1(y, 2) = 0, dove
Ki={(y,2) eR*: y*+2°> <4}.

Quindi ¥; = 0,(K,), dove oy : K; — R3 ¢ la superficie parametrica
a1y, 2) = (91(y, 2), ¥, 2) = (0,9, 2) -
I1 flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il vettore normale a ; sia entrante in 2
/ F-ndo = / F(o1(y, 2)) - Ni(y, 2) dy dz,
P37 K1

dove Ni(y, z) € un vettore normale a ¥, entrante in €.
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10

Un vettore normale a > e

_ Ooy 8g1 dg1 o
Nar9) = 0. A 52 02) = (1=, -5 2)) = (1,00,
Questo vettore ¢ entrante in 2. Quindi N(y, z) = N,, (y,2) = (1,0,0).

Si ha che
F(al(yu Z)) ' Nl(y7 Z) =F (07y7 Z) ’ (17070) = (47 2y327 —3y222) ' (17070) =4.

Quindi
/ F-ndo= / F(oi1(y,2)) - Ni(y, z) dydz = 4/ dydz = 4m(K,) = 167.
1 K1 Ky

Calcoliamo / F-ndo.

Yo

La superficie 3 ¢ il grafico della funzione gy : Ky — R, go(y, 2) = 4 — y* — 2%, dove
Ky =Ky ={(y,z) e R*: y+2* <4}.
Quindi ¥y = 09(K>), dove 09 : Ky — R3 ¢ la superficie parametrica

02(ya Z) = (92(ya Z),y,Z) = (4 - y2 - Zz’y’z) :

Il flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il vettore normale a ¥, sia entrante in 2

/ F~nda:/ F(oa(y, 2)) - Nao(y, 2) dy dz,
o K>

dove Ns(y, z) € un vettore normale a 3, entrante in €.

Un vettore normale a >y ¢

8 09 80'2 (1 _8g2

Na2(ya ) 8y (y> )/\ E(yaz) = 8—y(y’z)’ _%(yaz)) = (1,2’3/,22) :

0z

Questo vettore e uscente da 2. Quindi un vettore normale entrante e
No(y,2) = =Ny, (y, 2) = (=1, -2y, —22).

Si ha che
F(O-Q(y? Z)) ' N2(ya Z) =F (4 - y2 - 22,y,z) . (_]-, —2y, —22’) =

= (464—3;2_227 2y327 —3y2z2) . (_1’ _2y’ _22) — 6y2z3 . 4y4z . 464_y2_22,
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11

Quindi

/ F-ndo= / F(os(y,2)) - No(y, z)dydz = / <6y2z3 — dytz — 464—y2—z2> dydz =
Yo Ko Ky

= / (6y2z3 — dytz dy dz) dy dz —4/ fetv* =2 dydz =
Ky

Ky

(.

-~

=0
osservando che il primo integrale & nullo perché la funzione integranda e dispari rispetto a z e Ky e

simmetrico rispetto all’asse y, si ottiene

= —4/ eV dy dz =
K>

passando in coordinate polari centrate nell’origine nel piano yz si ha
= —4/ pe4_p2 dpdv =
K
essendo K = [0, 2] x [0, 27] si ottiene
2 1, .17
= —47r/ pe*™" dp = —8m [—564_” } =47 (1 — 64) .
0 0

In conclusione

/F-nda:/ F-nda—l—/ F-nda:167r+47r(1—e4):207r—47re4.
o0 31 P

Esercizio 5. Si ha che 00 = ¥, U %5, dove
Zl = {(l’,y,Z) €R3: l’2+y2—|—22 = 167 Yy 2 2}7

222{(96721,2)61&3: y =2, x2+z2§12}.

Y ) )
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Quindi

/F-nda:/ F-nda—i—/ F-ndo.
o0 31 o2

Calcoliamo / F-ndo.

¥

Osserviamo che
¥ = {(x,y,z) eR’: y=V16—a2—22, 224+ 22< 12}.
La superficie ¥, ¢ il grafico della funzione g; : K; — R, gi(x, 2) = V16 — 22 — 22, dove
Ki={(z,2) eR*: 2%+ 2> <12}.
Quindi ¥; = 0,(K,), dove oy : K; — R3? ¢ la superficie parametrica
o1(y,2) = (z,q1(x, 2),2) = ({E, V16 — 22 — 22, z) :
I1 flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il vettore normale a >; sia uscente da (2 e
/ F-ndo = / F(o1(x, 2)) - Ny(z, 2) dx dz,
p3f} Ky

dove Ni(z, z) & un vettore normale a ¥; uscente da ).

Un vettore normale a > ¢

_ 9
- Ox

do, _ (99 1 99 — (= < —1,— :

Questo vettore e entrante in 2. Quindi un vettore uscente da €2 e

Ny, (2, 2)

T z
Ni(z,2) = =Ny, (x,2) = <\/16 — 2 22’1’ V16 — 22 —22) .

Si ha che

s x z
Flow(z,2) - Nz, 2) = F (:17, 16— _22’2) . (\/16—x2 —22’1’ V16 — 22 —z2) -

(34 3) () -
S\ 4T 4 VIb—22 — 22 " V16—22—22) 4

/ F‘”dU:/ F(Ul(x,z))'N1($,z)dxdz:—§/ drdz = —97.
21 Kl 4 Kl

Quindi
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13

Calcoliamo / F-ndo.

2
La superficie 222 e il grafico della funzione gy : Ky — R, go(x, z) = 2, dove
Ky =K ={(z,2) e R*: 2+ 2* <12}.
Quindi Xy = 09(K>), dove 09 : Ky — R? & la superficie parametrica
oo(x,2) = (x,92(x, 2), 2) = (2,2, 2) .

I1 flusso di F' attraverso X, orientata in modo che il vettore normale a Y, sia uscente da (2 e

/ F~nda:/ F(oa(x,2)) - Na(zx, z) dz dz,
o K>

dove Ny(zx, z) & un vettore normale a Y5 uscente da .

Un vettore normale a >y ¢

%(I, A <ai %9; (x,z)) — (0,-1,0).

Questo vettore ¢ uscente da Q. Quindi No(z, 2) = N,,(z,2) = (0,—1,0).

Ny, (x,2) =

Si ha che
F(oo(x,2)) - Na(x,2) = F (2,2,2) - (0,—1,0) =

_(_ 3z B 3 3z ) 0. -1 0)_L
Vi +22+4° Va4 22 +4 Vit 2244 L 2+ 244

Quindi
3
F-ndo= [ F(oy(v,2)) No(z,2)dvdz = | ———=drdz=
/22 ndo /K (02(2,2)) - Naf, 2) d dz /sz

passando in coordinate polari centrate nell’origine nel piano xz si ha

dpdv =

p
-3 £ __
Ky /P2 44

essendo K} = [0,v/12] x [0, 27] si ottiene

12

=67 [\/pZ + 4] = 127.

0

= 06m

p
——d
/0 VP2 +4 P

/F~nda:/ F~nda+/ F-ndo=-97+ 127 = 3.
o0 31 Yo

In conclusione
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