Eisercizi sugli integrali curvilinei

Esercizio 1. Sia 7 : [0, 2] — R? la curva parametrica y(t) = (2,3 + 1).

. -y
Calcolare l'integrale ds.
& / V44 9

Esercizio 2. Sia v : [0,1] = R? la curva parametrica y(t) = (1 — ¢, 2%, 4¢°).
2y + 2

/\/400 24 9y 416

ds.

Calcolare 'integrale

Esercizio 3. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale

2 4 d
F(z,y) = (—4y——, —+10x—|—§)

r y+1

lungo la curva parametrica v : [0,log (11)] — R? definita da () = (e, e*).

Esercizio 4. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale
F(z,y,z) = (6z, 6z +Ty+ 7z, 21 —6x — Ty — 72)

lungo la curva parametrica v : [0, 1] — R3 definita da () = (=3t,¢,t + 3).

Esercizio 5. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale

F(z,y) = (zy, 2> + y°)

lungo la curva parametrica che parametrizza il bordo del semicerchio di centro I'origine O(0,0) e raggio

2 nel sempiano x > 0 inducendo su di esso un verso di percorrenza antiorario.

Esercizio 6. L’integrale di linea del campo vettoriale F'(z,y,z) = (32 -3, 2y+2, 4— 2m> lungo la
curva parametrica v : [0, log 2] — R3 definita da y(t) = <t2 +2, e, 4+ 1) vale

(A]s. [B] 5. [C]9. [D]12. [E]o.
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Esercizio 7. Si considerino il campo vettoriale F'(z,y) = (ﬁxyz ~ 30 :)32y) e I'insieme

Q={(z,y) eR*: 2 +y* <1, -z —-1<y< (z+1)*}.

L’integrale di linea di F' lungo la parte del bordo di {2 appartenente al I e I quadrante, percorsa in senso

antiorario, vale
1
o
0.
1
o5
13
120°

7
[E] 5

Esercizio 8. L’integrale di linea del campo vettoriale F(x,y) = (x ‘4 — 2=, 3— x2y) lungo il seg-

mento di estremi O(0,0) e P(2,2) percorso da O a P vale

12.
6.
0.
[D] 3.
2.
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Esercizio 9. Siano F': R? — R? il campo vettoriale definito da

(2 +y* -1, ) se r? +y* <1

F(z,y) =
(z9) (2(x2+y2—1),x> se z? +y2>1

eQ={(x,y) eR*: 2> +y° <4, y>0}.
L’integrale di linea di F' lungo il bordo di €2 percorso in senso antiorario vale

27?—33—2.
27?—13—6.
27?—(;—4.
[D] 27 — 20.
o — 24.

Esercizio 10. Calcolare la lunghezza della cardioide definita dalla curva parametrica v : [0, 27] — R?

y(t) = <r[sin (2t) — 2sint], r[2cost — cos (2t)]), dove r > 0.
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SVOLGIMENTO

20 —
J , per definizione si ha che

V4 + 9x

20 — vy
mds—/fds—/f DI (0] dt.

Esercizio 1. Posto f(x,y) =

Poiché
2 43 2t2_t3_1 / 2 / / 2
f(v(t)):f(t,t +1):w7 W(t):(%a?’t) = V@) = tv4+9t2,

si ha che

2r —y /2 3_ 44 {14 Ls 12]2 2
ds = 200 -1 —t) dt = |t — -7 — 17| = ——.
/\/4+9x 0 ( ) 2 5 2 ], o

2
Esercizio 2. Posto f(z,y,z Ty e , per definizione si ha che
400(1 — x)2 + 2y + 16
2
2y + 2
ds = de— f )Y (@)l at.
7 /40001 — )2 + Jy + 16
Poiché
Fot) = £ (1,224 = ——2L
T V400t5 + 9¢% + 16
V()= (1-¢,24°) = ||¥(t)|| = tV/400¢5 + 9¢2 + 16,
si ha che

2 1
Wz ds=/ 48 dt = [t']; = 1.
0

/\/400 249y 416

Esercizio 3. Per definizione

log (11)
/de:A F(y(t)) - +/(t) dt =

essendo

8e?

1+e2’

F(y(1)+(t) = F (™, ) (5™, 2¢™) = (—462t —2e™ 7, + 10e™ + 56_2t) -(5e™, 2e*) =

1+ e?t

si ottiene

log (11) ]e2
2t\7log (11)
:/O T dt = [4log (14 €™)] = 4log (61).
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Esercizio 4. Per definizione ,
[ Fap= [ Fa) -
¥ 0
essendo

F(y(t)) -4/ (t) = F(=3t,t,t +3) - (=3,1,1) = (—18t, 21 — 4¢, 4t) - (=3,1,1) = 54¢ + 21,

si ottiene

1
— — 2 L
_/O (54t +21) dt = [27t* 4 21t] | = 48.

Esercizio 5.
La curva « che parametrizza il bordo del semicerchio

inducendo un verso di percorrenza antiorario e
regolare a tratti.

Dette v, e 75 le curve che parametrizzano rispettiva-
mente la semicirconferenza di centro O(0, 0) e raggio

2da C a B eil segmento BC, con B(0,2) e C(0,—2),

c(0,-2)
si ha che
/F-dP:/ F-dP+/ F.dP.
v mn 2
Si ha che:
ne =55 > R (t) = (2cost, 2sint),
721 [0,1] — R?, Yo(t) = (0,2 — 4t).

Le curve 7 e 72 sono regolari. Infatti, sono derivabili con derivata continua 7 () = (—2sint,2cost) #

(0,0) per ogni ¢t € (—%,%) e 74(t) = (0, —4).
Inoltre per ogni t € [—g, g} si ha
F(v(t) -v(t) = F(2cost,2sint) - (—2sint,2cost) =
= (4costsint,4) - (—2sint,2cost) = 8cost — §costsin’t,
e per ogni t € [0, 1] si ha
F(72(t)) - 75(t) = F(0,2 — 4t) - (0, —4) = (0, (2 — 4t)%) - (0, —4) = —4(2 — 4t)*.
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Quindi

/F~dP:/1F~dP+/2F-dP:/_g F(%(t))-%(t)dt+/01F(72(t))-vé(t)dt:

(VB

[SIE]

1
(8cost — 8 costsin®t) dt—4/ (4t — 2)* dt = [SSint—gsm?’t]
0

-/

Esercizio 6. Per definizione I'integrale di linea di F' lungo la curva v e dato da

[SIE]

[SIE]

log 2
[Far= [ ram) -
0 0
essendo
F(y()) -~(1) :F<t2+2, ¢, t3+1) - <2t, e, 3t2) - <3t3, 2! 42, —2t2) - <2t, e, 3t2) — 262 1 2!,

si ottiene
log2

log 2
= / (2e2t + 2et) dt = [e% + Qet] . =>5.
0

La risposta corretta e .

Esercizio 7. Si osserva che la parte di 0€) compresa nel I e II quadrante ¢ I'unione delle curve I'y e I's,

Dy ={(zr,y) €R?: —1<2<0, y=(z+1)°},

orientate in modo che il bordo di €2 sia complessivamente orientato in senso antiorario.

Ay
1
[y I'y
-1 0 1
Q
-1
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Quindi, posto I' = 9Q N {(x,y) € R?*: y > 0}, si ha che

/F-dP:/ F-dP—l—/ F-dP.
r T s

Una parametrizzazione di I'; in senso antiorario ¢ 7y : [0, 2] — R? definita da v, (t) = (cost,sint).

Quindi

0

/FF~dP:/ F~dP:/%F(%(t))~%(t)dt:

essendo

1 1
F(y(t)) - v1(t) = F(cost,sint) - (—sint, cost) = (5 costsin®t — 30’ cosztsint) - (—sint,cost) =

1
= —sint + cos®tsint — — costsin® ¢

30
si ottiene
/%1’t+ Stsint — - costsin® ) dt ! t14t1'4t% 19
= —sint 4 cos”tsint — = costsin = |——-=cost — —cos"t — <sin = —.
o \30 2 30 4 8 o 120
Una parametrizzazione di T'y in senso antiorario ¢ v, : [—1,0] — R? definita da () = (=1 — ¢,?).
Quindi .
/ F~dP:/ F~dP:/ F(y2(t)) - v5(t) dt =
T2 Y2 -1
essendo

Fln(®) - (1) = F(—1 — £,42) - (—1,2) = (-%(# +5) — 31—0 201+ t)2) (—1,2) =

1 1 5 9 1
=t + )+ —+ 2831+t =0+t + 283+ —
2( + )+30+ (1+1) 5 +2 + +30

si ottiene

0 0
5.9 1 5, 9. 1, 1 5 9 1 1 1
v JNUE I VN U N U ) [ A
/_1<2 Tt +3o) {12 00T TR, T 2T 2730 6o

Quindi

19 1 7
F.-dP= [ F.dpP F-dP=—"" 4+ ="
/r /p +/r2 120 760 40

La risposta corretta e .
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Esercizio 8.

Si ha che

Fl(ﬂf,y)=<93(4—932—y2), 3—932?/) se 2® +y* <4
F(x,y):(x‘ll—xz—yf ) 3—$2y):
Fg(x,y):<x(x2—l—y2—4), 3—x2y> se 2 +y% > 4.

Il segmento OP non ¢ tutto contenuto nel cerchio C di centro O e raggio 2.

La curva parametrica v : [0, 1] — R? definita da () = (2t, 2t) ¢ una parametrizzazione del segmento O P

da O a P.

Si ha che y(t) € Cseesolose 0 <t < g Ne segue che

V2 1

[Far= [ Row) v [ Ram)-oa-
essendo 7/(£) = (2,2) per ogni ¢ € [0, 1], 2
Vi € [0, \/5/2] . R(() () = <2t (4-82), 3 8t3) L(2,2) = 16t — 4863 + 6,
Vit e (\/5/2, 1} L B(y() A1) = <2t (82 —4), 3 8t3) -(2,2) = 16£> — 16t + 6,
Si ottiene

SN

~—r

V2

2

1
:/ (16t — 48t% + 6 dt+/ (16> — 16t + 6) dt =
0

1

oS

_ [81&2 _12#4 4 6t] n [4154 _ 824 6t] s

0

o

La risposta corretta e .
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Esercizio 9. Si osserva che 00 =T'; UT, UT3 UTy (vedi figura).

Quindi

/F~dP:/F~dP+/ F~dP+/F-dP+/F~dP.
o) ry Iy I3 Ty

I‘1 = 1II1(’)/1), Tt [Oaﬂ-] - RQ; Vl(t) = (2 cos t,2SiIlt),

Si ha che

I‘2 = 1111(72), Y2 - [Oa 1] — RQ; ’72(t) = (_2 + t: 0)7
I‘3 = 1II1(’)/3), ER [07 1] — RQ; 73(t) = (_1 + 2t7 O)a
[y =im(y), 74:[0,1] = R 4u(t) = (1+1,0).

Ne segue che

/F-dP:/ F(2cost,2sint)~(—2$int,2cost)dt=/ (6,2cost) - (—2sint,2cost) dt =
I 0 0

:/ (—128int+40082t) dt = [12005t+2(t+sintcost)];r:27r—24,
0
1 1
/F~dP:/ F(—2+t,0)-(1,0)dt=/ (2[t—=2)%=1],t=2)-(1,0)dt =
I 0 0
1

:2/01 [(t—2)* —1] dtz?B(t—Z)g—t] :g,

0

/ F-dP:/1F(—1+2t,0)-(2,0)dt:/1((2t—1)2—1,2t—1)-(2,0)dt:
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1

:2/01 [(2t — 1)* — 1] dtzz{é(zt—l)?’—t] =—§,

0

/ F-dP:/IF(1+t,0)-(1,0)dt:/l(2[1+t)2—1},1+t)-(1,0)dt:

1

:2/01 [(1+1¢) —1] dt:2{%(1+t)3—t] :2.

0
Quindi

/F-sz/F-dP—i—/F~dP+/F-dP—|—/F-dP:27T—2O.
i9) I Iy T3 Iy

La risposta corretta e @ .

Esercizio 10.

Yy A
’\,/
r
Per definizione la lunghezza della cardioide, ovvero
della curva ~ che la definisce, & 0 ;
27
L) = [vas= [
¥ 0
—3r

Poiché per ogni ¢ € [0, 27]
v (t) = <r[2 cos (2t) — 2cost], r[—2sint + 2sin (2t)]),

da cui segue che

17/ (1)|| = /r2[2 cos (2t) — 2 cost]? + r2[—2sint + 2sin (2t)]2 = 2v/2r /1 — cost,

si ha che

27 27
L(v):/ WOl dt =22 | VI costdt =
0

0
essendo (per la formula di bisezione) /1 — 2cost = v/2 ‘sin é}, si ottiene

2m
:47’/
0

in—| dt =
81112‘
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posto z =t/2, da cui dt = 2dz, ed essendo sin z > 0 per ogni z € [0, 7], si giunge a

= 87’/ simzalz:87“[—(3082]7T = 167.
0 0
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