Esercizi di calcolo differenziale in piu variabili - I parte

Esercizio 1. Calcolare le derivate parziali, il gradiente, il differenziale (se esiste) e la derivata rispetto

al vettore indicato nel punto dato, delle seguenti funzioni:

1) f(x,y) :$2+25L‘y—$y2, v = (17_1>7 (9007190) = (171)'
2) f(z,y) =log (:1:2 + y2), v=(1,1), (zo,y0) = (1,2).
3) f(x,y) = vy+$2—3, U:<173)7 (x07y0): (271)'

4) f(x,y,2) = ye2$2 + 3222 + sin (yz), v=1(1,1,0), (zo0,%0,20) = (1,0,1).

1
5) flx,y,2) = ., v=1(1,0,1), (wo,vy0,20) = (1,1,1).
/I2 yQ Z2
6) f( ) = arct e =(0,1,1), ( )=(1,0,0)
T Z ) = arctan v = X Z = .
» Y, 1 y27 s Ly ) 05 Y0, 20 s Uy

Esercizio 2. Date le seguenti funzioni, esistono nel punto indicato le derivate parziali, la derivata rispetto

al vettore indicato e il differenziale?

A -Vyr o se (1

D fag) =4 oDy P @ FMO ),
8 se (z,y) = (1,0),

2) f(xvy) = ‘ZE - y2| ) (9307340) = (070)’ U= (275>'
Py=2) o o (1

3 o) = Pr(goop T s A0~ 0)
7 se (z,y) = (0,2),

4) f(x,y) :xQ |y_1|7 (x07y0): (070)7 V= (1>2>'

5 floy) = (2* +y?) sin 2 18 se (z,y) # (0,0) (20,10 = (0.0),
18 se (z,y) = (0,0),

6) f(x,y) = 2 |y+2|7 (x07y0):(07_2)7 v = (271)'

v=(1,-1).
v=1(2,1).
v=(1,1).
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Esercizio 3. Calcolare la divergenza dei seguenti campi vettoriali:

1) Flz,y,2) = (2052 +log (14+y*), 2922 =y + V242722, g2 4 7).
2) Fv,y,z) = (5372?/ +sinz, cosx — 5:By2, log (an + y2 + 22> + 61‘2+y2>.

622

3) Fx,y,2) = (W

— 92y, 9zy® — dyz, 22° + 3z (x2 + y2)> .

Esercizio 4. Calcolare il rotore dei seguenti campi vettoriali:

1) F(x,y,2) = ((3y—i— 11)z — 22y + sina®, 2z + 18 — cosy”, 2xy+11x—|—\/1+z4).

6x
x? + y?

6
2) F(m,y,z):( Y Yz,

2 2, .2
_x2+y2_ +xz, 2 —log(m +y)>.

3) F(z,y,2) = (x+z+x210g(1+z2), y+z+2%log (1+2%), z—9—|—y(e”—1)).
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SVOLGIMENTO

Esercizio 1.

1) 1l dominio di f & dom (f) = R2. Per ogni (x,y) € R? si ha che

of _ Y of e
pe (z,y) =22 + 2y — ¥, By (7,y) =22 — 2zy.

Quindi

0 0
Vf(x,y) = <8—£(x,y),a—§(x7y)> = <2x+2y—y2,2x—2xy>.

Poiché le derivate parziali esistono e sono continue in tutti i punti di R2?, per il Teorema del

differenziale totale la funzione f ¢ differenziabile in ogni (z,y) € R? con

0 0
df (z,y) = a—i(m, y) dx + a—z(x,y) dy = (22 + 2y — y*) dw + (22 — 22y) dy.

Infine, essendo f differenziabile in ogni (z,y) € R?, si ha che la derivata di f in (o, yo) rispetto a

v e data da

g—i(%?yo) = df (z0,y0)(v) = V f (20, 50) - v.
Essendo (zg,y0) = (1,1) e v = (1, —1) si ottiene
000 = V1) - (1,1 = (3,0)-(1,-1) = 3
Ov
2) I dominio di f ¢ dom (f) =R?\ {(0,0)}. Per ogni (z,y) € dom (f) si ha che
of 2z af 2y
%(%y)—m’ a—y(fﬂ, )—x2+y2-
Quindi

of af 2x 2y
\Y% === - = .
f(x7y) (ax<$7y)7 ay(aj?y)) <x2+y2)x2+y2
Poiché le derivate parziali esistono e sono continue in tutti i punti di dom (f), per il Teorema del

differenziale totale la funzione f & differenziabile in ogni (z,y) € dom (f) con

af of 2x 2y
df(flf,y) = %(m,y) dr + 8_y(x’y) dy = 72 +y2 dz + 22 +y2

Infine, essendo f differenziabile in ogni (z,y) € dom (f), si ha che la derivata di f in (o, yo) rispetto

dy.

a v ¢ data da
g_{;(x(]a Yo) = df (w0, y0)(v) = V f(z0,%0) - v.

Essendo (z9,v0) = (1,2) e v = (1, 1) si ottiene

aof

5 (1,2) =Vf(1,2)-(1,1) = (2/5,4/5) - (1,1) = 6/5.
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3) I dominio di f & dom (f) = {(x,y) € R?: y >3 — 2?}. Per ogni (z,y) € dom (f) con y > 3 — 22 si

ha che
of x of 1
—(2,y) = —F—m—m Sy =——
Oz Vy+ar—3 dy 2y + 22 — 3
Quindi

(O O i !
Viy) = (89{:( ’y)’ay( ’y)) <¢y+x2—3’2\/y+x2—3)'

Poiché le derivate parziali esistono e sono continue in tutti i punti (x,y) € dom (f) con y > 3 — z?,
per il Teorema del differenziale totale la funzione f e differenziabile in ogni (z,y) € dom (f) con
y > 3 — 2 con

x 1

of of
df (x,y) = ,y) dx + y)dy = dx +
f(z,y) =5 (,y)do ay(a? y) dy S R

Infine, essendo f differenziabile in ogni (z,y) € dom (f) con y > 3 — 22 ed essendo (g, yp) un punto

dy.

interno a dom (f), si ha che la derivata di f in (zo,yo) rispetto a v ¢ data da

g—i(%?yo) = df<$07 yo)(”) = Vf(mo,yo) - v.

Essendo (zg,y0) = (2,1) e v = (1, 3) si ottiene

%(2,1) _ VA1) (1,3) = (ﬂ \g) (18)= V2
4) T dominio di f & dom (f) = R3. Per ogni (z,y,z) € R? si ha che
%(ag, y,2) = day e + 322, g—’;;(a:, y,z) =2 + zcos (y2), %(:p, y,z) = 6xz + ycos (y2).
Quindi
Vf(r,y,z) = (%(w,y, z), g—‘g(m,y,z),%(:c,y, z)) = (4:1:y 62"’”2—%322,62‘”2—%2 cos (yz), 6xz—+y cos (yz)).

Poiché le derivate parziali esistono e sono continue in tutti i punti di R3, per il Teorema del

differenziale totale la funzione f ¢ differenziabile in ogni (z,y,2) € R? con

0 0 0
f2,.5) = G (0.0 o+ 5 (0, 2) dy o+ G 0, 2) s =

= (4;1:3/ 2 +32%) dr + (62362 + z cos (yz)) dy + (622 + ycos (yz)) dz.
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Infine, essendo f differenziabile in ogni (z, v, 2) € R?, si ha che la derivata di f in (g, o, 20) rispetto

a v ¢ data da
of

%($07y0720) = df (w0, Yo, 20)(v) = V f (w0, Y0, 20) - V.

Essendo (g, yo, 20) = (1,0,1) e v = (1, 1,0) si ottiene

%(1,0,1) =Vf(1,0,1)-(1,1,0) = (3,e* +1,6) - (1,1,0) = 4 + €%

5) I dominio di f ¢ dom (f) =R3\ {(0,0,0)}. Per ogni (x,vy,2) € dom (f) si ha che
0

) = g ey = ey =
g YA = (22 +y2 + 22)3/27 Oy »Y 2= (22 +y2 + 22)3/27 02 Y 2= (22 + y? + 22)3/2
Quindi
_ (91 of of _
Vi) = (o), G2 L)) -

(. x _ Y _ z L 1
- < (22 42 + 22)3/27 (22 4 42 + 22)3/2 (x2+y2+22)3/2) T (@ +y? + 22)3 (2,9, 2).
Poiché le derivate parziali esistono e sono continue in tutti i punti di dom (f), per il Teorema del

differenziale totale la funzione f & differenziabile in ogni (z,y, z) € dom (f) con

0 0 0

- ’ d Y d - d
—_(x2+y2+22)3/2 T (x2+y2+z2)3/2 U (x2+y2+z2)3/2 <

Infine, essendo f differenziabile in ogni (z,y,2) € dom (f), si ha che la derivata di f in (zo, yo, 20)

rispetto a v e data da

2—5(370,3/0720) = df(l’o,yo,zo)(v) = Vf(ﬂﬂoayo, Zo) .

Essendo (zg, yo, 20) = (1,1,1) e v = (1,0, 1) si ottiene

of V3 V3 V3 2
%(1, 1,1) =Vf(1,1,1)-(1,0,1) = (—?,—?,—?) -(1,0,1) = —5\/5.

6) Il dominio di f & dom (f) = R3. Per ogni (z,y,z) € R3 si ha che
of 3z(1 + y?) of 6xyz of 3z(1+ y?)

ax(xvya Z) = 01222 + (1 +y2)2’ a—y(fﬂ,y,z) - _9$222 + (1 +y2)2’ a(l"y’ Z) - 92222 + (1 +y2)2‘

Quindi
Vfo09) = (G ) o). G ) ) -
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9x2z2+<1+y2)2’ 9$2Z2+(1+y2)2’9x222+(1+y2)2

( 32(1+9?) 6y 3z(1 +y°) ) _

Poiché le derivate parziali esistono e sono continue in tutti i punti di R3, per il Teorema del

differenziale totale la funzione f ¢ differenziabile in ogni (z,vy, z) € R? con

0 0 0
A @,.5) = G (@) o+ 5 oy, 2) d o+ G 0, 2) s =

3z(1 +y?) 6ryz 3z(1 + y?)
= xr —
92222 4 (1 + y?)? 92222 4 (1 + y?)? 4 92222 4+ (1 + y?)?

Infine, essendo f differenziabile in ogni (z,y, 2) € R?, si ha che la derivata di f in (¢, yo, 20) rispetto

a v ¢ data da

0
a—i(%,yo,zo) = df (z0, Y0, 20)(v) = V f(20, Yo, 20) - v.
Essendo (z, Yo, 20) = (1,0,0) e v = (0,1, 1) si ottiene
of
Z5(1,0,0) = VF(1,0,0)- (0,1,1) = (0,0,8) - (0,1,1) = 3.

Esercizio 2.

1) Per definizione la derivata parziale rispetto a x della funzione f nel punto (1,0) ¢, se esiste in R, il

limite
1,0) +te; ) — £(1,0 1,0) 4+ #(1,0)) — £(1,0
g(m):hmf(( ) - L0 F((1L0)+HLO) - £(1L0)
or t—0 t t—0 t
i LU0 2SOy 8
t—0 t t—0 ¢

e, sempre per definizione, la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel punto (1,0) &, se

esiste in R, il limite

f((1,0) +t62> — £(1,0) f((1,0) +t(0,1)) — £(1,0)

of : :
ay "0 = i =i t -
1,t) — f(1
o SN S0 s
t—0 t t—0 t
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Per definizione la derivata della funzione f nel punto (1,0) rispetto al vettore v = (1,—1) &, se

esiste in R, il limite

f«Loy+m)—fuﬁ) f«Loy+aL—n>—fun)

of : :
a0t = t i t -
i AL 2O T
t—0 t t—0 ¢

Per le proprieta del calcolo differenziale, se f fosse differenziabile in (1,0), allora si avrebbe che

of .
S(1,0) = V(1,0)-v.

0
Poiché Vf(1,0)-v = (8,3) - (1,—1) = 8 — 3 = 5, mentre 8_f(1’0) = 7, possiamo concludere che f
v

non ¢ differenziabile in (1, 0).

2) Per definizione la derivata parziale rispetto a x della funzione f nel punto (0,0) &, se esiste in R, il

limite
0,0) +ter) — £(0,0 0,0) +t(1,0)) — £(0,0
0 gy (OO F160) =700 50,0 +10.0) - 0.0)
ox t—0 t t—0 t
t—0 t t—0 ¢

e, sempre per definizione, la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel punto (0,0) e, se

esiste in R, il limite

Lﬂmﬁym@)—ﬂam f«Qm+umn)—ﬂam

of . :
2y >0 =1 i g t -
_ 2
t—0 t t—0 ¢

Poiché una delle derivate parziali di f in (0,0) non esiste, possiamo concludere che f non e

differenziabile in (0, 0).

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (0,0) rispetto al vettore v = (2,5) ¢, se esiste

in R, il limite

0,0) +tv) — f(0,0 0,0) +t(2,5) ) — f(0,0
a_f@jo)_hmf« )+t0) 70,0 £(0.0)+425) - 70.0)
ov t—0 t t—0 t

i [CEB0 = 0,00 =5t

t—0 t t—0 t
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3) Per definizione la derivata parziale rispetto a x della funzione f nel punto (0,2) &, se esiste in R, il

limite
0,2)+¢ — f(0,2 0,2)+t(1,0)) — f(0,2
Q&Qm:hmf« Jt) - 102 (0.2 +410) - f0.2)
ox t—0 t t—0 t
= lim f(t,2) — £(0,2) = lim S5 4,
t—0 t t—0 t

e, sempre per definizione, la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel punto (0,2) e, se

esiste in R, il limite

F(0.2) +1e) = 70,2) i (0.2 +10.1) = f0.2)

dy t—0 t t—0 t

24+1t) — 2 t
i J02H0 =02 sty
t—0 t t—0

Poiché non esistono le derivate parziali di f in (0, 2) possiamo concludere che f non & differenziabile

in (0,2).

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (0, 2) rispetto al vettore v = (2, 1) ¢, se esiste

in R, il limite

0,2) 4+ tv) — f(0,2 0,2) +¢(2,1)) — £(0,2
@QQ%:hmf« JHiw) - £0.2)  F((0.D+H2D) - £0.2)
ov t—0 t t—0 t
i f2t2+1) — f(0,2) _ . ¥t +5 3
t—0 t t—0 t

4) Per ogni (z,y) € R? si ha che

of B

0
In particolare —f(O, 0) = 0. Inoltre, per ogni (x,y) € R? con y # 1 si ha che

ox
of x? sey>1
—(x,y) =

dy —2% sey< 1.

0
In particolare a—f((), 0) = 0. Quindi V£(0,0) = (0,0).
Y
Per definizione la derivata della funzione f nel punto (0,0) rispetto al vettore v = (1,2) &, se esiste

in R, il limite

0,0) + tv) — £(0,0 0,0) + t(1,2)) — £(0,0
8—f(O,O):hmf<( )H) I )zlimf<( )+ i )> I/ ):

ov t—0 t t—0 t
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2t) — 212t — 1
o F20 - f0,0) Pt 1]

t—0 t t—0 t

af

(0

=lim#|2t — 1| = 0.
t—0

Poiché V£(0,0) - v = (0,0) - (1,2) = 0 =
(0,0).

(0,0), la funzione f potrebbe essere differenziabile in

In tal caso si avrebbe che

df(0,0) = %(0, 0) dz + g—]yc(o, 0)dy = 0.

Per stabilire se f ¢ differenziabile in (0,0) abbiamo due possibilita:

1) ricorrere alla definizione, e quindi controllare se

f(l',y) - f(070> - df(oa())(may)

lim = 0;
(2.9)(0,0) 1(z, y)l
2) controllare se le derivate parziali di f sono continue in (0, 0).
Nel primo caso si ha che il limite e

lim = lim

(@,)—(0,0) [(z,y)] (2.9)=(0.0) \/22 + 42

Osserviamo che per ogni (z,y) € R?, (z,y) # (0,0), si ha che

2 -1 2 2 —1
0§I|y |§(I +y7) |y |:\/m|y_1|'
/x2+y2 /:L.2_|_y2

Poiché ( l)m% : va?+y? |y — 1] =0, per il Secondo teorema del confronto dei limiti (per funzioni
z,y)—(0,0

reali di piu variabili) si ha che

L 2ty — 1
lim @——— =
(2.9)=(0,0) /22 + y?

Ne segue che f ¢ differenziabile in (0, 0).

0.

Osserviamo che le derivate parziali di f sono continue in (0,0). Infatti, per ogni (x,y) € R? con

y # 1 si ha che

2
g(l’,y):2x|y—1|, 8_f<x7y)_{x sey >1

Ox dy —2? sey<1

che sono due funzioni continue in (0, 0).
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10

5) Per definizione la derivata parziale rispetto a x della funzione f nel punto (0,0) &, se esiste in R, il

limite
0,0) +te; ) — f(0,0 0,0) +t(1,0)) — £(0,0
ﬁmmﬂmﬂ()‘ﬂ f0.0) 700 +41.0) - £0.0)
ox t—0 t t—0 t
= lim /(.0 = /(0,0 = lim £ sin (1) = limt sin (1/#*) = 0,
t—0 t t—0 t—0

e, sempre per definizione, la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel punto (0,0) e, se

esiste in R, il limite

0,0 es )] — f(0,0 0,0 0, — f(0,0
ﬁmmﬁmﬂ<ww) f0.0) 70,0 +40.1) - 50.0)

dy t—0 t t—0 t

. 2 . 2
t—0 t t—=0 t

Quindi il gradiente di f in (0,0) &

1 . 2 _
= lltg%t sin (1/t%) = 0.

V£(0,0) = (g—im,m, g—;(o, 0)) = (0,0).

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (0,0) rispetto al vettore v = (1,1) &, se esiste

in R, il limite

f((o,o) —|—tv> — 1(0,0) f((o,o) +t(1,1)> — 1(0,0)

of : :
a0 @0 = i - : -
tt) — 2t? sin (1/2t?
= lim 6 = 10,0 = lim 27 sin (1/26) = lim 2t sin (1/2t%) = 0.
t—0 t t—0 t—0

Per le proprieta del calcolo differenziale, se f fosse differenziabile in (0, 0), allora si avrebbe che

of B
55(0.0) = V£(0,0)-v.

0
Poiché Vf(0,0)-v = (0,0)-(1,1) =0 = 8_£(0’ 0), la funzione f potrebbe essere differenziabile in
(0,0).

In tal caso si avrebbe che

df(0,0) = %(0, 0) dx + g—g(o, 0)dy = 0.

Per stabilire se f ¢ differenziabile in (0,0) abbiamo due possibilita:
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11

1) ricorrere alla definizione, e quindi controllare se

f(z,y) = f(0,0) = df(0,0)(x, y)

lim =0
(2.)—(00) (2, )l
2) controllare se le derivate parziali di f sono continue in (0, 0).
Nel primo caso si ha che il limite e
f(2,y) = £(0,0) — df (0, 0)(x, ) (« +4) sin gy

(2.49)~(0,0) [(z,y)ll @y)=00) /2% + 2
= lim /2?2 +y? sin

(1) —=(0,0) z? 4y

Poiché |sin z| < 1 per ogni z € R, si osserva che per ogni (z,y) € R?, (z,y) # (0,0), si ha che

1
0 < |22+ y? Sinx2+y2 = /22 + y? <2+ 2

sin

x? 492

<1

Poiché ( 1)111% : V2 +y? =0, per il Secondo teorema del confronto dei limiti (per funzioni reali di
z,y)—(0,0

piu variabili) si ha che

Va2 4+ y? sin

=0

lim
(z,y)—(0,0)

$2+y2

e di conseguenza anche

1
lim /2?2 2 sin =0
Ty x? + y?

(z,y)—(0,0)

Ne segue che f ¢ differenziabile in (0, 0).

Si osservi invece che le derivate parziali di f non sono continue in (0,0). Infatti, considerando ad

esempio la derivata parziale rispetto a = (analogamente per quella rispetto a y), si ha che per ogni

(z,y) € R?, (x,y) # (0,0),

of (2,y) = 20 si 1 2z 1
—(z,y) = 2z sin - oS
oz Y 224y 224y 2?24y
e che non esiste  lim  —=(x,y). Infatti, se consideriamo i punti del tipo (x,0) con x # 0, allora

(z,5)—(0,0) Ox

0 1 2 1 0 1 2 1
a—i(z,O)szsin;—;cos; — iii%a—i(x,O):iiE%)(stin;—;cosp) 2.
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6) Per ogni (x,y) € R? si ha che
—gi (z,y) = 2z[y + 2].
of
I ticolare —(0, —2) = 0.
n particolare - (0,-2) =0

Per definizione la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel punto (0, —2) ¢, se esiste in R,

il limite
0,—2) + tes ) — F(0,—2 0,—2)+t(0,1)) — f(0,—2
g(o’_m:hmf« JHte) =102 F((0.-9+H0.1) - £0.-2)
oy t—0 t t—0 t
:llmf(()?t_z)_f(oa_Q) — 0.
t—0 t

Quindi il gradiente di f in (0,—2) ¢

of
ox

of

Vf(0,-2) = ( (0, _2)’8_y(0’_2)) = (0,0).

Per definizione la derivata della funzione f nel punto (0, —2) rispetto al vettore v = (2,1) &, se

esiste in R, il limite

f((o,—2) +tv> — £(0,~2) f((o, —9) +#(2, 1)) ~ (0, -2)

of . :
a0 "2 = t - t -
2t,t —2) — —2 4¢2
= lim f@tt=2) = J(0,2) = lim U = lim 4t|t| = 0.
t—0 t t—0 t—0
o of : : -
Poiché Vf(0,—2)-v =(0,0)-(1,2) =0 = 8—(0, —2), la funzione f potrebbe essere differenziabile
v

in (0, —2).

In tal caso si avrebbe che

df (0, —2) = %(o, —2)dx + %(0’ —2)dy = 0.

Per stabilire se f ¢ differenziabile in (0, —2) abbiamo due possibilita:

1) ricorrere alla definizione, e quindi controllare se

flz,y) = f(0,-2) = df(0, =2)[(z,y) — (0, =2)]

lim = 0;
(2,5)—(0,~2) (2, y) — (0, =2)]

2) controllare se le derivate parziali di f sono continue in (0, —2).

(©) 2024 Sergio Lancelotti
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Nel primo caso si ha che il limite ¢

floy) = £0,-2) = dfO.-2)[(w,9) = (0,-2) g+

lim = )
() —(0,~2) (2, y) — (0, =2)] @y)=0-2) \ /22 + (y + 2)?

Poiché per ogni a,b € R si ha che ab < 1 (a® 4 b?), risulta che per ogni (z,y) € R? con (z,y) #

(Ov _2)
22y + 2 x|y + 2 22+ (y +2)?
0< ly + 2] = |z| |H?J | < |z| (y < |o| V22 + (y + 2)2.
2?2+ (y + 2)? ++2? P+ (y+2)?
Poiché ( )lirg) ) 22 + (y + 2)%2 = 0, per il Secondo teorema del confronto dei limiti (per funzioni
x,y — y—

reali di piu variabili) si ha che

: 2?y + 2|
lim —
(x,y)%(0,72) 372 + (y + 2)2

Ne segue che f ¢ differenziabile in (0, 0).

Osserviamo che le derivate parziali di f in (0, —2) sono continue. Infatti, per ogni (x,y) € R? si ha

che
of
ox

che & una funzione continua in (0, —2), e per ogni (z,y) € R? si ha che

(z,y) = 22|y + 2|

2 sey> -2

0
a—g(x,y)— 0 sey=—2

—2? sey < —2
che ¢ anch’essa continua in (0, —2) essendo

lim —(:U,y)—O—g—;

0,—2).
(z,y)—(0,~2) Oy ( )

Esercizio 3. Siano €2 C R™ un aperto non vuoto, zog € 2 e F : 2 — R" un campo vettoriale,
= (f1,..., fn). Supponiamo che per ogni i = 1,...,n esista la derivata parziale di f; rispetto a x; in

Zo. Si chiama divergenza di F' in z, il numero reale

of Ofn — Jf;
divF . = )
ivF (zg) = xl( zo) + -+ oz, (x0) 2 o, (7o)
Se per ogni ¢ = 1,...,n esiste la derivata parziale di f; rispetto a x; in ogni x € €2, allora ¢ definita la

funzione divergenza di F', divF : Q2 — R, che associa ad ogni x € Q) il numero reale divF(x).

(©) 2024 Sergio Lancelotti
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1) Nel caso del campo vettoriale
Flo.g,2) = (2‘”’2 +log (1+y"), 2y2” —y°z + V2 + 2222, y2* + eﬁ)

si ha che dom (F) = R, F' = (fy, f2, f3) e tutte le tre componenti di F' sono derivabili rispetto alle

rispettive variabili in ogni (x,y, z) € R3. Si ha che

V(z,y,2) €eR®:  divF(z,y,2) Z%(%y,ZH

o
dy

(z,y,2) + %(w,y, z) =

=22 + 222 — 2yz + 2yz =
= 2% + 222
2) Nel caso del campo vettoriale
F(z,y,z) = (5:p2y +sinz, cosz — bxy?, log (x2 Lyt 22) n €w2+y2>

si ha che dom (F) = R3\ {(0,0,0)}, F' = (fi, fa, f3) e tutte le tre componenti di F' sono derivabili
rispetto alle rispettive variabili in ogni (z,y, z) € R3\ {(0,0,0)}. Si ha che

Wo,9) €RA{0.0.0} s divF(eps) = 5 Hw02) + 50, + ) =

2z
= 10zy — 10 —— 5 =
Ty xy—l—w2+y2+z2

2z
22 4+ 2+ 22

3) Nel caso del campo vettoriale

622
N

si ha che dom (F) = R3\ {(z,0,0) : z € R}, F = (f1, fo, f3) e tutte le tre componenti di F sono

F(x,y,z): (

— 92y, 9xy® — dyz, 22° + 3z (:U2 + y2)>

derivabili rispetto alle rispettive variabili in ogni (z,y,2) € R*\ {(z,0,0) : = € R}. Si ha che

: of Of2 Afs
3 ) ) — -
= 12—x—18xy—|—18:cy—4z+4z:
/y2 +22
12z

Ve
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Esercizio 4. Siano Q C R? un aperto non vuoto, ' : Q — R3 un campo vettoriale, F' = (f1, f2, f3). Se le
tre componenti di F' ammettono tutte le derivate parziali in ogni (x,y, z) € 2, allora & definito il campo
vettoriale rotore di F, rotF : Q — R3, che associa ad ogni (z,y,z) € il vettore rot F(x,y, z) definito

formalmente da

i ; K
) ) )
rotF(z,y,z) = o em y ,

fl(x’yvz) fg(.’ll',y,Z) f3(x>yaz)

dove i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0, 1) sono i versori fondamentali di R3.

1) Nel caso del campo vettoriale
F(z,y,2) = ((3y 4+ 11)z — 22y +sina®, xz + 18 — cosy’, 2xy + 11z + V1 + z4>

si ha che dom (F) = R?, F = (f1, f», f3) e tutte le tre componenti di F' ammettono tutte le derivate

parziali in ogni (z,y, z) € R. Si ha che per ogni (z,y,2) € R

J k
0 0 f)
rotF(z,y,z) = yors o 2 —

(By +11)z — 22y +sinz® z2z + 18 —cosy® 2xy + 11z + /1 + 2*

- <2x—:1c, 3y + 11 — (2y + 11), z—(32—22)> -

- <x v, 22—22).

2) Nel caso del campo vettoriale

6y 6x
F(z,y,z) = (_xz i Yz, PR + 2z, 22 —log (x2 + y2))

si ha che dom (F) = R®*\ {(z,y,2) € R®: 2?2+ y? =0}, F = (f1, fo, f3) e tutte le tre componenti
di F' ammettono tutte le derivate parziali in ogni (z,y,2) € R*\ {(z,y,2) e R®: 2?>+y>=0}. Si
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ha che per ogni (z,y,2) € R3\ {(z,y,2) e R®: 2% +4? = 0}

i ; K
0 0 0
rotF(z,y,z) = Ox dy oz —
_6—y_ z G—x—i—xz 2% —log (22 + 3?)

:E2+y2 Y :E2+y2

2y 2 6y> — 622 622 — 612
=2 % 5o Y o e At o T e =
= +y Yy (* +9?) (2* +y?)
2y 2z 9
=\ — s , 4%
:L-2_|_y2 x2+y2 Yy

3) Nel caso del campo vettoriale
F(r,y,z) = <x+z+leog(1+z2), y—l—z+zzlog(1+x2), z—9+4y(e™ — 1))

si ha che dom (F) = R3, F' = (f1, fo, f3) e tutte le tre componenti di F' ammettono tutte le derivate

parziali in ogni (z,y,2) € R®. Si ha che per ogni (z,y,2) € R?

i i k
rotF(z,y,2) = 2 8% 2 _
r+z+2%log(142%) y+z+2%log(1+2?) 2—9+y(e”—1)
202z 2172
_ xz 2 xz _
_(e —1—1—2210g(1+x), 1+1+22—yze , 1+x2)_
2227 2172
= (e —2—2zlog (1 +27), 1 —yze™, —— ).
(e zog( —|—x), +1+z2 yz e, 1+x2>
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