ISTITUZIONI DI ALGEBRA E GEOMETRIA 2024

Prova scritta di Topologia (Appello del 06.02.2024.)

Nota. Per ”si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Si considerino su R la topologia 7/ = 75 associata alla base B = {(—a b]|a,b € R,a < b}
e la topologia cofinita 7.. Si consideri la topologia prodotto su X = R?

(1)
(2)

(3)

T=Trxr.-
Si dica se (X, 7) e di Hausdorff, connesso e compatto.

Si consideri R con la topologia euclidea e la funzione f : X — R con f(z,y) = y.
Si dica se f e continua, aperta o chiusa.

Sia A= (0 1], si trovi la chiusuradi W = A x A in X.

Soluzione:

(1)

(3)

(X, 7) non & di Hausdorff (R, 7.) non lo & (tutti gli aperti non vuoti in 7. si inter-
secano). (X,7) non & connesso poiché (R,75) non lo ¢ (& totalmente sconnesso)
e non ¢ compatto poiché (R,75) non lo & ({((—a ©0)}sen € un ricoprimento dal
quale non & possibile estrarre un sottoricoprimento finito).

Gil aperti della base di 7 sono della forma V = (a b x R — {p1,...ps}. Se
U = (a b) & un intervallo aperto in R, f~1(U) = R x (a b) che non puo essere
unione di aperti di tipo V' e quindi non appartiene a 7. Dunque f non e continua. f
¢ aperta in quanto f(V) = R—{p1,...ps} che & un aperto nella topologia euclidea
di R. f & chiusa infatti se C' ¢ un chiuso non vuoto di (R?,7) allora f(C) & formato
da un numero finito di punti oppure ¢ tutto R ed € dunque in entrambi i casi un
chiuso in (R, &y).

W = AxR. Infatti Aj = (—00 0] = Ugen(—a 0] € 1 e Ay = (1 ) =
Upen(1 8] € 78 quindi A = R — (A; U A3) € un chiuso in (R, 75). Inoltre il pin
piccolo chiuso in (R, 73) che contiene A ¢ tutto R.

Esercizio 2. (9 punti)

Sia W

(1)
(2)
(3)

= {(z,y) € R?|x € Q,1 < = < 2} con la topologia indotta da quella euclidea di R?.

Si trovi frontiera di W in R?.
Si trovino le componenti connesse di W.
Si trovi una successione di Cauchy che non sia convergente in W.

Soluzione:

(1)

Fr(W) = {(x,y) € R%|1 <z < 2}.
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(2) Le componenti connesse sono A, = {(z,y) € R*|lx = ¢} con g € (1 2)NQ. Infatti
Ag & connesso essendo omeomorfo a R ma (¢',y) U A, con (¢',y) € W e ¢’ # g non
lo & (basta considerare ¢’ < ¢ e un irrazionale r compreso tra ¢’ e g e si ottiene che
WNl r)xReWnN(2 2)xRsono due aperti di W che sconnettono (¢, y)UA,.)

(3) Si consideri la successione {(1 + n%rl, 0)}nen-

Esercizio 3. (10 punti)
Si consideri su X = R con topologia euclidea 7, il sottoinsieme A = {z € R|—1 <z < 1}
e la relazione di equivalenza zpz’ se e solo se x = x’ oppure x,z’ € A.

(1) Si dica se (£ %) ¢ di Hausdorff, connesso e compatto.

P
(2) Si mostri che non puo esistere un omeomorfismo tra (%, %) e

St ={(z,y) e R¥2? + y* = 1}

con la topologia indotta da quella euclidea su R2.

Soluzione:
(1) X & connesso quindi anche (%, “)loe.
(%, %") non e T5 poiché tutti gli intorni saturi di 0 contengono A e quindi nessun
intorno saturo di 1 & disgiunto da un intorno saturo di 0.
(%, %) non e compatto, infatti {A, = (—a a)}q>1 € un ricoprimento di aperti

saturi di X dal quale non e possibile estrarre un sottoricoprimento finito. Di
conseguenza {m(Agy)}qa>1 € un ricoprimento di aperti di % dal quale non ¢ possibile
estrarre un sottoricoprimento finito.

(2) Se % fosse omeomorfo a S! allora % —{[0]} dovrebbe essere omenomorfo a S —{p}]

dove p e’ un qualche punto di S'. Ma [0] = A ed ¢ 'unica classe di equivalenza
formata da pit di un punto. Quindi % —{[0]} € omeomorfoa (—co —1JU[1l +0o0)

che & sconnesso mentre S* — {p} & connesso.
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Prova scritta di Topologia (Appello del 23.02.2024.)

Nota. Per 7si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Sia @ € R. Si considerino su R la base B formata dai sottoinsiemi A, = (—a a) con
a > 0. Sia 7" = 75 la topologia associata a B e 7. la topologia cofinita. Si consideri la
topologia prodotto su X = R?
T =Tr' X7+
(1) Si dica se (X, 1) € di Hausdorff, connesso e compatto.

(2) Si consideri R con la topologia euclidea e la funzione f : R — X con f(t) = (¢,1).
Si dica se f e continua, aperta o chiusa.

(3) Siano A = {(0,0)}, C ={(1,0)} e si trovino le loro chiusure.

Soluzione:

(1) X non & di Hausdorff ed & connesso poiché tutti gli aperti non vuoti si interse-
cano. X non & compatto in quanto gli aperti di {(—a a) X R},en formano un
ricoprimento di X dal quale non ¢ possibile estrarre un sottoricoprimento finito.

(2) Gil aperti di una base di 7 sono della forma V = (—a a) x R — {p1,...ps}
, fHV) = (—a a)sel € R—{p1,...ps} oppure f1(V) = 0sel ¢ R —
{p1,...ps}.In entrambi i casi si ottiene un aperto euclideo, dunque f & continua.
f & chiusa, infatti se C = [@ b] € un intervallo chiuso in R, f(C) =[a b] x {1}
che non & un chiuso nella topologia 7.

(3) A={(z,y) eR?’ly =0}, C = {(z,y) e R?ly =0, |z > 1}.

Esercizio 2. (9 punti)

SiaD:{<a Z)eRw

c

b = ¢ = 0} l'insieme delle matrici diagonali 2 x 2 a coefficenti

reali, si consideri in D x D la seguente funzione d:

d(< o ;1>,<“02 (52)):\/(a1—a2)2+(d1—d2)2.

SiainoltreWz{(S 2>€D|0§a<1}.

(1) Si dimostri che d e’ una distanza.
(2) Si trovi la frontiera di W in D.

(3) Si dica se lo spazio metrico (W, d) & completo.

Soluzione:
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o al 0 as 0 o
d(Ml,Mg)_d(< ; d1>,< : d2>)_
:\/(al—a2)2+(d1—d2)2:O<:>a1:a2,d1:d2(:>M1:M2.

d(MhM?)—d(( 0 6?1 )(%2 C[l)z >)_
= \/ a1 — CLQ dl d2)2 = \/(ag — CL1)2 + (dg — d1)2 = d(MQ,Ml)

d(My, My) + d(May, M3) = \/(a1 — a2)? + (d1 — d2)? + /(a3 — a2)? + (d3 — d3)?
> \/(al — a3)2 + (dl — d3)2 = d(Ml, Mg).

(2) Se consideriamo R? con la metrica euclidea d., la funzione f : D — R3 con

f(( g 2 ) = (a,d) risulta essere un’isometria. Attraverso essa D risulta essere

isometrico a (R2,d.). W risulta dunque isometrico a {(a.d) € R0 < a < 1} la
cui frontiera in ]R2 ¢ {(a.d) € R?la = 0} U {(a.d) € R?*|a = 1}. Possiamo quindi

)
dedurre che Fr(W) = {(8 >6D|a—0}u{<8 2>6D|a:1}.

0
d

_1
(3) (W,d) non & completo. Siconsideri infatti la successione di matrici di W {< L 0" 8 >}neN

che e di Cauchy ma non & convergente in W.

Esercizio 3. (10 punti)
Si consideri su X = R con topologia euclidea 7. il sottoinsieme A = {zr € Rjlz < -1,z > 1}
e la relazione di equivalenza zpz’ se e solo se x = x’ oppure x,z’ € A.

(1) Si dica se (%, T—pe) ¢ di Hausdorff, connesso e compatto.

(2) Si costruisca un omeomorfismo tra (if 7;) e

Y ={(z,y) € R*a® +¢* =1}

con la topologia indotta da quella euclidea su R2.

Soluzione:

(1) X & connesso quindi anche ()/f “)loe.

)

(% %e) ¢ Ty. Infatti, siano z,2’ € X non equivalenti. Possiamo supporre z < '
ex’ € (=1 1) (il caso x € (=1 1) si svolge in caso analogo). Consideriamo
S o b e B i _ 2’41 : ” :
h1 = min{—5—, =5}, ha = 55— e osserviamo l'intorno di z,
Aj=(—00 ' —h)U (@ +hy +00)
¢ saturo poiché A C A; e l'intorno di 2/,

A2 = (33/ — hl :L'/+h2)
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¢ saturo poiché A N Ay = (). Inoltre A; e A sono disgiunti e quindi separano x e
x.

m([-2 2])= % quindi (%, %) & compatto essendo immagine di un compatto.
Consideriamo la funzione f : X — Y definita nel seguente modo: f(z) = (1,0))
sex € Ae f(z) = (cos(m(z + 1)),sen(m(x +1))) se x ¢ A. f & continua poiché
lim, , 1+ cos(m(x + 1)) = lim,_,;- cos(m(z + 1)) =1 e lim, , 1+ sen(n(x+ 1)) =
lim, .- sen(m(z + 1)) = 0. Inoltre f & suriettiva e totalmente compatibile
(infatti f(z) = f(2') & f(z) = (1,0) = f(a') & z,2" € A oppure x = z’). Infine
essendo % compatto e Y di Hausdorff possiamo dedurre che la funzione indotta

sul quoziente (%, %) e’ anche chiusa e dunque e’ un omeomorfismo.
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Prova scritta di Topologia (Appello del 13.05.2024.)

Nota. Per ”si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Sia @ € R. Si considerino su X = R? i sottoinsiemi 4, = {(z,y) € R?|y < a} e la famiglia

B = {Aa > 0}.
(1) Si mostri che B e’ la base di una topologia 7.
(2) Si dica se (X, 7) e’ di Hausdorff, connesso e compatto.
(3) Siano A ={(0,0)}, C = {(1,0)} e si trovino le loro chiusure.

Soluzione:

(1) X = (UQZ[)AQ). Se Ay, Ay € B anche A, N Ap = Amin{a,b} € B.

(2) X non ¢ di Hausdorff ed & connesso poiche tutti gli aperti non vuoti si intersecano.
X non e compatto in quanto gli elementi di B formano un ricoprimento di X dal
quale non e’ possibile estrarre un sottoricoprimento finito.

(3) A= {(z,y) e R*y >0} =C.

Esercizio 2. (7 punti)

Si consideri V = {(z,y) € R?||z| + |y| > 1} con la topologia indotta da quella euclidea di
R? ¢ il sottoinsieme W = {(z,y) € V|y > 0}. Trovare la frontiera di W in V e la frontiera
di W in tutto R2.

Soluzione:
Fr(W) = {(x,0) € R*z < -1} U {(2,0) € R?|z > 1} in V.
Fr(W) = {(z,0) € R?*lz < =1} U {(2,0) € R*|z > 1} U {(z,y) € R*|y > 0, || + |y = 1}
in R2.

Esercizio 3. (12 punti)
Si consideri insieme X = N, con topologia 7 indotta da quella euclidea di R. In X si
consideri il sottoinsieme A = N—{5} e la relazione di equivalenza z’pz” se e solo se 2’ = 2"
oppure 7', 2" € A.

(1) Si mostri che (%, %) ¢ di Hausdorfl e compatto ma non connesso.

(2) Si costruisca un omeomorfismo tra (%, 7)e
Y={zeZl=|z-1]}

con la topologia indotta da quella euclidea su R.

Soluzione:



(1)
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Siano 2/, 2” non equivalenti, allora uno dei due deve essere diverso da 5. Possiamo
assumere ' = 5,2 £ 5. D = {5}, B =N — {5} sono due aperti saturi disgiunti
X 7

con ' € D,x" € B quindi (?, ;) ¢ di Hausdorff. Osserviamo inoltre che 7(D) e

7(B) sconnettono (%, 7). Infine I'insieme {5,1} ¢ compatto in X avendo solo due
punti e 7({5,1}) = %; quindi (%, %) ¢ compatto.

La funzione f: X — Y definita da f(x) =0se z # 5 e f(5) =2 ¢’ continua
(poiche’ 7 ¢ la topologia discreta), suriettiva e totalmente compatibile

(infatti f(a') = f(2") & 2/ = 2" =5 oppure 2/, 2" € A).

Infine, essendo la topologia indotta su Y da quella euclidea ancora la topologia
discreta, si ha che f manda aperti saturi in aperti. La funzione sul quoziente

(%, %) €’ dunque un omeomorfismo.
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Prova scritta di Topologia (Appello del 18.06.2024.)

Nota. Per 7si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Si considerino su R la topologia discreta 74 e su R? la topologia euclidea 7.. Si consideri
la topologia prodotto su X = R3

T = Trgxte-
(1) Si dica se (X, 7) e di Hausdorff, connesso e compatto.
(2) Si consideri Z con la topologia 7" = {A C Z|0 € A} U {0} e la funzione f:Z — X
con f(t) = (0,t,t). Sidica se f & continua o aperta.
(3) Si trovi la chiusura di W = {(z,y,2) € R3|1 <z < 3,y + 2% < 1}.

Soluzione:

(1) (X, 7) & di Hausdorff poiché (R, 74) e (R?,7.) lo sono. (X, ) non & connesso e non
¢ compatto poiché (R, 74) non & compatto e non & connesso.

(2) f non é continua, infatti C' = {(0,0,0)} & un chiuso in 7 (il suo complementare
¢ R — {0} x R?2 — {(0,0)} che & prodotto di aperti, oppure si pué semplicemente
osservare che, essendo lo spazio di Hausdorff, gli insiemi formati da un solo punto
sono dei chiusi) ma f~1(C) = {0} che non & un chiuso contenendo 0. f non e’
aperta infatti A = {(0)} & un aperto di (Z,7') ma f(A) = {(0,0,0)} non & un
aperto in (X, 7).

B) W={(z,y,2) eER}|1 <z < 3,92+ 22 <1} =(1 3)x{(y,2) e R?|y? + 22 < 1}
quindi W = (1 3) x {(y,2) € R¥|y? + 22 < 1}.

Esercizio 2. (7 punti)

Sia V = {ax +b € R[x]1|a® + b*> < 1} 'insieme dei polinomi in una variabile su R di grado
al piu 1 i cui coefficienti appartengono al disco unitario chiuso. Si consideri la consueta
metrica d:

d(ayx + by, asx + ba) = maz{|ay — az|, |b1 — ba|}.
(1) Si trovi la frontiera di V.

(2) Si dica se lo spazio metrico (V,d) e’ completo.

Soluzione:

(1) Se consideriamo R? con la metrica dy che & equivalente alla metrica euclidea,
la funzione f : R[z]; — R? con f(ax + b) = (a,b) risulta essere un’isometria.
Attraverso essa V risulta essere isometrico a {(a,b) € R%a? + b* < 1} la cui
frontiera in R? risulta essere {(a,b) € R?|a? + b? = 1}. Possiamo concludere che
Fr(V) = {ax + b € R[z]1]|a® + b* = 1}.

(2) Osserviamo che {(a,b) € R?|a? + b? < 1} & compatto e di conseguenza lo & anche
V' che ¢ omeomorfo. Quindi (V,d) e’ completo.
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Esercizio 3. (12 punti)
Si consideri su X = {(x,y) € R?|1 < y < 2} con topologia euclidea 7. il sottoinsieme
A = {(=z, y) € X|0 < z < 1} e la relazione di equivalenza (z,y)p(2’,y’) se e solo se

(z,y) =
(1)
(2)

(«',y) oppure (z,y), (z',y) ¢ Aey =y’
Si dica se (i‘f T;) ¢ di Hausdorff, compatto e connesso.

Si costruisca un omeomorfismo tra ()rf =) e
Y ={(z,y,2) e R?|2® +4° = 1,0 <z <1}

con la topologia indotta da quella euclidea su R3.

Soluzione:

(1)

X & connesso quindi anche ()[f “)loe.

(X Te
p’ p . . . . . . . .

Se © = 2/ e y # ¢ basta considerare i semipiani inferiore e superiore al punto

medio tra y e y'. Possiamo ora supporre x < x’ e z € (0 1) (il caso x’ e (0 1)si

) & Ty. Infatti, siano (m,y), (2',y") € X non equivalenti.

svolge in caso analogo). Consideriamo hy = min{Z{, x+w }, ha = % e osserviamo
che l'intorno di z/,

Ay =(—00 xz—ha)U(z+h1 +00)xR
¢ saturo poiché R? — A C A; e 'intorno di x,
AQZ(JJ—hQ :L‘—i—hl) x R

& saturo poiché (R? — A)N Ay = (). Inoltre Ay e Ay sono disgiunti e quindi separano
rex.

m([-1 1] x[1 2])= % quindi (%, %) & compatto essendo immagine di un com-
patto.

Consideriamo la funzione f : X — Y definita nel seguente modo: f(z,y) =
(1,0,y — 1) se (z,y) ¢ Ae f(z,y) = (cos(2nz), sen(2rx),y — 1) se (x,y) €

f & continua poiché lim,_,q+ cos(2mz) = lim,_,;- cos(2mz) =1 e

lim,_,o+ sen(2mx) = lim,_,;- sen(2wz) = 0.

Inoltre f & suriettiva e totalmente compatibile

(infatti f(l',y) = f(xlay/) = f(x,y) = (17O7y -1)= f(l./?y/) < (z, y)? ($/7y/) §é A
ey =y oppure (z,y) = (2',y')).

Infine essendo % compatto e Y di Hausdorff possiamo dedurre che la funzione

indotta sul quoziente ()p( 7;) e’ anche chiusa e dunque ¢’ un omeomorfismo.



