ISTITUZIONI DI ALGEBRA E GEOMETRIA 2021

Prova scritta di Topologia (Appello del 04.02.2021.)

Nota. Per ”si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

9

Esercizio 1. (12 punti)
Si consideri su X = Z U {v/2} la famiglia

(1)
(2)
(3)

T ={AC X|V2¢ A oppure X — A ¢ finito}.
Si dica se 7 ¢’ una topologia.
Si dica se (X, 7) e’ di Hausdorff, connesso e compatto.

Si consideri Z con la topologia discreta e la funzione f : Z — X definita da
f(x)=xsex#0e f(0) =+/2. Sidicase f e’ continua e aperta.

Soluzione:

(1)

(3)

X contiene v/2 e il suo complementare e vuoto e quindi finito. () non contiene V2.
Unioni e intersezioni di sottoinsiemi di X che non contengono v/2, non contengono
ancora v/2. Unioni e intersezioni di sottoinsiemi di X con complementare finito
hanno ancora complementare finito.

X non €’ connesso in quanto per esempio {0} e X — {0} sono due aperti che
sconnettono X. X e’ di Hausdorff in quanto ogni p € Z puo’ essere separato da
v/2 usando gli aperti {p} e X — {p}. Dati due interi distinti p, ¢ € Z, li possiamo
separare usando gli aperti {p} e {¢}. Dato un ricoprimento {A;};c; esiste un
indice 4o tale che v/2 € A;,. Quindi A;, = X — {p1,...,pm} e devono esistere
indici 41, ..., %, tali che p1 € A;,...,pm € A;,,. Dunque A;,, ..., A;, estrarre un
sottoricoprimento finito. (X, 7) e compatto ed & la compattificazione di Alexandroff
di Z.

f € continua in quanto tutti i sottoinsiemi di Z sono aperti.

f non e’ aperta in quanto {0} & aperto ma f({0}) = {+/2} che non e’ aperto in X.

Esercizio 2. (9 punti)
Nell’insieme R;[X] dei polinomi in una variabile di grado minore o uguale a 1, a coefficenti
reali, si consideri I'insieme

V={p(X)=aX +becR[X]|0<a,b<2}

con la seguente distanza (non ¢ necessario dimostrare che e’ una distanza):
dati pl(X) =X + bl,pQ(X) =as X + by

(1)
(2)

d(p1(X),p2(X)) = [p1(0) — p2(0) + |p1(1) — p2(1) — p1(0) + p2(0)|.
Si dica se lo spazio metrico (V,d) e’ completo.

Dato W = {p(X) =aX + b € V|0 < a < 1}, trovare la frontiera di W in V.
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Soluzione:

(1) Se consideriamo R? con la metrica dy1, la funzione f : R[X] — R? con f(aX +b) =
(a,b) risulta essere un’isometria. Attraverso essa V risulta essere isometrico al
sottospazio di R? V = {(a,b) € R?|0 < a,b < 2}. Essendo Z compatto in (R?, d1)
possiamo dedurre che e’ completo. Quindi anche (V,d) e’ completo.

(2) Fr(W)={p(X)=aX +be Vl|a=1}.

Esercizio 3. (10 punti)
Si consideri I'insieme X = {(z,y) € R -1 <2 < 1,0 <y < 1}, con topologia T indotta
da quella euclidea. In X si consideri la relazione di equivalenza (z,y')p(x”,y") se e solo
se (x/7 y/) — (:x//7 y//) oppure y/ — y//.

(1) Si dica se (%, %) e’ connesso e di Hausdorff.

X T

2) Si costruisca un omeomorfismo tra (=,Z) e Y = [0, 1] con la topologia indotta da
p’p

quella euclidea su R.
Soluzione:

1) (X,7) & connesso quindilo ¢’ pure (X, 7). Siano (2, v'), (z”,vy") € X non equvalenti.
PP

Abbiamo vy’ # y” possiamo supporre 3’ > 3. Sia h = w esiano A = {(z,y) €

R2y < h}NX, B={(x,y) € R? y>h}N X. Si ha che A, B sono aperti saturi,
(',y') € B,(2",y") € Ae AN B = (). Abbiamo quindi separato i due punti con
aperti saturi, dunque (%, %) e’ di Hausdorff.

(2) La funzione f: X — Y definita da f(z,y) = y €’ continua, suriettiva e totalmente
compatibile. Infine essendo X compatto e Y di Hausdorff possiamo dedurre che la
funzione indotta sul quoziente (%, %) e’ anche chiusa e dunque e’ un omeomorfismo.
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Prova scritta di Topologia (Appello del 23.06.2021.)

)

Nota. Per 7si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Si considerino su Z, A = {x € Z|z > 0}, B = {z € Z|z < 0} e la famiglia

T={A,B,0,Z}.
(1) Si dica se 7 € una topologia.
(2) Si dica se (Z,7) e di Hausdorff, connesso e compatto.
(3) Si consideri N con la topologia indotta dalla topologia euclidea su R e la funzione
f:Z — Ncon f(x)=|z|. Sidicase f & continua e aperta.

Soluzione:

(1) 7 ha solo 4 aperti e tutte le loro unioni e intersezioni sono aperti quindi 7 ¢ una
topologia.

(2) (Z,7) non ¢ di Hausdorff perche’ per esempio 1,2 € Z, A ¢ 1,2 ¢ B quindi non
esistono due aperti disgiunti che li separino. (Z,7) non ¢ connesso poiche’ A ¢ sia
aperto che chiuso ed ¢ compatto avendo un numero finito di aperti.

(3) f non & continua poiche’ {0} ¢ un aperto di N ma f~1({0}) = {0} che non & un
aperto. f ¢ aperta poiche’ f(A), f(B), f(Z) sono aperti di N che ¢ dotato della
topologia discreta.

Esercizio 2. (7 punti)
Si consideri in R? con la topologia indotta dalla topologia euclidea I'insieme X = {(x,y) €
R2|y = tz,1 < t < 2} si descrivino la frontiera Fr(X) e I'interno Int(X).
Soluzione:
Fr(X) = {(z,4) € Rly = 2} U {(z, ) € Ry = 20},
Int(X) = {(z,y) € R?ly =tz,1 <t <2} — {(0,0)}.

Esercizio 3. (12 punti)
Si consideri su X = {(x,y) € R?,|z| < 1,]y| < 1} con la topologia 7 indotta dalla topologia
euclidea di R?, la relazione di equivalenza (z',%')R(z,y) se e solo se ' = x e ¢ = y oppure
Y=y, 2’ =1lex=—-1loppurey =y, 2’ =—-lex=1.

(1) Si dica se (%, %) ¢ di Hausdorff.

(2) Si costruisca un omeomorfismo tra (%, %) e un cilindro C = S x I dove S* ¢
una circonferenza e I € un intervallo chiuso.

Soluzione:

(1) (5, %) ¢ di Hausdorff. Infatti siano (2/,y’), (”,y") non equivalenti.

Se 3/ # y” possiamo supporre y' > y”. Sia h = w e siano A = {(z,y) €
R2y<y —h}NX, B={(r,y) €R%y >y —h}NX. Sihache A, B sono aperti
saturi, (2/,y') € B, (2”,y") € Ae ANB = (). Abbiamo quindi separato i due punti
con aperti saturi.

Se y = 3y’ devo avere " # —1,1 oppure ' # —1,1. Supponiamo z” # —1,1 e sia
k= min(|z" — 2|, |2" — 1|, |2" + 1|), h = £. Siano A = {(z,y) e R%, 2" ~h <z <
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2" +hNX, B={(z,y) €R%,z > 2"+ h,x < 2" —h}NX. Siha che 4, B sono
aperti saturi, (2',y') € B, (2",y") € Ae AN B = (). Abbiamo quindi separato i
due punti con aperti saturi.

Definiamo f : X — C = S' x I tale che f(z,y) = (cos(z7), sen(z7),y). Notiamo
che e totalmente compatibile poiche (cos(w), sen(w) = (—1,0) = (cos(—m), sen(—m)
ed & continua e suriettiva. Infine essendo X compatto e C' di Hausdorff possiamo
dedurre che la funzione indotta sul quoziente (%, %) € anche chiusa e dunque & un

omeomorfismo.
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Prova scritta di Topologia (Appello del 8.07.2021.)

Nota. Per ”si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Si consideri su X = R la famiglia

B={(1-a,1+a)la>0}.
(1) Si mostri che B e’ la base di una topologia 7.
(2) Si dica se (X, 7) e’ di Hausdorff, connesso e compatto.
(3) Siano A = {1}, C' = {0} e si trovino le loro chiusure.

Soluzione:

(1) X =Ug>0(1 —a,14a). Se A1, Ay € B anche A1 N Ay € B.

(2) X non e’ di Hausdorf poiche’ tutti gli aperti non vuoti contengono 1, quindi,
per esempio non esistono due aperti disgiunti uno contenente 1 e l'altro 2. X e’
connesso in quanto tutti gli aperti non vuoti si intersecano. X non e’ compatto in
quanto gli elementi di B formano un ricoprimento di X dal quale non e’ possibile
estrarre un sottoricoprimento finito.

(3) A = X in quanto 'unico chiuso che contiene 1 ¢ X stesso. (0,2) ¢ il piu’ grande
aperto che non contiene 0 quindi C = (—o0, 0] N [2, 00).

Esercizio 2. (7 punti)
Nell’insieme X = 7Z x Z con la distanza euclidea, si consideri 'insieme

V={(z,y) e X[0<z<4,0<y<2}
(1) Quante componenti connesse ha V'?
(2) Trovare la frontiera di V in X.

Soluzione:

(1) X = {(1,0),(2,0), (3,0, (1,1), (2, 1), (3, 1), (1,2), (2,2), (3,2)} ed & dotato di topolo-
gia discreta. Ha quindi 9 componenti connesse.
(2) Fr(V)=0.

Esercizio 3. (12 punti)
Si consideri I'insieme X = {(z,y) € R?||z| + |y| = 1}, con topologia 7 indotta da quella
euclidea. In X si consideri la relazione di equivalenza (2’ y")p(2”,y") se e solo se |2/| = |2”|
e y/ — y//.
(1) Si dica se (%, %) e’ connesso e di Hausdorff.
X T

(2) Si costruisca un omeomorfismo tra (-, 7) e ¥ = [0,1] con la topologia indotta da

quella euclidea su R.

Soluzione:
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(1) (X, 7) & connesso quindi lo e’ pure (%, %) Siano (2/,v'), (2”,4") € X non equvalenti.

Abbiamo |z/| # |2”| possiamo supporre || > [2"|. Sia h = W e siano
A={(r,y) R |z| <h}NX, B={(x,y) € R% |z| >h}NX. Sihache A, B
sono aperti saturi, (z',y') € B, (¢",y") € Ae ANB = (). Abbiamo quindi separato
i due punti con aperti saturi, dunque (%, %) e’ di Hausdorff.

(2) La funzione f : X — Y definita da f(z,y) = 4 + % e’ continua, suriettiva e
totalmente compatibile. Infine essendo X compatto e Y di Hausdorff possiamo
dedurre che la funzione indotta sul quoziente (%, %) e’ anche chiusa e dunque €’
un omeomorfismo.
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Prova scritta di Topologia. (Appello del 13/09/2021)

Nota. Per 7si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Si considerino su X = Z i sottoinsiemi
A={2n|n € Z}
B={2n+1neZ}
e la famiglia

r={A,B,0,X}.
(1) Si dimostri che 7 ¢’ una topologia e si confronti 7 con la topologia indotta dalla
topologia euclidea su R.
(2) Si dica se (X, 7) e’ di Hausdorff, connesso e compatto.

(3) Si consideri Z con la topologia discreta e la funzione f : Z — X definita da
f(z) =2z. Sidica se f € continua e aperta.

Soluzione:

(1) X, 0 sonoin 7. ANB =X, AUB = (. A, B sono aperti anche nella topologia
indotta dalla topologia euclidea quindi 7 €’ meno fine.

(2) X non e’ connesso in quanto AN B = X, AUB = (. X non e di Hausdorff
in quanto per esempio 2 e 4 non possono essere separati da due aperti disgiunti.

,T) € compatto poiche’ ha un numero finito di aperti.

X ’ tt iche’ h finito di ti

(3) f €’ continua in quanto tutti i sottoinsiemi di Z sono aperti.
f non e’ aperta in quanto {0} € 7 ma f({0}) = {0} che non e’ aperto in X.

Esercizio 2. (9 punti)
Nell’insieme R;[X] dei polinomi in una variabile di grado minore o uguale a 1, a coefficenti
reali, si consideri l'insieme
V={pX)=aX+becRiX]0<a,b<3}
con la seguente distanza (non ¢ necessario dimostrare che e’ una distanza):
dati pl(X) =a X + bl,pQ(X) =as X + by

d(p1(X), p2(X)) = maz(|p1(0) = p2(0)], [p1(1) — p2(1) = p1(0) + p2(0)]).
(1) Si dica se lo spazio metrico (V,d) e’ completo.
(2) Dato W = {p(X) =aX + b € V|0 < a < 2}, trovare la frontiera di W in V.

Soluzione:

(1) Se consideriamo R? con la metrica dze, la funzione f : R1[X] — R? con f(aX +
b) = (a,b) risulta essere un’isometria. Attraverso essa V risulta essere isometrico
al sottospazio di R? Z = {(a,b) € R?|0 < a,b < 3}. Essendo Z compatto in
(R2,dp~) possiamo dedurre che e’ completo. Quindi anche (V,d) e’ completo.

(2) Fr(W)={p(X)=aX +beVl|a=2}.
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Esercizio 3. (10 punti)
Si consideri I'insieme X = {(z,y) € R?| -1 <y < 1,0 < 2 < 1}, con topologia 7 indotta
da quella euclidea. In X si consideri la relazione di equivalenza (z/,y")p(z”,y") se e solo
se 2/ =12,

(1) Si dica se (%, %) ¢ connesso e di Hausdorff.

X 7

(2) Si costruisca un omeomorfismo tra ( ) e Y =[0,4] con la topologia indotta da

Ay
quella euclidea su R.
Soluzione:
(1) (X, 7) e connesso quindi lo e’ pure (%, 7). Siano (2',y'), (z”,y") € X non equvalenti.
Abbiamo 2’ # 2" possiamo supporre 2’ > z”. Sia h = ‘x”;m | ¢ siano A = {(z,y) €

RZx <h}NX, B={(z,y) €R% 2> h}NX. Sihache 4, B sono aperti saturi,
(«',y") € B,(2",y") € Ae AN B = (). Abbiamo quindi separato i due punti con
aperti saturi, dunque (%, %) e’ di Hausdorff.

(2) La funzione f : X — Y definita da f(z,y) = 4x €’ continua, suriettiva e totalmente
compatibile. Infine essendo X compatto e Y di Hausdorff possiamo dedurre che la

funzione indotta sul quoziente (%, %) e’ anche chiusa e dunque ¢’ un omeomorfismo.
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Prova scritta di Topologia del 21/10/2021.

Nota. Per 7si dica” si intende sempre ”si dica, giustificando la risposta,”.

Esercizio 1. (12 punti)
Si considerino su X = R2 i sottoinsiemi
Ay ={(z,y) € X|2® +1> <1}

e la famiglia

B ={A|r > 0}.
(1) Si mostri che B e’ la base di una topologia .
(2) Si dica se (X, 7) e’ di Hausdorff, connesso e compatto.
(3) Siano A = {(1,0)}, C = {(0,0)} e si trovino le loro chiusure.

Soluzione:

(1) X =Ug>0(1 —a,14a). Se UyW € B anche UNW € B.

(2) X non e’ di Hausdorf poiche’ tutti gli aperti non vuoti contengono (0,0), quindi,
per esempio non esistono due aperti disgiunti uno contenente (0, 1) e l'altro (0,0).
X e’ connesso in quanto tutti gli aperti non vuoti si intersecano. X non e’ compatto
in quanto gli elementi di B formano un ricoprimento di X dal quale non e’ possibile
estrarre un sottoricoprimento finito.

(z,y) €

{
{(z,y) €

(3) C = X in quanto I'unico chiuso che contiene (0,0) ¢ X stesso. U
X |22 +y? < 1} & il piu’ grande aperto che non contiene (0, 1) quindi A
X|z? +y* > 1}.

Esercizio 2. (7 punti)
Nell’insieme X = {(z,y) € R?|z € Z} con la distanza euclidea, si consideri I'insieme

V=A{(z,y) e X[0 <2,y <2}
(1) Quante componenti connesse ha V'?
(2) Trovare la frontiera di V in X.

Soluzione:

(1) Le componenti connesse sono 3: Vi = {(z,y) € V]x =0}, Vo = {(z,y) € V|z = 1},
Vs ={(z,y) € V|z =2}
(2) Fr(W) ={(0,0),(0,2),(1,0),(1,2),(2,0),(2,2)}.

Esercizio 3. (12 punti)
Si consideri l'insieme X = {(z,y) € R?||z| + |y| = 1}, con topologia 7 indotta da quella
euclidea. In X si consideri la relazione di equivalenza (2/,y")p(z”,y") se e solo se |¢| = |y”|.

(1) Si dica se (%, %) e’ connesso e di Hausdorff.

X 7

2) Si costruisca un omeomorfismo tra (<,Z) e Y = [0, 1] con la topologia indotta da
pp

quella euclidea su R.
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Soluzione:

(1) (X, 7) & connesso quindi lo e’ pure (%, 7). Siano (2',y/), (z”,y") € X non equvalenti.

. . . 4yl .

Abbiamo y' # 3" possiamo supporre 3y’ > 3. Sia h = w e siano A = {(x,y) €
RZy < h}NX, B={(xr,y) €R%y>h}NX. Sihache A, B sono aperti saturi,
(«',y') € B,(2",y") € Ae AN B = (). Abbiamo quindi separato i due punti con
aperti saturi, dunque (%, %) e’ di Hausdorff.

(2) La funzione f : X — Y definita da f(z,y) = |y| €’ continua, suriettiva e totalmente
compatibile. Infine essendo X compatto e Y di Hausdorff possiamo dedurre che la
funzione indotta sul quoziente (%, %) e’ anche chiusa e dunque e’ un omeomorfismo.



