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Esercizio (tratto dall’Esempio 9.8 del Mazzoldi 2)

Una parete larga l = 5 m e alta h = 3 m separa una massa d’acqua dall’ambiente.

1. Calcolare a quale forza è sottoposta la parete.

2. Determinare le condizioni da applicare affinché la parete rimanga ferma
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SOLUZIONE
Dati noti :
l = 5 m
h = 3 m

1. Le forze che agiscono sulla parete sono quelle dovute all’acqua (a sinistra della parete) e all’aria
(a destra della parete).

• Suddividiamo la parete in tanti elementini rettangolari infinitesimi di superficie dS = dx dz.
Su ciascuno di essi, la forza è data da dF = pdS = pdxdz
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profondità

• Forza esercitata dall’acqua sulla parete

F acqua =

∫∫
p(z) dS =

∫ l

0
dx

∫ h

0
dz p(z) (1)

Dalla legge di Stevino abbiamo che (se scegliamo l’asse z diretto verso il basso, con z = 0
corrispondente al pelo dell’acqua)

p(z) = p0 + ρgz (2)

dove p0 è la pressione atmosferica.
Pertanto

F acqua =

∫ h

0
dz

∫ l

0
dx (p0 + ρgz) =

=

∫ h

0
dz (p0 + ρgz)

∫ l

0
dx︸ ︷︷ ︸

=l

=

= l

∫ h

0
dz (p0 + ρgz) =

= l

(
p0 h+ ρg

h2

2

)
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ossia

F acqua = p0 lh+ ρgl
h2

2
(diretta verso destra) (3)

• Forza esercitata dall’aria sulla parete

F aria =

∫
p0 dS =

∫ h

0
dz

∫ l

0
dx p0 =

= p0

∫ h

0
dz

∫ l

0
dx︸ ︷︷ ︸

=area parete

=

= p0 lh (diretta verso sinistra) (4)

• La forza totale esercitata sulla diga è a somma (algebrica) delle due componenti

F tot = F acqua − F aria = ρg l
h2

2
(5)

Osservazioni:

(a) Lo stesso risultato si poteva ovviamente ottenere sommando le forze netta dF agenti
su ciascun elementino della parete

F tot =

∫
dF tot (6)

dove la forza netta dF tot(z) è data dalla differenza tra la forza dell’acqua e quella
dell’aria

dF tot = dF acqua − dF aria =

= (p0 + ρgz)dS︸ ︷︷ ︸
acqua

− p0dS︸ ︷︷ ︸
aria

= ρgz dS = ρgz dx dz (7)

e cresce linearmente con la profondità z a cui si trova l’elementino dS. Sostituendo
l’Eq.(7) nell’Eq.(6) e integrando si ottiene nuovamente la (5).

(b) la forza totale ottenuta [Eq.(5)] dipende in maniera quadratica dall’altezza h del volume
d’acqua.

• Sostituendo i dati, e ricordando che la densità dell’acqua è

ρ = 103
kg

m3
, (8)

si ottiene

F tot = 103
kg

m3/
· 9.81

m

s2
5m/ · 9m2/

2
=

= 221 · 103
kg m

s2︸ ︷︷ ︸
N

=

= 221 kN (9)
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<latexit sha1_base64="OP49sbxU9DosowhlM7ixdcC7mGk=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm2ARXJWkCrqz4MZlC/YCbSiT6Uk7djIJMxOhhj6BGxeK1KVv4Wu4822ctF1o9YeBj/8/hznn+DFnSjvOl5VbWV1b38hvFra2d3b3ivsHTRUlkmKDRjySbZ8o5ExgQzPNsR1LJKHPseWPrrO8dY9SsUjc6nGMXkgGggWMEm2s+kOvWHLKzkz2X3AXULr6mGZ6q/WKn91+RJMQhaacKNVxnVh7KZGaUY6TQjdRGBM6IgPsGBQkROWls0En9olx+nYQSfOEtmfuz46UhEqNQ99UhkQP1XKWmf9lnUQHl17KRJxoFHT+UZBwW0d2trXdZxKp5mMDhEpmZrXpkEhCtblNwRzBXV75LzQrZfesXKk7peo5zJWHIziGU3DhAqpwAzVoAAWER3iGF+vOerJerem8NGcteg7hl6z3bwcDkX8=</latexit>

h
�

z
<latexit sha1_base64="t+7Hn4r1fm0JM2jNFwssEmH7GNQ=">AAAB6nicbZDLSgMxFIbP1Futt1GXboJFcGOZqYJuxIIiLivaC7RDyaSZNjSTGZKMUIc+ghsXirj1CXwUd76JCxeml4W2/hD4+P9zyDnHjzlT2nE+rczc/MLiUnY5t7K6tr5hb25VVZRIQisk4pGs+1hRzgStaKY5rceS4tDntOb3zod57Y5KxSJxq/sx9ULcESxgBGtj3XQP7lt23ik4I6FZcCeQP/u+OL18732VW/ZHsx2RJKRCE46VarhOrL0US80Ip4NcM1E0xqSHO7RhUOCQKi8djTpAe8ZpoyCS5gmNRu7vjhSHSvVD31SGWHfVdDY0/8saiQ5OvJSJONFUkPFHQcKRjtBwb9RmkhLN+wYwkczMikgXS0y0uU7OHMGdXnkWqsWCe1goXjv50hGMlYUd2IV9cOEYSnAFZagAgQ48wBM8W9x6tF6s13Fpxpr0bMMfWW8/kUqRsA==</latexit>

2. Affinché la parete rimanga fissa occorre esercitare una forza F ext ed un momento M ext totali
esterni in modo che le condizioni di statica del corpo rigido siano soddisfatti, ossia

F ext + F tot = 0 (il C.M. della parete è fermo)

M ext
x +M tot

x = 0 (la parete non ruota attorno all’asse x)

(10)

⇓
F ext = −F tot

M ext
x = −M tot

x

(11)

dove F tot è stata determinata al punto precedente.

• Notiamo che, affinché la parete non si muova, non deve ruotare attorno ad alcun asse. In
particolare non deve ruotare attorno all’asse x. Scegliendo come polo O un punto del fon-
dale, le rotazioni attorno all’asse x sono descritte dalla componente Mx del momento totale
applicato alla parete.
(Si noti che non importa a quale posizione x si ponga il polo O perché il problema è invari-
ante lungo x e, siccome la forza netta è perpendicolare alla parete, fissato un qualunque
polo O lungo la lunghezza l, il braccio che determina la componente lungo x del momento
è comunque la distanza verticale da O e non quella orizzontale. Vedi in fondo per dettagli)

Anche qui dobbiamo valutare un integrale

M tot
x =

∫
dM tot

x (z) =

∫
(h− z)︸ ︷︷ ︸
braccio

dF tot (12)

Su ogni elementino dS la forza dF tot netta è data dall’Eq.(7), e dunque il momento dMx
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infinitesimo da integrare nell’Eq.(12) vale

dM tot
x = (h− z) dF tot = ρg z (h− z) dxdz (13)

Nota bene: A differenza della forza dF tot [Eq.(7)] che cresce linearmente al crescere della
profondità z, il momento dM tot non ha un andamento monotono con z: infatti per z pic-
coli (=vicino alla superficie) il braccio è grande ma la forza è piccola, mentre per z . h
(=vicino al fondo) il braccio è piccolo ma la forza è grande. Infatti il massimo valore del
momento dM(z) = (h− z) ρg z si ha a metà della diga, dove si ha un giusto compromesso
tra intensità della forza e braccio.

Inserendo l’Eq.(13) nell’ Eq.(12) otteniamo

M tot
x =

∫
dM tot

x =

=

∫ l

0
dx

∫ h

0
ρg z (h− z) =

= lρg

(∫ h

0
dz z (h− z)

)
=

= lρg

(
h
h2

2
− h3

3

)
=

= lρgh3
(

1

2
− 1

3

)
(14)

ossia

M tot
x = ρgl

h3

6
(15)

Nota bene: Il momento totale dipende in maniera cubica dall’altezza della diga.
Pertanto dalla seconda delle equazioni cardinali (11), il momento esterno da applicare è

M ext
x = −M tot

x (16)

• Il momento esterno è dato dal braccio b per la forza esterna F ext, dove il braccio va dal
polo al punto di applicazione della forza esterna

M ext
x = bF ext (17)

h

z = 0

z

O

profondità z
<latexit sha1_base64="OP49sbxU9DosowhlM7ixdcC7mGk=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm2ARXJWkCrqz4MZlC/YCbSiT6Uk7djIJMxOhhj6BGxeK1KVv4Wu4822ctF1o9YeBj/8/hznn+DFnSjvOl5VbWV1b38hvFra2d3b3ivsHTRUlkmKDRjySbZ8o5ExgQzPNsR1LJKHPseWPrrO8dY9SsUjc6nGMXkgGggWMEm2s+kOvWHLKzkz2X3AXULr6mGZ6q/WKn91+RJMQhaacKNVxnVh7KZGaUY6TQjdRGBM6IgPsGBQkROWls0En9olx+nYQSfOEtmfuz46UhEqNQ99UhkQP1XKWmf9lnUQHl17KRJxoFHT+UZBwW0d2trXdZxKp5mMDhEpmZrXpkEhCtblNwRzBXV75LzQrZfesXKk7peo5zJWHIziGU3DhAqpwAzVoAAWER3iGF+vOerJerem8NGcteg7hl6z3bwcDkX8=</latexit>

F ext
<latexit sha1_base64="me74mY79H2dAjJZtpuUIdpR6+lM=">AAAB7nicdZDLSgMxFIYzXut4q7p0EyyCqyFTtbYLsSiIywr2Au1YMmnahmZmQpIRy9CHcONCERdufBP3bsS3MdMqqOgPgZ/vP4ecc3zBmdIIvVtT0zOzc/OZBXtxaXllNbu2XlNRLAmtkohHsuFjRTkLaVUzzWlDSIoDn9O6PzhJ8/oVlYpF4YUeCuoFuBeyLiNYG1Q/vUzotR61sznk7CO3VChA5CDk7hVdY0qlooHQNSRV7ujFPhRPb3alnX1tdSISBzTUhGOlmi4S2kuw1IxwOrJbsaICkwHu0aaxIQ6o8pLxuCO4bUgHdiNpXqjhmH7vSHCg1DDwTWWAdV/9zlL4V9aMdbfoJSwUsaYhmXzUjTnUEUx3hx0mKdF8aAwmkplZIeljiYk2F7LNEb42hf+bWt5xd538OcqVj8FEGbAJtsAOcMEBKIMzUAFVQMAA3IA7cG8J69Z6sB4npVPWZ88G+CHr+QNPqJM3</latexit>

b
<latexit sha1_base64="WnOqsBzcY3YFpLaHTyrapaW37jg=">AAAB6HicdZDLSgMxFIYz9VbHW9Wlm2ARXA2ZqrVdiEU3LluwF2iHkkkzbWwmMyQZoZQ+gRsXirjVh3HvRnwbM62Civ4Q+Pn+c8g5x485UxqhdyszN7+wuJRdtldW19Y3cptbDRUlktA6iXgkWz5WlDNB65ppTluxpDj0OW36w/M0b15TqVgkLvUopl6I+4IFjGBtUM3v5vLIOUJuuViEyEHIPSy5xpTLJQOha0iq/OmLfRI/v9nVbu6104tIElKhCcdKtV0Ua2+MpWaE04ndSRSNMRniPm0bK3BIlTeeDjqBe4b0YBBJ84SGU/q9Y4xDpUahbypDrAfqd5bCv7J2ooOSN2YiTjQVZPZRkHCoI5huDXtMUqL5yBhMJDOzQjLAEhNtbmObI3xtCv83jYLjHjiFGspXzsBMWbADdsE+cMExqIALUAV1QAAFN+AO3FtX1q31YD3OSjPWZ882+CHr6QOPQpBw</latexit>

ossia

b =
M ext

x

F ext
x

= [dalle Eq.(11)] =
−M tot

x

−F tot
x

=
M tot

x

F tot
x

(18)
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Sostituendo le espressioni (5) e (15) trovate in precedenza abbiamo

b =
M tot

x

F tot
=
ρglh

3

6

ρg lh
2

2

=
h

3
(rispetto al polo O) (19)

Per evitare che la parete si muova, occorre applicare una forza esterna F ext = −F tot, ed
occorre applicarla ad un’altezza di h/3 dal fondale, in modo che anche il momento si annulli.

Osservazione
Il momento d ~M tot applicato da acqua+aria su un generico elementino è dato da

d ~M tot = ~r × d~F tot (20)

dove ~r è il vettore che va dal polo O al centro dell’elementino dS in esame. Osserviamo che la forza netta è
diretta lungo l’asse y (ortogonale alla parete), mentre il vettore ~r si può scomporre nelle componenti ûx e ûz

~r = xûx − (h− z)ûz

d~F tot = dF tot ûy

(21)

Pertanto

d ~M tot = ~r × d~F tot =

= (xûx − (h− z)ûz)× dF tot ûy =

= x dF tot ûx × ûy︸ ︷︷ ︸
=ûz

−(h− z)dF tot ûz × ûy︸ ︷︷ ︸
=−ûx

=

= x dF totûz + (h− z)dF totûx (22)

da cui si vede che la componente x del momento è

dM tot
x = (h− z)dF tot (23)

e dipende solo dalla componente verticale h− z del vettore ~r, come indicato nell’Eq.(12).

h

l

z = 0

z

x

O

profondità z
<latexit sha1_base64="OP49sbxU9DosowhlM7ixdcC7mGk=">AAAB6HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm2ARXJWkCrqz4MZlC/YCbSiT6Uk7djIJMxOhhj6BGxeK1KVv4Wu4822ctF1o9YeBj/8/hznn+DFnSjvOl5VbWV1b38hvFra2d3b3ivsHTRUlkmKDRjySbZ8o5ExgQzPNsR1LJKHPseWPrrO8dY9SsUjc6nGMXkgGggWMEm2s+kOvWHLKzkz2X3AXULr6mGZ6q/WKn91+RJMQhaacKNVxnVh7KZGaUY6TQjdRGBM6IgPsGBQkROWls0En9olx+nYQSfOEtmfuz46UhEqNQ99UhkQP1XKWmf9lnUQHl17KRJxoFHT+UZBwW0d2trXdZxKp5mMDhEpmZrXpkEhCtblNwRzBXV75LzQrZfesXKk7peo5zJWHIziGU3DhAqpwAzVoAAWER3iGF+vOerJerem8NGcteg7hl6z3bwcDkX8=</latexit>

h
�

z
<latexit sha1_base64="t+7Hn4r1fm0JM2jNFwssEmH7GNQ=">AAAB6nicbZDLSgMxFIbP1Futt1GXboJFcGOZqYJuxIIiLivaC7RDyaSZNjSTGZKMUIc+ghsXirj1CXwUd76JCxeml4W2/hD4+P9zyDnHjzlT2nE+rczc/MLiUnY5t7K6tr5hb25VVZRIQisk4pGs+1hRzgStaKY5rceS4tDntOb3zod57Y5KxSJxq/sx9ULcESxgBGtj3XQP7lt23ik4I6FZcCeQP/u+OL18732VW/ZHsx2RJKRCE46VarhOrL0US80Ip4NcM1E0xqSHO7RhUOCQKi8djTpAe8ZpoyCS5gmNRu7vjhSHSvVD31SGWHfVdDY0/8saiQ5OvJSJONFUkPFHQcKRjtBwb9RmkhLN+wYwkczMikgXS0y0uU7OHMGdXnkWqsWCe1goXjv50hGMlYUd2IV9cOEYSnAFZagAgQ48wBM8W9x6tF6s13Fpxpr0bMMfWW8/kUqRsA==</latexit>

y
<latexit sha1_base64="UDyQ6SZzYUeW4ePbXAmHjOb+KVU=">AAAB6HicbVDLSsNAFL2prxofrbp0M1gE3ZSkCrqzIILLFuwD2lAm00k7djIJMxMhhH6BGxeKuPU3/At3foJ/4fSx0NYDFw7n3Mu99/gxZ0o7zpeVW1ldW9/Ib9pb2zu7heLeflNFiSS0QSIeybaPFeVM0IZmmtN2LCkOfU5b/uh64rceqFQsEnc6jakX4oFgASNYG6me9oolp+xMgZaJOyelauH76tT+uKn1ip/dfkSSkApNOFaq4zqx9jIsNSOcju1uomiMyQgPaMdQgUOqvGx66BgdG6WPgkiaEhpN1d8TGQ6VSkPfdIZYD9WiNxH/8zqJDi69jIk40VSQ2aIg4UhHaPI16jNJieapIZhIZm5FZIglJtpkY5sQ3MWXl0mzUnbPypW6SeMcZsjDIRzBCbhwAVW4hRo0gACFR3iGF+veerJerbdZa86azxzAH1jvP3kwj5k=</latexit>

d~F tot
<latexit sha1_base64="wO2bQsMA6H9bou2trIeFInZ1nFA=">AAAB9XicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqSRVbD0pCOKxgrWFdpVsNtXQ7AfJbKUs+z9U8KCIV8/+DW/+G7NWQUUfDDzem2FmnhcraYCQN6cwMTk1PVOcLc3NLywulZdXTk2UaC5aPFKR7njMCCVD0QIJSnRiLVjgKdH2Bge53x4KbWQUnsAoFm7ALkLZl5yBlc783lDw9DA7SyGC7LxcIVVCCKUU54TWd4glu7uNGm1gmlsWlb2Xmxy3zfPya8+PeBKIELhixnQpicFNmQbJlchKvcSImPEBuxBdS0MWCOOmH1dneMMqPu5H2lYI+EP9PpGywJhR4NnOgMGl+e3l4l9eN4F+w01lGCcgQj5e1E8UhgjnEWBfasFBjSxhXEt7K+aXTDMONqiSDeHrU/w/Oa1V6Va1dkwq+9tojCJaQ+toE1FUR/voCDVRC3Gk0TW6Rw/OlXPnPDpP49aC8zmzin7AeX4Hlf6Xpg==</latexit>

~r
<latexit sha1_base64="2Gqx/lLiKNL24GPH+aQXKyBF6Nk=">AAAB73icdZDLSgMxFIbPeK31VnXpJlgEVyWpYtuVBTcuK9gLtEPJpGkbmrmYZApl6Eu4ES+IWx/B13Dn25hpFVT0h8DH/59DzjleJIU2GL87C4tLyyurmbXs+sbm1nZuZ7ehw1gxXmehDFXLo5pLEfC6EUbyVqQ49T3Jm97oPM2bY660CIMrM4m469NBIPqCUWOtVmfMWaKmqJvL4wLGmBCCUiClU2yhUikXSRmRNLLKn73epbqvdXNvnV7IYp8HhkmqdZvgyLgJVUYwyafZTqx5RNmIDnjbYkB9rt1kNu8UHVqnh/qhsi8waOZ+70ior/XE92ylT81Q/85S86+sHZt+2U1EEMWGB2z+UT+WyIQoXR71hOLMyIkFypSwsyI2pIoyY0+UtUf42hT9D41igRwXipc4Xz2BuTKwDwdwBARKUIULqEEdGEi4gQd4dK6dW+fJeZ6XLjifPXvwQ87LB2vxlKU=</latexit>

ûx
<latexit sha1_base64="ScJSBA1SnuL4QJt2ta5WWXjxXa4=">AAAB8HicbVDLSgNBEOw1PmJ8RcWTl8UgeAq78aDHgBePEcxDkhBmJ73JkJnZZWZWDEu+wosHRbz6F/6CB8GTn6KTx0ETCxqKqm66u4KYM20879NZyiyvrK5l13Mbm1vbO/ndvZqOEkWxSiMeqUZANHImsWqY4diIFRIRcKwHg4uxX79FpVkkr80wxrYgPclCRomx0k2rT0yajDp3nXzBK3oTuIvEn5FCOfPx/XbwhZVO/r3VjWgiUBrKidZN34tNOyXKMMpxlGslGmNCB6SHTUslEajb6eTgkXtsla4bRsqWNO5E/T2REqH1UAS2UxDT1/PeWPzPayYmPG+nTMaJQUmni8KEuyZyx9+7XaaQGj60hFDF7K0u7RNFqLEZ5WwI/vzLi6RWKvqnxdKVTcODKbJwCEdwAj6cQRkuoQJVoCDgHh7hyVHOg/PsvExbl5zZzD78gfP6A+DFlNE=</latexit>

ûy
<latexit sha1_base64="qgLwWPBQGpt8qL65Ow2UWTaPWPo=">AAAB8HicbVA9SwNBEN3zM8avGLGyWQyCVbiLiJYBG8sI5kOSI+xt9pIlu3vH7pxwHGmt7GxSKJLWn2Pnv3HzUWjig4HHezPMzAtiwQ247reztr6xubWd28nv7u0fHBaOig0TJZqyOo1EpFsBMUxwxerAQbBWrBmRgWDNYHg79ZtPTBseqQdIY+ZL0lc85JSAlR47AwJZMuqm3ULJLbsz4FXiLUipWpw8j69OXmrdwlenF9FEMgVUEGPanhuDnxENnAo2yncSw2JCh6TP2pYqIpnxs9nBI3xulR4OI21LAZ6pvycyIo1JZWA7JYGBWfam4n9eO4Hwxs+4ihNgis4XhYnAEOHp97jHNaMgUksI1dzeiumAaELBZpS3IXjLL6+SRqXsXZYr9zYNF82RQ6foDF0gD12jKrpDNVRHFEn0it7Qu6OdsfPhTOata85i5hj9gfP5AyW7k4c=</latexit>

ûz
<latexit sha1_base64="ml+xKPukqpz56sVkdEjA6G7DIds=">AAAB8HicbVDLSgNBEOw1PmJ8RcWTl8UgeAq78aDHgBePEcxDkhBmJ73JkJnZZWZWiEu+wosHRbz6F/6CB8GTn6KTx0ETCxqKqm66u4KYM20879NZyiyvrK5l13Mbm1vbO/ndvZqOEkWxSiMeqUZANHImsWqY4diIFRIRcKwHg4uxX79FpVkkr80wxrYgPclCRomx0k2rT0yajDp3nXzBK3oTuIvEn5FCOfPx/XbwhZVO/r3VjWgiUBrKidZN34tNOyXKMMpxlGslGmNCB6SHTUslEajb6eTgkXtsla4bRsqWNO5E/T2REqH1UAS2UxDT1/PeWPzPayYmPG+nTMaJQUmni8KEuyZyx9+7XaaQGj60hFDF7K0u7RNFqLEZ5WwI/vzLi6RWKvqnxdKVTcODKbJwCEdwAj6cQRkuoQJVoCDgHh7hyVHOg/PsvExbl5zZzD78gfP6A+PNlNM=</latexit>
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