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Esercizio
Una sferetta di massa m viene lanciata dal punto A di una guida semicircolare liscia di raggio l e va
a colpire un’asta omogenea di lunghezza l e massa M = 2m appesa senza attriti nel centro O della
guida. Ricavare l’espressione della velocità vA con cui dev’essere lanciata la sferetta affinché l’asta,
per effetto dell’urto elastico, si porti, fermandosi, in posizione verticale simmetrica rispetto a quella
di partenza
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SOLUZIONE

1. Moto della pallina prima dell’urto
Consideriamo anzitutto il tratto di moto della pallina dal punto iniziale A al punto B in fondo
alla guida. Sulla pallina agiscono le seguenti forze:

-forza peso → conservativa

-reazione vincolare della guida → non entra nel bilancio energetico perché non compie lavoro.
Infatti, istante per istante, ~N è diretta radialmente mentre lo spostamento d~s della pallina è
tangente alla guida, quindi il prodotto scalare è nullo ( ~N · d~s = 0 perché ~N ⊥ d~s));

Pertanto l’energia meccanica si conserva e possiamo scrivere

EA
m = EB

m

⇓
1

2
mv2A +mgl =

1

2
mv2B + 0 (1)

da cui

vB =
√
v2A + 2gl (2)

2. Urto

• Il sistema pallina+asta è isolato?

No, perché su di esso agiscono 3 forze esterne: peso, reazione vincolare della guida, reazione
vincolare del perno a cui è fissata l’asta. Pertanto

d~P

dt
=
∑
j

~F ext 6= 0 (3)

e quindi la quantità di moto totale ~P NON si conserva nel tempo, ossia varia.

• Le forze esterne sono impulsive?
-La forza peso non è impulsiva;
-La reazione vincolare della guida è un’incognita. Sapendo che la pallina rimbalza indietro
con una velocità v′ possiamo dedurre che è discontinua nel tempo, ma non impulsiva. E co-
munque, all’istante dell’urto, è diretta verticalmente, per cui non incide sulla conservazione
della quantità di moto lungo x;
-La reazione vincolare del perno è incognita e molto probabilmente è impulsiva con una
componente lungo x.

Pertanto non possiamo escludere che le forze esterne siano impulsive (anzi, abbiamo il forte
sospetto che la reazione vincolare del perno lo sia). Non possiamo esprimerci sulla conser-
vazione della quantità di moto totale ~P del sistema pallina+asta attraverso l’urto.
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• Guardiamo al momento angolare totale del sistema
Il momento angolare totale varia secondo la legge

d~L

dt
=
∑
j

~M ext 6= 0 (4)

Osserviamo che, se scegliamo come polo il perno O, il momento ~Mperno della reazione
vincolare del perno stesso è nullo (sempre, ad ogni instante). Inoltre, all’istante tu dell’urto,
sia la forza peso che la reazione vincolare ~N della guida sono dirette verticalmente (ossia
antiparallele al vettore che va da O a B), e dunque il loro momento è nullo ( ~MN = ~Mpeso =
0). Quindi abbiamo

d~L

dt
(tu) = 0 ~L(tu − ε)︸ ︷︷ ︸

immediatamente

prima

= ~L(tu + ε)︸ ︷︷ ︸
immediatamente

dopo

(5)

Pertanto il momento angolare (rispetto al polo O) si conserva attraverso l’urto. Guardando
la figura possiamo determinare le espressioni dei due momenti angolari totali immediata-
mente prima e immediatamente dopo l’urto.

~Lprima = ~Lpallina
prima + ~Lasta

prima =

= ~rB ×m~vB + 0

[per calcolare il momento angolare trasporto prima i due

vettori in modo che abbiano la coda nello stesso punto]

= |~rB|m|~vB| sin(π/2)k̂ =

= lmvB k̂ (6)

dove
k̂ = versore entrante (7)
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Analogamente

~Ldopo = ~Lpallina
dopo + ~Lasta

dopo =

= ~rB ×m~v ′ + IO ωB k̂

[per calcolare il momento angolare trasporto prima i due

vettori in modo che abbiano la coda nello stesso punto]

= −|~rB|m|~v ′| sin(π/2)k̂ + IO ωB k̂ =

= −lmv ′k̂ + IO ωB k̂ (8)
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dove IO è il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse passante per il suo estremo O e
perpendicolare al foglio.

IO =
Ml2

3
(9)

Uguagliando le Eq.(6) e (8) si ottiene

~Lprima = ~Ldopo

⇓
lmvB k̂ =

(
−lmv′ + IO ωB

)
k̂

lmvB = −lmv′ + IO ωB

da cui

v′ =
IOωB

ml
− vB (10)

• Sfruttiamo ora il fatto che l’urto è elastico
Pertanto l’energia si conserva attraverso l’urto

Eprima = Edopo

1

2
mv2B =

1

2
mv′

2
+

1

2
IOω

2
B (11)

ossia, semplificando per m/2

v2B = v′
2

+
IO
m
ω2
B (12)

Abbiamo pertanto un sistema di due equazioni (10) e (12) per le due variabili v′ e ωB, che
possiamo risolvere sostituendo la (10) nella (12)

v2B = v′
2

+
IO
m
ω2
B

⇓

v2B =

(
IOωB

ml
− vB

)2

+
IO
m
ω2
B

⇓

v2B =
I2Oω

2
B

m2l2
+ v2B −

2IOωB vB
ml

+
IO
m
ω2
B

⇓

0 =
I2Oω

2
B

m2l2
− 2IOωB vB

ml
+
IO
m
ω2
B

⇓ [raccolgo IOωB/m]

0 =
IOωB

m

(
IOωB

ml2
− 2 vB

l
+ ωB

)
⇓ (13)

2 vB
l

=

(
IO
ml2

+ 1

)
ωB

(14)

Pertanto

ωB =
2 vB

l
(

IO
ml2

+ 1
) (15)
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Ricordando l’Eq.(9) e che M = 2m si ha

IO
ml2

+ 1 =
Ml2

3

ml2
+ 1 =

2m
3

m
+ 1 =

5

3
(16)

la velocità angolare (15) diventa

ωB =
2 vB

l 53
=

6

5

vB
l

(17)

• D’altra parte sappiamo che vB è legato alla velocità iniziale vA di lancio della pallina tramite

vB =
√
v2A + 2gl [vedi Eq.(2)] e dunque possiamo anche scrivere

ωB =
6

5

√
v2A + 2gl

l
(18)

3. Moto dopo l’urto
Dopo l’urto l’asta ruota soggetta alle seguenti forze:

-forza peso → conservativa;

-reazione vincolare del perno → non fa lavoro (il perno è fisso) e dunque non entra nel bilancio
energetico.

<latexit sha1_base64="nWwFofU58f/o0tULfi1Y4v69JVA=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmhdl77JcqVdK1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJXLjM4=</latexit>

A

<latexit sha1_base64="wuJ5mgB5ybuupaDy4SaaCaW3n/g=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKUI9BL95MwDwgWcLspDcZMzu7zMwKIeQLvHhQxKuf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGtzO/9YRK81g+mHGCfkQHkoecUWOl+n2vWHLL7hxklXgZKUGGWq/41e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6KYaE8pGdIAdSyWNUPuT+aFTcmaVPgljZUsaMld/T0xopPU4CmxnRM1QL3sz8T+vk5rw2p9wmaQGJVssClNBTExmX5M+V8iMGFtCmeL2VsKGVFFmbDYFG4K3/PIqaV6UvctypV4pVW+yOPJwAqdwDh5cQRXuoAYNYIDwDK/w5jw6L86787FozTnZzDH8gfP5A6sDjNw=</latexit>

O
<latexit sha1_base64="HGdxpc+PyVkIU6vlhaS+kZHZfuk=">AAAB9HicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8ld1atMeCF48V7Ae0S8mm2TY0m12TbKEs+zu8eFDEqz/Gm//GtN2Dtj4YeLw3w8w8PxZcG8f5RhubW9s7u4W94v7B4dFx6eS0raNEUdaikYhU1yeaCS5Zy3AjWDdWjIS+YB1/cjf3O1OmNI/ko5nFzAvJSPKAU2Ks5PUDRWh6naXVDItBqexUnAXwOnFzUoYczUHpqz+MaBIyaaggWvdcJzZeSpThVLCs2E80iwmdkBHrWSpJyLSXLo7O8KVVhjiIlC1p8EL9PZGSUOtZ6NvOkJixXvXm4n9eLzFB3Uu5jBPDJF0uChKBTYTnCeAhV4waMbOEUMXtrZiOic3B2JyKNgR39eV10q5W3JtK7aFWbtTzOApwDhdwBS7cQgPuoQktoPAEz/AKb2iKXtA7+li2bqB85gz+AH3+AGMnkdQ=</latexit>

3

2
l

<latexit sha1_base64="nHV6ZkUj2uHQz28RjqNxNOP9tOc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY8ELx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSo9YvltyyuwBZJ15GSpCh3i9+9QYxSyOUhgmqdddzE+NPqTKcCZwVeqnGhLIxHWLXUkkj1P50ceiMXFhlQMJY2ZKGLNTfE1MaaT2JAtsZUTPSq95c/M/rpia89adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWldl77pcaVRK1VoWRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJdPjM8=</latexit>

B

<latexit sha1_base64="u+SRmaOPJn4TnZQbXIblTD2iIcc=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lK0R4LXjxWsB+QhrLZbtqlm92wOxFKyM/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzwkRwA6777ZS2tnd298r7lYPDo+OT6ulZz6hUU9alSig9CIlhgkvWBQ6CDRLNSBwK1g9ndwu//8S04Uo+wjxhQUwmkkecErCSP4w0oZnIs0Y+qtbcursE3iReQWqoQGdU/RqOFU1jJoEKYozvuQkEGdHAqWB5ZZgalhA6IxPmWypJzEyQLU/O8ZVVxjhS2pYEvFR/T2QkNmYeh7YzJjA1695C/M/zU4haQcZlkgKTdLUoSgUGhRf/4zHXjIKYW0Ko5vZWTKfEpgA2pYoNwVt/eZP0GnXvpt58aNbarSKOMrpAl+gaeegWtdE96qAuokihZ/SK3hxwXpx352PVWnKKmXP0B87nD5OEkW0=</latexit>

l

2

<latexit sha1_base64="xb41e4TjGgt0RXNCKj0RKqt9KKA=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY9ELh4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj2txvP6HSPJYPZpKgH9Gh5CFn1FipUesXS27ZXYCsEy8jJchQ7xe/eoOYpRFKwwTVuuu5ifGnVBnOBM4KvVRjQtmYDrFrqaQRan+6OHRGLqwyIGGsbElDFurviSmNtJ5Ege2MqBnpVW8u/ud1UxPe+lMuk9SgZMtFYSqIicn8azLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMzaZgQ/BWX14nrauyd12uNCql6l0WRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJjTjNA=</latexit>

C

Pertanto l’energia meccanica dell’asta si conserva

EB
m = EC

m

⇓
1

2
IOω

2
B +Mg

l

2
= 0 +Mg

3l

2
(19)

⇓
1

2
IOω

2
B = Mgl

⇓ [uso IO = Ml2

3 = 2ml2

3 e M = 2m]

1

2

2ml2

3
ω2
B = 2mgl

⇓ [semplifico per ml ]

l

3
ω2
B = 2g (20)
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6

Pertanto

ω2
B =

6g

l
(21)

Sostituendo la (18) nella (21) otteniamo6

5

√
v2A + 2gl

l

2

=
6g

l

⇓
36

25

v2A + 2gl

l2
=

6g

l
⇓

v2A + 2gl =
25

36
· 6gl

⇓

v2A = (
25

6
− 2) gl (22)

da cui

vA =

√
13

6
gl (23)
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