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Esercizio (tratto dal Problema 6.42 del Mazzoldi-Nigro-Voci)
Un’asta rigida è incernierata ad un asse verticale attorno al quale può ruotare. Una particella, di
massa m = 0.1 Kg e velocità v1 = 50 m/s ortogonale all’asta, colpisce l’asta e rimbalza nella stessa
direzione da cui è arrivata, con velocità v2 = 10 m/s e verso opposto. La massa dell’asta è M = 1 Kg,
e le distanze sono indicate in figura, dove l = 1 m. Il moto della particella e dell’asta avviene in un
piano orizzontale.

1. Calcolare l’impulso subito dall’asse nell’urto

Alla rotazione dell’asta si oppone un momento M = −κθ, dove θ è l’angolo di rotazione rispetto alla
posizione di equilibrio in cui si trova l’asta all’istante dell’urto. Il periodo delle oscillazioni di torsione
dell’asta vale T = 13.14 s.

2. Calcolare l’angolo massimo raggiunto dall’asta dopo l’urto
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SOLUZIONE

1. Consideriamo anzitutto la fase dell’urto

• Anzitutto mi chiedo se il sistema di punti materiali ’asta+particella’ sia isolato. La risposta
è NO, dato che l’asta è incernierata all’asse verticale e quest’ultimo, nell’urto, esercita una
forza sull’asta. Pertanto, a priori, non ho garanzia che si conservino la quantità di moto ~P
e il momento angolare ~L del disco.

• Mi chiedo allora se la quantità di moto si conservi almeno attraverso l’urto (=se non subisca
salti bruschi nell’urto). La forza esterna del perno dell’asse è però una forza impulsiva:
anche se ci è ignota, sappiamo che si esercita per un brevissimo intervallo temporale (l’urto)
ed è intensa. Pertanto la quantità di moto ~P del disco subisce un salto nel tempo e NON
si conserva nemmeno attraverso l’urto;

• Mi chiedo allora se il momento angolare si conservi attraverso l’urto. Scelgo come polo
il punto in cui è incernierata l’asta. Dal testo sappiamo che il perno dell’asse applica un
momento esterno M = −kθ che in generale è diverso da zero, dunque ~L NON si conserva
nel tempo:

d~L

dt
= ~M e = −κθ ûz 6= 0 ⇒ ~L non è costante nel tempo

Tuttavia, all’istante dell’urto, l’angolo di rotazione dell’asta vale θ = 0, e dunque tale
momento è nullo all’urto. Ciò significa che il momento angolare ~L si conserva attraverso
l’urto:

~Lprima = ~Ldopo ⇒ ~L si conserva attraverso l’urto (1)

• Osservo anche che, dato che il moto avviene lungo il piano, il momento angolare ~L è diretto
lungo z. Inoltre il momento angolare totale rispetto al perno dell’asse (sia prima che dopo
l’urto) è dato da

~L = ~Lpunto + ~Lasta (2)

Applicando la (1) abbiamo

~Lprima = ~Ldopo

⇓

mv1
l

2
ûz︸ ︷︷ ︸

punto

+ 0︸︷︷︸
asta (no rotaz.

prima)

= −mv2
l

2
ûz︸ ︷︷ ︸

punto

+ Iωa ûz︸ ︷︷ ︸
rotaz.

dopo

(3)

dove:

(a) ωa è la velocità angolare dell’asta attorno al perno immediatamente dopo l’urto;

(b) I è il momento d’inerzia dell’asta rispetto all’asse verticale passante per il perno. Esso
è legato al momento d’inerzia rispetto al centro dell’asta tramite il teorema di Huygens-
Steiner

I =
1

12
M(3l)2︸ ︷︷ ︸

I rispetto al centro

+M

(
l

2

)2

= Ml2 (4)

Sostituendo la (4) nell’Eq.(3) abbiamo

ωa =
v1 + v2

2l

m

M
(5)
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Sostituendo i valori

ωa =
50m/

s + 10m/
s

2 · 1 m/

0.1 Kg/

1 Kg/
=

= 3 s−1 (6)

• L’impulso subito dall’asse è dato da

∆P = Pdopo − Pprima (7)

dove tutte queste quantità di moto sono dirette lungo la direzione di incidenza del punto
materiale. Esplicitamente

∆P = P puntodopo + P astadopo −
(
P puntoprima + P astadopo

)
=

= −mv2 +MvCM − (mv1 + 0) =

[osservo che il C.M. si trova a distanza l/2 dal perno]

= −mv2 +Mωa
l

2
−mv1 =

= −m(v1 + v2) +Mωa
l

2
= [uso (5)]

= −m(v1 + v2) +M/ · v1 + v2

2l

m

M/

l

2
(8)

ossia

∆P = −3

4
m(v1 + v2) (9)

Sostituendo i valori

∆P = −3

4
0.1 Kg · (50

m

s
+ 10

m

s
) =

= −4.5 Kg ms−1 (10)

2. Consideriamo ora il moto rotatorio dell’asta dopo l’urto. Esso è governato dall’equazione

d~L

dt
= −κθ ûz︸ ︷︷ ︸

= ~Me

[~L = Iωûz]

⇓

I
dω

dt
= −κ θ (11)

ossia
d2θ

dt2
= −κ

I
θ (12)

con

condizioni iniziali


posizione angolare iniziale θ(t = 0) = 0;

velocità angolare iniziale è ω(t = 0) = ωa

(13)

Per determinare l’angolo massimo possiamo procedere in due modi:
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<latexit sha1_base64="3diJTDuIHkInzfPer9vjy4EbnRw=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxltcb1FLm8EgWIXdNNqIARvLBMwFkhBmJ2eTMbOzy8ysEJaAvY2FIra+hO9h59s4uRSa+MPAx/+fw5xzgkRwbTzv28mtrW9sbuW33Z3dvf2DwuFRQ8epYlhnsYhVK6AaBZdYN9wIbCUKaRQIbAajm2nefECleSzvzDjBbkQHkoecUWOtmugVil7Jm4msgr+A4vWne/UIANVe4avTj1kaoTRMUK3bvpeYbkaV4UzgxO2kGhPKRnSAbYuSRqi72WzQCTmzTp+EsbJPGjJzf3dkNNJ6HAW2MqJmqJezqflf1k5NeNnNuExSg5LNPwpTQUxMpluTPlfIjBhboExxOythQ6ooM/Y2rj2Cv7zyKjTKJd8r+TWvWCnDXHk4gVM4Bx8uoAK3UIU6MEB4ghd4de6dZ+fNeZ+X5pxFzzH8kfPxAyeQjpk=</latexit><latexit sha1_base64="3kHVhH8PRv1/VmhfHOxPFy+fvRo=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPeo3rLWppMxgEq7CbRhsxYGOZgLlAsoTZydlkzOzsMjMrhJAnsLFQxFYfwvewEd/GyaXQxB8GPv7/HOacE6aCa+N5387K6tr6xmZuy93e2d3bzx8c1nWSKYY1lohENUOqUXCJNcONwGaqkMahwEY4uJ7kjXtUmify1gxTDGLakzzijBprVUUnX/CK3lRkGfw5FK4+3Mv0/cutdPKf7W7CshilYYJq3fK91AQjqgxnAsduO9OYUjagPWxZlDRGHYymg47JqXW6JEqUfdKQqfu7Y0RjrYdxaCtjavp6MZuY/2WtzEQXwYjLNDMo2eyjKBPEJGSyNelyhcyIoQXKFLezEtanijJjb+PaI/iLKy9DvVT0vaJf9QrlEsyUg2M4gTPw4RzKcAMVqAEDhAd4gmfnznl0XpzXWemKM+85gj9y3n4AGR+QDQ==</latexit><latexit sha1_base64="3kHVhH8PRv1/VmhfHOxPFy+fvRo=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPeo3rLWppMxgEq7CbRhsxYGOZgLlAsoTZydlkzOzsMjMrhJAnsLFQxFYfwvewEd/GyaXQxB8GPv7/HOacE6aCa+N5387K6tr6xmZuy93e2d3bzx8c1nWSKYY1lohENUOqUXCJNcONwGaqkMahwEY4uJ7kjXtUmify1gxTDGLakzzijBprVUUnX/CK3lRkGfw5FK4+3Mv0/cutdPKf7W7CshilYYJq3fK91AQjqgxnAsduO9OYUjagPWxZlDRGHYymg47JqXW6JEqUfdKQqfu7Y0RjrYdxaCtjavp6MZuY/2WtzEQXwYjLNDMo2eyjKBPEJGSyNelyhcyIoQXKFLezEtanijJjb+PaI/iLKy9DvVT0vaJf9QrlEsyUg2M4gTPw4RzKcAMVqAEDhAd4gmfnznl0XpzXWemKM+85gj9y3n4AGR+QDQ==</latexit> ✓max

<latexit sha1_base64="VQrL4Ef+tIHpn6amZbyTu88hIPg=">AAAB83icbVDLSgNBEOz1EWN8RT16WQyCp7Cbix4DXjwmYB6QXcLsZDYZMjO7zPSKYclvePGgiFf/wW/wJv6Mk8dBEwsaiqpuuruiVHCDnvflbGxubRd2irulvf2Dw6Py8UnbJJmmrEUTkehuRAwTXLEWchSsm2pGZCRYJxrfzPzOPdOGJ+oOJykLJRkqHnNK0EpBgCOGpJ9L8jDtlyte1ZvDXSf+klTqheb3BwA0+uXPYJDQTDKFVBBjer6XYpgTjZwKNi0FmWEpoWMyZD1LFZHMhPn85ql7YZWBGyfalkJ3rv6eyIk0ZiIj2ykJjsyqNxP/83oZxtdhzlWaIVN0sSjOhIuJOwvAHXDNKIqJJYRqbm916YhoQtHGVLIh+Ksvr5N2rep7Vb9p06jBAkU4g3O4BB+uoA630IAWUEjhEZ7hxcmcJ+fVeVu0bjjLmVP4A+f9B3y4lB8=</latexit><latexit sha1_base64="tYeHN8YYwwBoFJx39Xv0ghIn+KY=">AAAB83icbVA9SwNBEN2LGmP8ilraLAbBKtyl0TJgY5mA+YDcEfY2e8mS3b1jd04MR36ETRoLRQQr/4ilnfhn3HwUmvhg4PHeDDPzwkRwA6775eQ2Nrfy24Wd4u7e/sFh6ei4ZeJUU9aksYh1JySGCa5YEzgI1kk0IzIUrB2Ormd++45pw2N1C+OEBZIMFI84JWAl34chA9LLJLmf9Eplt+LOgdeJtyTlWr7x/TF9eKv3Sp9+P6apZAqoIMZ0PTeBICMaOBVsUvRTwxJCR2TAupYqIpkJsvnNE3xulT6OYm1LAZ6rvycyIo0Zy9B2SgJDs+rNxP+8bgrRVZBxlaTAFF0silKBIcazAHCfa0ZBjC0hVHN7K6ZDogkFG1PRhuCtvrxOWtWK51a8hk2jihYooFN0hi6Qhy5RDd2gOmoiihI0RU/o2UmdR+fFeV205pzlzAn6A+f9B/Nplfc=</latexit><latexit sha1_base64="tYeHN8YYwwBoFJx39Xv0ghIn+KY=">AAAB83icbVA9SwNBEN2LGmP8ilraLAbBKtyl0TJgY5mA+YDcEfY2e8mS3b1jd04MR36ETRoLRQQr/4ilnfhn3HwUmvhg4PHeDDPzwkRwA6775eQ2Nrfy24Wd4u7e/sFh6ei4ZeJUU9aksYh1JySGCa5YEzgI1kk0IzIUrB2Ormd++45pw2N1C+OEBZIMFI84JWAl34chA9LLJLmf9Eplt+LOgdeJtyTlWr7x/TF9eKv3Sp9+P6apZAqoIMZ0PTeBICMaOBVsUvRTwxJCR2TAupYqIpkJsvnNE3xulT6OYm1LAZ6rvycyIo0Zy9B2SgJDs+rNxP+8bgrRVZBxlaTAFF0silKBIcazAHCfa0ZBjC0hVHN7K6ZDogkFG1PRhuCtvrxOWtWK51a8hk2jihYooFN0hi6Qhy5RDd2gOmoiihI0RU/o2UmdR+fFeV205pzlzAn6A+f9B/Nplfc=</latexit>

3. PRIMO MODO
Osservo che l’Eq.(12) non è altro che l’equazione di un oscillatore armonico, con pulsazione e
periodo dati da

Ω =

√
κ

I
T =

2π

Ω
(14)

Pertanto la soluzione dell’Eq.(12) è ben nota ed è

θ(t) = A sin(Ωt+ ϕ) (15)

ω(t) = AΩ cos(Ωt+ ϕ) (16)

dove le costanti A e ϕ si ricavano dalle condizioni iniziali (13)
θ(t = 0) = A sinϕ = 0; ⇒ ϕ = 0

ω(t = 0) = AΩ cosϕ = ωa ⇒ A = ωa
Ω

(17)

e dunque la soluzione (18) è esplicitamente

θ(t) =
ωa
Ω

sin(Ωt) (18)

Dalla soluzione (18) si vede subito che l’angolo massimo è dato da

θmax =
ωa
Ω

=
ωaT

2π
(19)

Sostituendo i valori [usando anche la (6)]

θmax =
3 1

s · 13.14 s

2π
= 6.27 (20)

4. SECONDO MODO
Il moto dell’oscillatore armonico conserva l’energia meccanica

Em =
1

2
Iω2︸ ︷︷ ︸

cinetica

+
1

2
κ θ2︸ ︷︷ ︸

potenziale

(21)

dove il secondo termine a destra corrisponde all’energia potenziale di torsione.

Energia potenziale di torsione: Da dove si vede? Considerando che in corrispondenza
dell’angolo θ = 0 l’asta si trova in equilibrio, si può assumere tale configurazione come quella
di riferimento. L’energia potenziale corrispondente alla configurazione dell’asta ruotata di un
certo angolo θ è data da (meno) il lavoro W 0→θ per far ruotare l’asta dalla configurazione di
riferimento θ = 0 alla configurazione corrispondente all’angolo θ. A sua volta il lavoro delle forze
esterne su un corpo rigido che ruota attorno ad un asse fisso è data dall’integrale del momento
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esterno sull’angolo di rotazione. Pertanto abbiamo:

Ep(θ) = −W 0→θ = −
∫ θ

0
M ext(θ′) dθ′ =

= −
∫ θ

0
(−κθ′) dθ′ =

= κ

∫ θ

0
θ′ dθ′ =

=
1

2
κ θ2 (22)

ed è di fatto molto simile all’energia potenzaile delle forza elastica.

Considerando l’istante immediatamente dopo l’urto come istante iniziale e l’istante in cui l’asta
raggiunge l’angolo massimo come istante finale, dalla conservazione dell’energia meccanica ab-
biamo

Einm = Efinm

⇓
1

2
Iω2

a + 0 = 0 +
1

2
κθ2

max

⇓
I

κ
ω2
a = θ2

max (23)

da cui

θmax =

√
I

κ
ωa (24)

Ricordando la (14), possiamo esprimerla come

θmax =
ωa
Ω

=
ωaT

2π
(25)

che è esattamente l’Eq.(19) ottenuta col primo modo.
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