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Esercizio (tratto dall’Esempio 6.23 del Mazzoldi-Nigro-Voci)

Una sfera omogenea di massa M e raggio R è posta sopra un piano orizzontale scabro. Inizialmente
la sfera è in quiete. In un punto A della superficie e giacente su piano verticale x-y passante per il
centro della sfera viene applicato un impulso ~J diretto orizzontalmente verso destra.

1. determinare il moto della sfera se il punto A si trova all’altezza del centro;

2. determinare a quale altezza h dal suolo occorre applicare l’impulso ~J affinché la sfera inizi a
muoversi di moto di puro rotolamento.
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A
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SOLUZIONE

Nel punto A viene applicata una forza impulsiva ~F (t), ossia una forza molto intensa ma applicata
per un brevissimo lasso di tempo ∆t = [t0 − ε; t0 + ε] attorno all’istante t0 (vedi inset nella figura).
Possiamo scegliere t0 = 0.

∆t = [−ε; +ε] (1)

L’impulso ~J è l’integrale nel tempo della forza impulsiva ~F (t).

~J =

∫ +ε

−ε
~F (t) dt (2)

e rappresenta l’intensità del ’colpo’ che viene assestato alla sfera.

<latexit sha1_base64="rrdkzpUTD8YnimyM/SxLYUxhvGs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqIVFxMYyAfMByRH2NnPJmr29Y3dPCCG/wMZCEVt/kp3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0d3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7bK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPYnXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZe+yXKlXStWbLI48nMApnIMHV1CFe6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCT/YzI</latexit>

A

<latexit sha1_base64="Hco/InSsHeCKj9/sFOtzTqlSDSw=">AAAB8XicdVBNS8NAEN34WetX1aOXxSLUS0i01norCOKxgv3ANpTNdtou3WzC7qZQQv+FFw+KePXfePPfuE0jqOiDgcd7M8zM8yPOlHacD2tpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztN1UYSwoNGvJQtn2igDMBDc00h3YkgQQ+h5Y/vpr7rQlIxUJxp6cReAEZCjZglGgj3XcnQJPrWUmf9ApFxz533MuKgx3bSZGSqnvmYjdTiihDvVd47/ZDGgcgNOVEqY7rRNpLiNSMcpjlu7GCiNAxGULHUEECUF6SXjzDx0bp40EoTQmNU/X7REICpaaBbzoDokfqtzcX//I6sR5UvYSJKNYg6GLRIOZYh3j+Pu4zCVTzqSGESmZuxXREJKHahJQ3IXx9iv8nzVPbrdjl23KxVsviyKFDdIRKyEUXqIZuUB01EEUCPaAn9Gwp69F6sV4XrUtWNnOAfsB6+wQ8ipCk</latexit>

~F (t)

<latexit sha1_base64="mBDPaLL9/tcVcBcguXxYZ1Ic7jo=">AAAB8XicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgddxJUAuLQBobIYL5wOQIe5u9ZMnu3rG7J4Qj/8LGQhFb/42d/8ZNcoUmPhh4vDfDzLww4Uwbz/t2CmvrG5tbxe3Szu7e/kH58Kil41QR2iQxj1UnxJpyJmnTMMNpJ1EUi5DTdjiuz/z2E1WaxfLBTBIaCDyULGIEGys9Zj0lUN29c6f9csVzvTnQKvFzUoEcjX75qzeISSqoNIRjrbu+l5ggw8owwum01Es1TTAZ4yHtWiqxoDrI5hdP0ZlVBiiKlS1p0Fz9PZFhofVEhLZTYDPSy95M/M/rpia6DjImk9RQSRaLopQjE6PZ+2jAFCWGTyzBRDF7KyIjrDAxNqSSDcFffnmVtC5c/9Kt3lcrtZs8jiKcwCmcgw9XUINbaEATCEh4hld4c7Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/eXiQIA==</latexit>

C.M.
<latexit sha1_base64="MLBYp5pbXxPj2HhYVAbwZTeaJZQ=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqIVFwMYyARMDyRH2NnvJmr29Y3dOCEd+gY2FIrb+JDv/jZvkCk18MPB4b4aZeUEihUHX/XYKa+sbm1vF7dLO7t7+QfnwqG3iVDPeYrGMdSeghkuheAsFSt5JNKdRIPlDML6d+Q9PXBsRq3ucJNyP6FCJUDCKVmpiv1xxq+4cZJV4OalAjka//NUbxCyNuEImqTFdz03Qz6hGwSSflnqp4QllYzrkXUsVjbjxs/mhU3JmlQEJY21LIZmrvycyGhkziQLbGVEcmWVvJv7ndVMMr/1MqCRFrthiUZhKgjGZfU0GQnOGcmIJZVrYWwkbUU0Z2mxKNgRv+eVV0r6oepfVWrNWqd/kcRThBE7hHDy4gjrcQQNawIDDM7zCm/PovDjvzseiteDkM8fwB87nD+FJjPs=</latexit>

t

<latexit sha1_base64="Hco/InSsHeCKj9/sFOtzTqlSDSw=">AAAB8XicdVBNS8NAEN34WetX1aOXxSLUS0i01norCOKxgv3ANpTNdtou3WzC7qZQQv+FFw+KePXfePPfuE0jqOiDgcd7M8zM8yPOlHacD2tpeWV1bT23kd/c2t7ZLeztN1UYSwoNGvJQtn2igDMBDc00h3YkgQQ+h5Y/vpr7rQlIxUJxp6cReAEZCjZglGgj3XcnQJPrWUmf9ApFxz533MuKgx3bSZGSqnvmYjdTiihDvVd47/ZDGgcgNOVEqY7rRNpLiNSMcpjlu7GCiNAxGULHUEECUF6SXjzDx0bp40EoTQmNU/X7REICpaaBbzoDokfqtzcX//I6sR5UvYSJKNYg6GLRIOZYh3j+Pu4zCVTzqSGESmZuxXREJKHahJQ3IXx9iv8nzVPbrdjl23KxVsviyKFDdIRKyEUXqIZuUB01EEUCPaAn9Gwp69F6sV4XrUtWNnOAfsB6+wQ8ipCk</latexit>

~F (t)

<latexit sha1_base64="DETCId0A/anobXXOV+Zon5XY6Dg=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqIVFwMYyovmA5Ah7m71kyd7esTsnhCM/wcZCEVt/kZ3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCCRwqDrfjuFtfWNza3idmlnd2//oHx41DJxqhlvsljGuhNQw6VQvIkCJe8kmtMokLwdjG9nfvuJayNi9YiThPsRHSoRCkbRSg/Yd/vlilt15yCrxMtJBXI0+uWv3iBmacQVMkmN6Xpugn5GNQom+bTUSw1PKBvTIe9aqmjEjZ/NT52SM6sMSBhrWwrJXP09kdHImEkU2M6I4sgsezPxP6+bYnjtZ0IlKXLFFovCVBKMyexvMhCaM5QTSyjTwt5K2IhqytCmU7IheMsvr5LWRdW7rNbua5X6TR5HEU7gFM7Bgyuowx00oAkMhvAMr/DmSOfFeXc+Fq0FJ585hj9wPn8ABTSNng==</latexit>

t0

<latexit sha1_base64="g4XHFy8yfMHfk98rujWPJF17FX4=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEtMeCHjxWsB/QhrLZbtqlm03cnQgl9E948aCIV/+ON/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqAScJ9yM6VCIUjKKVOr1bLpES7JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEVfIJDWm67kJ+hnVKJjk01IvNTyhbEyHvGupohE3fja/d0rOrDIgYaxtKSRz9fdERiNjJlFgOyOKI7PszcT/vG6KYc3PhEpS5IotFoWpJBiT2fNkIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoY2oZEPwll9eJa2LqndVvby/rNRreRxFOIFTOAcPrqEOd9CAJjCQ8Ayv8OY8Oi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QOPYY+j</latexit>

�t
<latexit sha1_base64="x5bQqR5Ypei1fV7WMmk0m/TqqKU=">AAAB8HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4YLx4xkYeBDZkdGpgws7uZmSUhG77CiweN8ernePNvHGAPClbSSaWqO91dQSy4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJU0eJYthgkYhUO6AaBQ+xYbgR2I4VUhkIbAXju7nfmqDSPAofzTRGX9JhyAecUWOlp+4EWapmvdteseSW3QXIOvEyUoIM9V7xq9uPWCIxNExQrTueGxs/pcpwJnBW6CYaY8rGdIgdS0MqUfvp4uAZubBKnwwiZSs0ZKH+nkip1HoqA9spqRnpVW8u/ud1EjOo+ikP48RgyJaLBokgJiLz70mfK2RGTC2hTHF7K2EjqigzNqOCDcFbfXmdNK/K3nW58lAp1apZHHk4g3O4BA9uoAb3UIcGMJDwDK/w5ijnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOuJkHc=</latexit>

~rA

• Per il teorema dell’impulso, l’impulso è pari alla variazione della quantità di moto totale

~J =

∫ +ε

−ε
~F (t) dt = ∆~P = ~P (t = +ε)︸ ︷︷ ︸

immediatamente

dopo il colpo

− ~P (t = −ε)︸ ︷︷ ︸
immediatamente

prima del colpo

(3)

Siccome prima del colpo la sfera è ferma, la sua quantità di moto totale è ~P (t = −ε) = 0 e
possiamo scrivere

~J = ~P (t = +ε) (4)

• D’altra parte per un sistema di punti materiali (e dunque in particolare per un corpo rigido)
vale sempre, ad ogni istante, che

~P (t) = M~vCM (t) (5)

Quindi in particolare all’istante t = +ε immediatamente dopo l’urto, avremo

~P (t = +ε) = M~vCM (t = +ε) (6)

Notazione
Per semplificare la notazione denoteremo{

t0 + ε = 0 + ε = 0+

t0 − ε = 0− ε = 0−
(7)

• Mettendo insieme le relazioni (4) e (6) si ottiene

~J = M~vCM (0+) (8)
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ossia

~vCM (0+) =
~J

M
(9)

Questa equazione ci dice che l’impulso applicato fissa la velocità iniziale del centro di massa
della sfera. Considerando che ~J è diretto lungo x ( ~J = Jûx) si ha anche ~vCM (0+) = vCM (0+)ûx
e dunque

vCM (0+) =
J

M
(10)

• Consideriamo ora il centro di massa come polo. La forza impulsiva ~F (t) applicata nel punto A
genera anche un momento impulsive ~M(t).

~M(t) = ~rA × ~F (t) (11)

dove ~rA è il vettore che va dal centro di massa della sfera al punto di applicazione A. Integrando
nel tempo nell’intervallo di applicazione della forza otteniamo l’impulso angolare∫ +ε

−ε
~M(t) dt =

∫ +ε

−ε
(~rA × ~F (t)) dt = ~rA ×

∫ +ε

−ε
~F (t) dt︸ ︷︷ ︸

= ~J

= ~rA × ~J (12)

• Per il teorema dell’impulso angolare, l’integrale nel tempo del momento è pari alla variazione
del momento angolare totale∫ +ε

−ε
~M(t) dt = ∆~L = ~L(t = +ε)︸ ︷︷ ︸

immediatamente

dopo il colpo

− ~L(t = −ε)︸ ︷︷ ︸
immediatamente

prima del colpo

(13)

Siccome prima del colpo la sfera è ferma, il momento angolare totale prima del colpo è ~L(t =
−ε) = 0 e possiamo scrivere

~rA × ~J = ~L(t = +ε) (14)

• D’altra parte, siccome il CM (punto per cui passa l’asse di rotazione) è anche centro di simmetria
per la sfera, e siccome il punto A giace sul piano verticale x-y e ~J = Jûx è diretto lungo x,
abbiamo

~L(t = +ε) = I ~ω = Iω(t = +ε)k̂ (15)

dove k̂ è il versore entrante nel foglio.

• Mettendo insieme le relazioni (14) e (15) e usando la notazione (7) si ha

~rA × ~J = Iω(0+)k̂ (16)

Pertanto l’impulso ~J e anche il punto A in cui viene applicato (tramite il suo vettore ~rA) deter-
minano la velocità angolare iniziale di rotazione della sfera

Fino a questo momento il punto A si trova ad un’altezza generica dal suolo.

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
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1. PUNTO A ALL’ALTEZZA DEL CM
Supponiamo ora che il punto A si trovi proprio all’altezza del centro di massa, ossia ad una
distanza R dal suolo. In tal caso (vedi figura) i vettori ~rA e ~J sono antiparalleli e dunque il
prodotto vettoriale nella (16) è nullo, e dunque

ω(0+) = 0 (17)

ossia inizialmente la sfera non ruota.

<latexit sha1_base64="rrdkzpUTD8YnimyM/SxLYUxhvGs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqIVFxMYyAfMByRH2NnPJmr29Y3dPCCG/wMZCEVt/kp3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0d3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7bK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPYnXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZe+yXKlXStWbLI48nMApnIMHV1CFe6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCT/YzI</latexit>

A <latexit sha1_base64="x5bQqR5Ypei1fV7WMmk0m/TqqKU=">AAAB8HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4YLx4xkYeBDZkdGpgws7uZmSUhG77CiweN8ernePNvHGAPClbSSaWqO91dQSy4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJU0eJYthgkYhUO6AaBQ+xYbgR2I4VUhkIbAXju7nfmqDSPAofzTRGX9JhyAecUWOlp+4EWapmvdteseSW3QXIOvEyUoIM9V7xq9uPWCIxNExQrTueGxs/pcpwJnBW6CYaY8rGdIgdS0MqUfvp4uAZubBKnwwiZSs0ZKH+nkip1HoqA9spqRnpVW8u/ud1EjOo+ikP48RgyJaLBokgJiLz70mfK2RGTC2hTHF7K2EjqigzNqOCDcFbfXmdNK/K3nW58lAp1apZHHk4g3O4BA9uoAb3UIcGMJDwDK/w5ijnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOuJkHc=</latexit>

~rA

<latexit sha1_base64="vOHiYw0x185S8MkJAV0mrvXZBFs=">AAAB73icdVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ConWWm8FL+Kpgv2ANpTNdtMu3Wzi7qZQQv+EFw+KePXvePPfuE0jqOiDgcd7M8zM82POlHacD2tpeWV1bb2wUdzc2t7ZLe3tt1SUSEKbJOKR7PhYUc4EbWqmOe3EkuLQ57Ttj6/mfntCpWKRuNPTmHohHgoWMIK1kTq9CSXpzQz1S2XHPnfcy6qDHNvJkJGae+YiN1fKkKPRL733BhFJQio04VipruvE2kux1IxwOiv2EkVjTMZ4SLuGChxS5aXZvTN0bJQBCiJpSmiUqd8nUhwqNQ190xliPVK/vbn4l9dNdFDzUibiRFNBFouChCMdofnzaMAkJZpPDcFEMnMrIiMsMdEmoqIJ4etT9D9pndpu1a7cVsr1eh5HAQ7hCE7AhQuowzU0oAkEODzAEzxb99aj9WK9LlqXrHzmAH7AevsE+BaP7w==</latexit>

~J

<latexit sha1_base64="zspEE1j8VDXUBt5OHs8Adljbyz8=">AAAB+HicdVBNS0JBFJ1nX2YfWi3bDEnQIuSNiD53QhAtDfID9CHzxlEH530wc59gD39JmxZFtO2ntOvfNE8NKurAhcM593LvPV4khQbb/rAyG5tb2zvZ3dze/sFhvnB03NZhrBhvsVCGqutRzaUIeAsESN6NFKe+J3nHm16lfmfGlRZhcAfziLs+HQdiJBgFIw0K+f6Ms+R6MUgowOVwMSgU7ZJt24QQnBJSq9qG1OtOmTiYpJZBEa3RHBTe+8OQxT4PgEmqdY/YEbgJVSCY5ItcP9Y8omxKx7xnaEB9rt1kefgCnxtliEehMhUAXqrfJxLqaz33PdPpU5jo314q/uX1Yhg5biKCKAYesNWiUSwxhDhNAQ+F4gzk3BDKlDC3YjahijIwWeVMCF+f4v9Ju1wi1VLltlJsOOs4sugUnaELRFANNdANaqIWYihGD+gJPVv31qP1Yr2uWjPWeuYE/YD19glJaZN+</latexit>

~Fatt,d

<latexit sha1_base64="I5jCnUy6E8X5mIHzC5ujUggpx60=">AAAB8nicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4Kkkp7XRXcOOygn1AO5RMmmlDM5khyRTKMJ/hxoUibv0ad/6NmbaCih64cDjnXu69x48F1wahD6ewtb2zu1fcLx0cHh2flE/PejpKFGVdGolIDXyimeCSdQ03gg1ixUjoC9b35ze5318wpXkk780yZl5IppIHnBJjpeFowWiqsnFKs3G5gqoIIYwxzAluNpAlrZZbwy7EuWVRARt0xuX30SSiScikoYJoPcQoNl5KlOFUsKw0SjSLCZ2TKRtaKknItJeuTs7glVUmMIiULWngSv0+kZJQ62Xo286QmJn+7eXiX94wMYHrpVzGiWGSrhcFiYAmgvn/cMIVo0YsLSFUcXsrpDOiCDU2pZIN4etT+D/p1aq4Ua3f1SttdxNHEVyAS3ANMGiCNrgFHdAFFETgATyBZ8c4j86L87puLTibmXPwA87bJzYdkds=</latexit>

~rc

Deduciamo dunque che (almeno inizialmente) il moto della sfera non può essere di puro rotola-
mento. Infatti la condizione di puro rotolamento prevederebbe

condizione di

puro rotolamento
→ vCM = ωR mentre all’inizio

{
vCM (0+) 6= 0
ω(0+) = 0

(18)

Pertanto la sfera inizia a muoversi strisciando. L’attrito col piano scabro è dunque un attrito
dinamico e vale

~Fatt,d = −µDMg ûx (19)

Studiamo dunque la dinamica della sfera dopo il lancio, soggetta a tale forza.

• moto traslatorio del CM
Il centro di massa si muove soggetto alle forze esterne (=attrito) e la sua accelerazione è
data da

MaCM = F ext = −µDMg

→ aCM = −µD g = cost (20)

Pertanto, essendo l’accelerazione del CM costante nel tempo, esso si muove di moto retti-
lineo uniformemente accelerato (decelerato), con una velocità iniziale nota e determinata
dall’Eq.(10). La legge oraria del moto del centro di massa vale pertanto

vCM (t) = vCM (0+)− µDg t (21)

Ricordando la (10) si ha

vCM (t) =
J

M
− µDg t (22)

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
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• moto rotatorio attorno al CM
D’altra parte la forza di attrito applica anche un momento. Il moto rotatorio rispetto al
CM è descritto dalla relazione

d~L ′

dt
= ~M ext = ~Matt.d (23)

dove ~L ′ è il momento angolare calcolato rispetto al CM e vale

~L ′ = Iω k̂ (24)

mentre ~Matt.d è il momento della forza esterna (=attrito dinamico), applicata al punto di
contatto identificato dal vettore ~rc rispetto al CM, e vale

~Matt.d = ~rc × ~Fatt.d = |~rc|︸︷︷︸
=R

|~Fatt.d|︸ ︷︷ ︸
=µDMg

sin
π

2︸ ︷︷ ︸
1

k̂ = RµDMgk̂ (25)

con
k̂ = versore entrante (26)

Inserendo le equazioni (24) e (25) nella (39) si ottiene

d~L ′

dt
= ~Matt

⇓
d(Iω k̂)

dt
= RµDMgk̂

⇓
I
dω

dt︸︷︷︸
=α

k̂ = RµDMgk̂

⇓
Iα = RµDMg (27)

da cui l’accelerazione angolare vale

α =
RµDMg

I
= cost (28)

Siccome l’accelerazione angolare è costante, il moto rotatorio della sfera è un moto circolare
uniformemente accelerato, con velocità angolare iniziale data dalla (17). Pertanto la legge
oraria della velocità angolare vale

ω(t) = ω(0+)︸ ︷︷ ︸
=0

+α t =
RµDMg

I
t (29)

Osserviamo che, mentre la legge oraria (22) del CM dipende dalla massa M della sfera,
quella del moto rotatorio dipende dal suo momento d’inerzia. In particolare, ricordando
che il momento d’inerzia della sfera rispetto all’asse passante per il suo centro vale

I =
2

5
M R2 (30)

si ottiene

ω(t) =
RµDM/g

2
5M/R

2
t (31)

ossia

ω(t) =
5

2

µDg

R
t (32)

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
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• Osservazione
La forza di attrito dinamico ha un duplice effetto. Da un lato rallenta il moto del centro
di massa, facendo diminuire la velocità del suo moto traslazione [vedi (22)]. Dall’altro fa
aumentare la velocità angolare di rotazione (che inizialmente era nulla) [vedi (32)].

<latexit sha1_base64="21eLNP1qpC3gR/sdxjdhkd/fui0=">AAAB8XicdVDLSgMxFM3UV62vquDGTbAIdVMmRdrpruDGZRX7wHYomTTThmYyQ5IRytC/cKELi7j1b9yJfoyZVkFFD1w4nHMv997jRZwpbduvVmZpeWV1Lbue29jc2t7J7+61VBhLQpsk5KHseFhRzgRtaqY57USS4sDjtO2Nz1K/fUOlYqG40pOIugEeCuYzgrWRrnthQIe4qE8u+/mCXbJtGyEEU4KqFduQWs0pIwei1DIo1A+i2d37m9Po5196g5DEARWacKxUF9mRdhMsNSOcTnO9WNEIkzEe0q6hAgdUucn84ik8NsoA+qE0JTScq98nEhwoNQk80xlgPVK/vVT8y+vG2nfchIko1lSQxSI/5lCHMH0fDpikRPOJIZhIZm6FZIQlJtqElDMhfH0K/yetcglVSqcXJo0KWCALDsERKAIEqqAOzkEDNAEBAtyCBzCzlHVvPVpPi9aM9TmzD37Aev4AZLyUdA==</latexit>

!(t)R

<latexit sha1_base64="244TrdO1CFmVwDPzdq44NVyNqoM=">AAAB8HicdVDLSsNAFJ34rPVVFdy4GSxC3YQkhrTuCt24ESrYh7ShTKaTdujkwcykUEK/wk0XPnDr57gT/RgnrYKKHrhwOOde7r3HixkV0jBetaXlldW19dxGfnNre2e3sLffFFHCMWngiEW87SFBGA1JQ1LJSDvmBAUeIy1vVMv81phwQaPwWk5i4gZoEFKfYiSVdDPupbXLaUme9gpFQz+vOJbtQEM3jLJpmRmxyvaZDU2lZChWD+OH2ftbpd4rvHT7EU4CEkrMkBAd04ilmyIuKWZkmu8mgsQIj9CAdBQNUUCEm84PnsITpfShH3FVoYRz9ftEigIhJoGnOgMkh+K3l4l/eZ1E+hU3pWGcSBLixSI/YVBGMPse9iknWLKJIghzqm6FeIg4wlJllFchfH0K/ydNSzcd3b5SaThggRw4AsegBExQBlVwAeqgATAIwC24A/ca12bao/a0aF3SPmcOwA9ozx/HNpQc</latexit>
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t

Figure 1: Fino a t = t∗ la velocità traslazionale decresce mentre la velocità angolare cresce, mentre per t > t∗

si ha un moto di puro rotolamente con velocità traslazionale costante (rettilineo uniforme) e velocità rotazionale
ω∗, senza alcuna forza di attrito (né dinamico né statico).

• Ricordiamo che il puro rotolamento si ha quando vCM = ωR. Confrontando le leggi orarie
del centro di massa [Eq.(22)] e della quantità ω(t)R [ottenuta moltiplicando la (32) per R],
si vede che esiste un istante t∗ al quale queste due velocità risultano uguali

vCM (t∗) = ω(t∗)R

⇓
J

M
− µDg t∗ =

5

2

µDg

R
t∗R

⇓
J

M
= µDg

(
1 +

5

2

)
t∗ (33)

da cui otteniamo

t∗ =
2

7

J

µDMg
(34)

In tale istante la velocità del centro di massa vale

v∗ = vCM (t∗) =
J

M
− µDg t∗ =

=
J

M
− µDg

2

7

J

µDMg
=

=
J

M
− 2

7

J

M
(35)

ossia

v∗ =
5

7

J

M
=

5

7
vCM (0+) (36)

e la velocità angolare vale ovviamente ω(t∗) = v∗

R , ossia

ω∗ = ω(t∗) =
5

7

vCM (0+)

R
(37)
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• A partire da tale istante t∗ in cui la condizione di puro rotolamento è soddisfatta, l’attrito
(ammesso che sia presente) diventa statico. Siccome l’attrito statico è un’incognita, possi-
amo determinarlo dalle equazioni cardinali del corpo rigido

– moto traslatorio del CM (per t > t∗)

MaCM = F ext = Fatt.s

⇓
aCM =

Fatt.s
M

(38)

– moto rotatorio attorno al CM (per t > t∗)

d~L ′

dt
= ~Matt.s

⇓
d(Iω k̂)

dt
= RFatt.sk̂

⇓
I
dω

dt︸︷︷︸
=α

k̂ = RFatt.sk̂

⇓
α =

Fatt.sR

I
(39)

– Imponendo la condizione di puro rotolamento

aCM = αR ⇒ α =
aCM
R

(40)

si ottiene

aCM =
Fatt.sR

2

I
(41)

e ricordando il momento d’inerzia (30) della sfera, si trova

aCM =
5

2

Fatt.s
M

(42)

Confrontando le equazioni (38) e (42) si trova

Fatt.s
M

=
5

2

Fatt.s
M

⇓
3

2

Fatt.s
M

= 0 (43)

da cui
Fatt.s = 0 aCM = 0 α = 0 t ≥ t∗ (44)

Pertanto otteniamo che:
- il moto è s̀ı di puro rotolamento, ma avviene senza alcuna forza di attrito;
- il centro di massa prosegue di moto rettilineo uniforme.

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
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Osservazioni:

(a) Possiamo comprendere il risultato (44) anche da un altro punto di vista. Se ci fosse una
forza di attrito statico il centro di massa, che si muove secondo la legge MaCM = F ext,
rallenterebbe per effetto della forza di attrito statico e il moto sarebbe uniformemente
decelerato, aCM < 0 (anziché uniforme). Ma se il CM decelerasse, trattandosi di un
moto di puro rotolamento, dalla condizione (40) ricaveremmo che la sua accelerazione
angolare dovrebbe essere non nulla (negativa) e anche la velocità angolare della sfera
dovrebbe dunque diminuire di pari passo. Pertanto l’energia meccanica della sfera (en-
ergia cinetica traslazionale + energia cinetica rotazionale) diminuirebbe nel tempo. Ma
nel moto di puro rotolamento l’energia meccanica in realtà si conserva. Arriveremmo
dunque ad un assurdo. Ne deduciamo che non ci può essere alcuna forza di attrito
statico.

(b) In altri problemi (ad esempio quello del disco che rotola senza strisciare lungo un piano
inclinato) abbiamo visto che il moto di puro rotolamento era invece proprio dovuto
alla forza di attrito statico. La ragione per cui qui le cose vanno diversamente è che
in quei problemi il disco parte da una velocità angolare iniziale nulla (e una velocità
traslazionale iniziale nulla). E’ proprio la forza d’attrito che, applicando un momento,
fa iniziare a ruotare il disco, che altrimenti non avrebbe alcuna ragione per ruotare.
Al contrario, qui la sfera inizia già il suo moto di puro rotolamento con una velocità
angolare non nulla e con una velocità di traslazione non nulla, che sono bilanciate
proprio in modo da garantire che vCM = ωR. Quindi la sfera non ha bisogno di un
ulteriore momento per ruotare. Anzi, esso farebbe variare la velocità angolare.

(c) Sappiamo che a t = t∗ la condizione di puro rotolamento è soddisfatta per definizione
stessa di t∗. Ma perché la sfera effettua un moto di puro rotolamento (↔ il centro di
massa si muove di moto rettilineo uniforme) anche dopo tale istante?
Intuitivamente possiamo capire che, per t > t∗, lo stato di moto con velocità traslazionale
costante v(t) ≡ v∗ e velocità angolare costante ω(t) ≡ ω∗ rappresenta il compromesso
naturale tra i due fenomeni che avvengono prima di t∗, in cui la velocità traslazionale
decresce e la velocità angolare cresce (vedi Fig.1). Ora, per t < t∗ l’energia meccanica
della sfera ha il seguente andamento temporale

Em(t) =
1

2
Mv2

CM (t) +
1

2
Iω2(t) =

=
1

2
M

(
J

M
− µDg t

)2

+
1

2
I

(
5

2

µDg

R
t

)2

=

= . . . . . . . . . . . . =

=
5

14

J2

M
+

7

4
M(µDg)2(t− t∗)2 (45)

con t∗ dato dalla (34). Si tratta di un andamento parabolico nel tempo in cui t∗ (vedi
Eq.(34)) è l’istante in cui l’energia meccanica assume il minimo valore, come mostrato
in Fig.2.
Pertanto, se per t > t∗ il moto continuasse ad essere di rotolamento con strisciamento
seguendo le leggi (22) e (32), l’energia meccanica crescerebbe nuovamente (e indefinita-
mente), cosa impossibile. Invece, se per t > t∗ il moto si trasforma in puro rotolamento,
l’energia meccanica si conserva e può mantenere il suo valore minimo [vedi Fig.2].

(d) Possiamo anche calcolare l’energia meccanica dissipata durante la fase di rotolamento
con strisciamento (0 < t < t∗). Possiamo procedere in due modi:

– Primo modo: teorema dell’energia cinetica
Dopo che l’impulso è stato applicato l’unica forza che agisce sulla sfera è la forza
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t⇤

rotolamento con 
strisciamento

puro rotolamento

Figure 2: per t < t∗ il moto è di rotolamento con strisciamento e l’energia meccanica diminuisce, mentre per
t > t∗ il moto è di puro rotolamento e l’energia meccanica rimane costante

di attrito dinamico (non conservativa). Per il teorema dell’energia cinetica

Watt.d = ∆EK = EK(t∗)− EK(0+) =

=
1

2
Mv∗2 +

1

2
Iω∗2 −

(
1

2
Mv2

CM (0+) +
1

2
Iω2(0+)

)
=

[uso la (36), (37) e (10), (17)]

=
1

2
M

(
5

7
vCM (0+)

)2

+
1

2
· 2

5
MR2

(
5

7

vCM (0+)

R

)2

− 1

2
Mv2

CM (0+)− 0 =

=

(
25

49
+

2

5
· 25

49
− 1

)
1

2
Mv2

CM (0+) =

=

(
25

49
+

10

49
− 49

49

)
1

2
Mv2

CM (0+) =

= −14

49
· 1

2
Mv2

CM (0+) =

(46)

Infine, ricordando la (10), si ha

Watt.d = −1

7

J2

M
(47)

– Secondo modo: calcolo diretto
Il lavoro della forza di attrito dinamico si può anche calcolare direttamente. A tale
scopo, tuttavia, occorre tener presente quanto osservato in precedenza, ossia che
la forza di attrito statico fa due cose. Da un lato rallenta la velocità del centro
di massa, facendo dunque diminuire la sua energia cinetica traslazionale, dall’altro
applica un momento e fa aumentare la velocità rotazionale della sfera, aumentando
la sua energia cinetica rotazionale. In generale il lavoro compiuto da una forza
esterna su un corpo rigido che si muove con asse parallelo (la sfera ruota attorno
ad un asse z che è sempre diretto perpendicolarmente a questo foglio) è dato da

Watt.d =

∫ B

A

~Fatt.d · d~sCM︸ ︷︷ ︸
lavoro traslazionale

+

∫ θB

θA

M z
att.d dθ︸ ︷︷ ︸

lavoro rotazionale

(48)

dove A e B sono le posizioni iniziale e finale del CM e θA e θB gli angoli iniziale e
finale di rotazione (rispetto ad un sistema solidale col CM).
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Calcoliamo questi due contributi. Il lavoro traslazionale è dato da

W trasl
att.d =

∫ B

A

~Fatt.d · d~sCM =

= ~Fatt.d ·
∫ B

A
d~sCM︸ ︷︷ ︸

=∆~sCM

=

= ~Fatt.d ·∆~sCM︸ ︷︷ ︸
discordi

=

= −µDMg∆xCM (49)

Lo spostamento ∆xCM del centro di massa tra t = 0 e t = t∗ è calcolato facilmente
tenendo conto che compie un moto rettilineo uniformemente accelerato

∆xCM = xCM (t∗)− xCM (0) =

= xCM (0) + vCM (0+) t∗ +
1

2
(−µDg)t∗2 − xCM (0) =

[uso (34) e la (10)]

=
J

M
· 2

7

J

µDMg
− 1

2
µDg

(
2

7

J

µDMg

)2

=

=
2

7

J2

µDM2g
− 2

49

J2

µDM2g
=

=
12

49

J2

µDM2g
(50)

che, sostituito nella’Eq.(49), dà

W trasl
att.d = − 12

49

J2

M
< 0 (lavoro negativo) (51)

Come si vede, il lavoro traslazionale è negativo e dissipa l’energia cinetica traslazionale.
Per quanto riguarda il lavoro rotazionale, si ha

W rotaz
att.d =

∫ θB

θA

M z
att.d dθ =

=

∫ t∗

0
M z
att.d

dθ

dt︸︷︷︸
=ω(t)

dt = [uso Eq.(32)]

=

∫ t∗

0
R|Fatt.d|ω(t) dt =

=

∫ t∗

0
RµDMg

(
5

2

µDg

R
t

)
dt =

=
5

2
M(µDg)2

∫ t∗

0
t dt =

=
5

2
M(µDg)2 1

2
t∗2 =

[uso Eq.(34)]

=
5

4
M(µDg)2

(
2

7

J

µDMg

)2
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ossia

W rotaz
att.d = +

5

49

J2

M
> 0 (lavoro positivo) (52)

Come si vede, il lavoro rotazionale è positivo e aumenta l’energia cinetica ro-
tazionale della sfera.

Sommando i due contributi di lavoro si ha

Watt.d = W trasl
att.d +W trasl

att.d =

= − 12

49

J2

M
+

5

49

J2

M
=

= − 1

7

J2

M
(53)

che coincide con il risultato (47) ricavato precedentemente.

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
Dipartimento di Scienza Applicata e Tecnologia, Politecnico di Torino - Esercitazioni di Fisica I
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2. PUNTO A ALL’ALTEZZA SPECIFICA
Vogliamo ora determinare a quale altezza specifica h occorre applicare l’impulso affinché il moto
risulti da subito di puro rotolamento. A tale scopo sfruttiamo le equazioni generali (10) e (16).

• Osserviamo innanzitutto che, se vogliamo un moto di puro rotolamento, occorre necessari-
amente che sia h > R. Infatti solo in tale caso il colpo impartisce una velocità angolare
in senso orario, ossia compatibile con la velocità traslazionale verso destra del CM per un
moto di puro rotolamento, mentre per 0 < h < R la velocità angolare è in senso anti-orario
e non può essere compatibile con la velocità traslazionale del moto traslatorio.

• Tenendo conto di ciò, calcoliamo il prodotto vettoriale presente al membro sinistro nell’Eq.(16),
trasportando come sempre parallelamente i due vettori in modo che abbiano la coda coin-
cidente. Indicando come prima

k̂ = versore entrante (54)

si ha

~rA × ~J = |~rA| | ~J | sin θ k̂ =

= RJ sin(π − θ) k̂ =

= RJ
h−R
R

k̂

ossia
~rA × ~J = J(h−R) k̂ (55)

<latexit sha1_base64="rrdkzpUTD8YnimyM/SxLYUxhvGs=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqIVFxMYyAfMByRH2NnPJmr29Y3dPCCG/wMZCEVt/kp3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0d3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7bK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPYnXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZe+yXKlXStWbLI48nMApnIMHV1CFe6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCT/YzI</latexit>

A

<latexit sha1_base64="mBDPaLL9/tcVcBcguXxYZ1Ic7jo=">AAAB8XicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgddxJUAuLQBobIYL5wOQIe5u9ZMnu3rG7J4Qj/8LGQhFb/42d/8ZNcoUmPhh4vDfDzLww4Uwbz/t2CmvrG5tbxe3Szu7e/kH58Kil41QR2iQxj1UnxJpyJmnTMMNpJ1EUi5DTdjiuz/z2E1WaxfLBTBIaCDyULGIEGys9Zj0lUN29c6f9csVzvTnQKvFzUoEcjX75qzeISSqoNIRjrbu+l5ggw8owwum01Es1TTAZ4yHtWiqxoDrI5hdP0ZlVBiiKlS1p0Fz9PZFhofVEhLZTYDPSy95M/M/rpia6DjImk9RQSRaLopQjE6PZ+2jAFCWGTyzBRDF7KyIjrDAxNqSSDcFffnmVtC5c/9Kt3lcrtZs8jiKcwCmcgw9XUINbaEATCEh4hld4c7Tz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/eXiQIA==</latexit>

C.M.

<latexit sha1_base64="x5bQqR5Ypei1fV7WMmk0m/TqqKU=">AAAB8HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4YLx4xkYeBDZkdGpgws7uZmSUhG77CiweN8ernePNvHGAPClbSSaWqO91dQSy4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJU0eJYthgkYhUO6AaBQ+xYbgR2I4VUhkIbAXju7nfmqDSPAofzTRGX9JhyAecUWOlp+4EWapmvdteseSW3QXIOvEyUoIM9V7xq9uPWCIxNExQrTueGxs/pcpwJnBW6CYaY8rGdIgdS0MqUfvp4uAZubBKnwwiZSs0ZKH+nkip1HoqA9spqRnpVW8u/ud1EjOo+ikP48RgyJaLBokgJiLz70mfK2RGTC2hTHF7K2EjqigzNqOCDcFbfXmdNK/K3nW58lAp1apZHHk4g3O4BA9uoAb3UIcGMJDwDK/w5ijnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AOuJkHc=</latexit>

~rA

<latexit sha1_base64="vOHiYw0x185S8MkJAV0mrvXZBFs=">AAAB73icdVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4ConWWm8FL+Kpgv2ANpTNdtMu3Wzi7qZQQv+EFw+KePXvePPfuE0jqOiDgcd7M8zM82POlHacD2tpeWV1bb2wUdzc2t7ZLe3tt1SUSEKbJOKR7PhYUc4EbWqmOe3EkuLQ57Ttj6/mfntCpWKRuNPTmHohHgoWMIK1kTq9CSXpzQz1S2XHPnfcy6qDHNvJkJGae+YiN1fKkKPRL733BhFJQio04VipruvE2kux1IxwOiv2EkVjTMZ4SLuGChxS5aXZvTN0bJQBCiJpSmiUqd8nUhwqNQ190xliPVK/vbn4l9dNdFDzUibiRFNBFouChCMdofnzaMAkJZpPDcFEMnMrIiMsMdEmoqIJ4etT9D9pndpu1a7cVsr1eh5HAQ7hCE7AhQuowzU0oAkEODzAEzxb99aj9WK9LlqXrHzmAH7AevsE+BaP7w==</latexit>

~J
<latexit sha1_base64="NEih1PfbZkvIu98FBUbVpmsNXaY=">AAAB7XicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkaI8FLx4r2A9oQ9lsJ+3azSbsToQS+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqObR4LGPdDZgBKRS0UKCEbqKBRYGETjC5nfudJ9BGxOoBpwn4ERspEQrO0ErtPo4B2aBccavuAnSdeDmpkBzNQfmrP4x5GoFCLpkxPc9N0M+YRsElzEr91EDC+ISNoGepYhEYP1tcO6MXVhnSMNa2FNKF+nsiY5Ex0yiwnRHDsVn15uJ/Xi/FsO5nQiUpguLLRWEqKcZ0/jodCg0c5dQSxrWwt1I+ZppxtAGVbAje6svrpH1V9a6rtftapVHP4yiSM3JOLolHbkiD3JEmaRFOHskzeSVvTuy8OO/Ox7K14OQzp+QPnM8fo+OPJw==</latexit>

✓
<latexit sha1_base64="PtGtImDodeWltfK59zAE3xSbDk4=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxluMt6ilIItBsAq7IprOgI1lAuYCyRJmJ2eTMbOzy8ysEJaUVjYWitj6FKl8CDufwZdwcik0+sPAx/+fw5xz/JgzpR3n08osLa+srmXXcxubW9s7+d29uooSSbFGIx7Jpk8Uciawppnm2IwlktDn2PAHV5O8cYdSsUjc6GGMXkh6ggWMEm2sar+TLzhFZyr7L7hzKFy+j6tf94fjSif/0e5GNAlRaMqJUi3XibWXEqkZ5TjKtROFMaED0sOWQUFCVF46HXRkHxunaweRNE9oe+r+7EhJqNQw9E1lSHRfLWYT87+sleig5KVMxIlGQWcfBQm3dWRPtra7TCLVfGiAUMnMrDbtE0moNrfJmSO4iyv/hfpp0T0vnlWdQrkEM2XhAI7gBFy4gDJcQwVqQAHhAZ7g2bq1Hq0X63VWmrHmPfvwS9bbN5UtkTM=</latexit>

h
<latexit sha1_base64="hj3RCWPyzMkuxFmr9QDAvvib4x8=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxluMt6ilIItBsAq7IprOgI1lIuYCyRJmJyfJmNnZZWZWCEtKKxsLRWx9ilQ+hJ3P4Es4uRSa+MPAx/+fw5xz/IgzpR3ny0otLa+srqXXMxubW9s72d29qgpjSbFCQx7Kuk8UciawopnmWI8kksDnWPP7V+O8do9SsVDc6kGEXkC6gnUYJdpY5ZtWNufknYnsRXBnkLv8GJW/Hw5HpVb2s9kOaRyg0JQTpRquE2kvIVIzynGYacYKI0L7pIsNg4IEqLxkMujQPjZO2+6E0jyh7Yn7uyMhgVKDwDeVAdE9NZ+Nzf+yRqw7BS9hIoo1Cjr9qBNzW4f2eGu7zSRSzQcGCJXMzGrTHpGEanObjDmCO7/yIlRP8+55/qzs5IoFmCoNB3AEJ+DCBRThGkpQAQoIj/AML9ad9WS9Wm/T0pQ169mHP7LefwBz1ZEd</latexit>

R

<latexit sha1_base64="tHl0ez0rh9FUMcOYOAO1+JZmw08=">AAAB6nicbZDLSgMxFIbP1Futt1GXboJFcGOZkaJuxIIiLuulF2iHkkkzbWgmMyQZoQx9BDcuFHHrE/go7nwTFy5MLwtt/SHw8f/nkHOOH3OmtON8Wpm5+YXFpexybmV1bX3D3tyqqiiRhFZIxCNZ97GinAla0UxzWo8lxaHPac3vnQ/z2j2VikXiTvdj6oW4I1jACNbGuu0e3LTsvFNwRkKz4E4gf/Z9cXr53vsqt+yPZjsiSUiFJhwr1XCdWHsplpoRTge5ZqJojEkPd2jDoMAhVV46GnWA9ozTRkEkzRMajdzfHSkOleqHvqkMse6q6Wxo/pc1Eh2ceCkTcaKpIOOPgoQjHaHh3qjNJCWa9w1gIpmZFZEulphoc52cOYI7vfIsVA8L7lGheO3kS0UYKws7sAv74MIxlOAKylABAh14gCd4trj1aL1Yr+PSjDXp2YY/st5+AFZKkY0=</latexit>

h � R

Dall’Eq.(16) otteniamo

J(h−R) k̂ = Iω(0+) k̂

⇓ [uso Eq.(30)]

J(h−R) =
2

5
MR2ω(0+)

e dunque

ω(0+) =
5

2

J (h−R)

MR2
(56)

• Imponendo che la condizione di puro rotolamento sia soddisfatta da subito, deve valere che

vCM (0+) = ω(0+)R (57)

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
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e tenendo conto della (10), si ha

J

M
=

5

2

J (h−R)

MR
⇓

2

5
=

(h−R)

R
⇓

h = (1 +
2

5
)R (58)

ossia

h =
7

5
R (59)

Osserviamo che tale altezza è indipendente dall’intensità J dell’impulso applicato.

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
Dipartimento di Scienza Applicata e Tecnologia, Politecnico di Torino - Esercitazioni di Fisica I


