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Esercizio (tratto dal problema 6.8 del Mazzoldi)

Su un piano orizzontale è posata una massa m2 = 10 kg. Il coefficiente di attrito dinamico tra
m2 e piano è µ. Essa viene messa in movimento tramite un filo che si avvolge su una puleggia di
raggio R2 = 20 cm. Questa è messa in rotazione dalla discesa, sotto l’azione del peso, di una massa
m1 = 4 kg, a cui è collegata da un filo avvolto su una puleggia di raggio R1 = 50 cm, coassiale e
rigidamente fissata alla precedente. Il momento d’inerzia del sistema delle due pulegge rispetto al
comune asse di rotazione vale Ip = 6 kg m2. Calcolare, nei due casi di piano liscio (µ = 0) e piano
scabro (µ = 0.25) le seguenti quantità:

1. la velocità vf di m1 dopo che è scesa di h = 1 m;

2. le tensioni dei due fili durante il movimento.

m1
<latexit sha1_base64="9BBzqlrGmPGTc/2bMz8w05XvvQE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNr5j4iHrMZTAInsJuBPUY8KDHiOYByRJmZ2eTITOzy8ysEJZ8ghcPSvDqr/gD3vwbJ4+DJhY0FFXddHcFCWfauO63k9vY3Nreye8Winv7B4elo+OWjlNFaJPEPFadAGvKmaRNwwynnURRLAJO28HoZua3n6jSLJaPZpxQX+CBZBEj2FjpQfS9fqniVt050DrxlqRSL95Oy5+dsNEvffXCmKSCSkM41rrruYnxM6wMI5xOCr1U0wSTER7QrqUSC6r9bH7qBJ1ZJURRrGxJg+bq74kMC63HIrCdApuhXvVm4n9eNzXRtZ8xmaSGSrJYFKUcmRjN/kYhU5QYPrYEE8XsrYgMscLE2HQKNgRv9eV10qpVvYtq7d6mcQkL5KEMp3AOHlxBHe6gAU0gMIBneIU3hzsvztR5X7TmnOXMCfyB8/EDspyQUA==</latexit>

m2
<latexit sha1_base64="iLzDkt2rGhqqaFMeU5uMRlki1fs=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNr5j4iHrMZTAInsJuBPUY8KDHiOYByRJmZ2eTITOzy8ysEJZ8ghcPSvDqr/gD3vwbJ4+DJhY0FFXddHcFCWfauO63k9vY3Nreye8Winv7B4elo+OWjlNFaJPEPFadAGvKmaRNwwynnURRLAJO28HoZua3n6jSLJaPZpxQX+CBZBEj2FjpQfRr/VLFrbpzoHXiLUmlXrydlj87YaNf+uqFMUkFlYZwrHXXcxPjZ1gZRjidFHqppgkmIzygXUslFlT72fzUCTqzSoiiWNmSBs3V3xMZFlqPRWA7BTZDverNxP+8bmqiaz9jMkkNlWSxKEo5MjGa/Y1CpigxfGwJJorZWxEZYoWJsekUbAje6svrpFWrehfV2r1N4xIWyEMZTuEcPLiCOtxBA5pAYADP8ApvDndenKnzvmjNOcuZE/gD5+MHtCCQUQ==</latexit>

R1
<latexit sha1_base64="tYBWceQ3fKNAtehdoIPmYPS8VKU=">AAAB6nicbVDJSgNBEK1JXGLcouLJS2MQPIWZeNBjwIvHuGSBOISeTk3SpKdn6O4RQsgnePGgiFd/xF/wIHjyU7SzHDTxQcHjvSqq6gWJ4Nq47qeTyS4tr6zm1vLrG5tb24Wd3bqOU8WwxmIRq2ZANQousWa4EdhMFNIoENgI+udjv3GHSvNY3phBgn5Eu5KHnFFjpeurttcuFN2SOwFZJN6MFCvZj++3/S+stgvvt52YpRFKwwTVuuW5ifGHVBnOBI7yt6nGhLI+7WLLUkkj1P5wcuqIHFmlQ8JY2ZKGTNTfE0MaaT2IAtsZUdPT895Y/M9rpSY884dcJqlByaaLwlQQE5Px36TDFTIjBpZQpri9lbAeVZQZm07ehuDNv7xI6uWSd1IqX9o0XJgiBwdwCMfgwSlU4AKqUAMGXbiHR3hyhPPgPDsv09aMM5vZgz9wXn8AcJ2Rmg==</latexit>

R2
<latexit sha1_base64="f4OXQZExEkPx1yiMJo9oa/QRcsM=">AAAB6nicbVDJSgNBEK1JXGLcouLJS2MQPIWZeNBjwIvHuGSBOISeTiVp0tMzdPcIYcgnePGgiFd/xF/wIHjyU7SzHDTxQcHjvSqq6gWx4Nq47qeTyS4tr6zm1vLrG5tb24Wd3bqOEsWwxiIRqWZANQousWa4EdiMFdIwENgIBudjv3GHSvNI3phhjH5Ie5J3OaPGStdX7XK7UHRL7gRkkXgzUqxkP77f9r+w2i6833YiloQoDRNU65bnxsZPqTKcCRzlbxONMWUD2sOWpZKGqP10cuqIHFmlQ7qRsiUNmai/J1Iaaj0MA9sZUtPX895Y/M9rJaZ75qdcxolByaaLuokgJiLjv0mHK2RGDC2hTHF7K2F9qigzNp28DcGbf3mR1Msl76RUvrRpuDBFDg7gEI7Bg1OowAVUoQYMenAPj/DkCOfBeXZepq0ZZzazB3/gvP4AciGRmw==</latexit>
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SOLUZIONE

Dati noti:
m1 = 4kg
m2 = 10 kg
R1 = 0.5m
R2 = 0.2m
Ip = 6 kg m2

h = 1 m

SCRIVERE LE EQUAZIONI DEL MOTO
Iniziamo scrivendo le equazioni del moto per i tre componenti del sistema, ossia i due punti materiali
m1 ed m2 e la puleggia (corpo rigido). Dato che dobbiamo considerare sia il caso con attrito che senza
attrito, ci conviene considerare il caso generale con attrito, da quale ricaveremo eventualmente il caso
di piano liscio ponendo µ→ 0 alla fine dei calcoli.

1. Equazione per m1

Il blocco m1 è un punto materiale che è soggetto alla forza peso (diretta verticalmente verso il
basso) e alla tensione T1 (diretta verticalmente verso l’alto). Pertanto, prendendo come positivo
il verso dall’alto al basso, la seconda equazione della dinamica è

F1 = m1a1

↓
m1g − T1 = m1a1 (1)

e dunque
m1g − T1 = m1a1 (2)

2. Equazione per m2

Il blocco m2 è un punto materiale che è soggetto alla tensione T2 del filo (diretta orizzontalmente
verso destra) e alla forza di attrito dinamico (diretta orizzontalmente verso sinistra). La forza
peso è annullata esattamente dalla reazione vincolare del piano, dato che il moto di m2 avviene
solo orizzontalmente, e dunque verticalmente il corpo è fermo. Pertanto la seconda equazione
della dinamica lungo il piano (prendendo come positivo il verso da sinistra verso destra) è

F2 = m2a2

↓
T2 − µm2g = m2a2 (3)

e dunque
T2 − µm2g = m2a2 (4)

3. Equazione del moto rotatorio della puleggia
La puleggia è un corpo rigido che ruota attorno ad un asse fisso. Ad esso sono applicati due
momenti, dovuti alle tensioni dei due fili

~M1 = ~R1 × ~T1 ~M2 = ~R2 × ~T2 (5)

Per calcolare il momento ~M1 trasportiamo innanzitutto parallelamente uno dei due vettori (ad
esempio la tensione ~T1) in modo che le code dei due vettori ~R1 e ~T1 coincidano (vedi inserto della
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R1
<latexit sha1_base64="tYBWceQ3fKNAtehdoIPmYPS8VKU=">AAAB6nicbVDJSgNBEK1JXGLcouLJS2MQPIWZeNBjwIvHuGSBOISeTk3SpKdn6O4RQsgnePGgiFd/xF/wIHjyU7SzHDTxQcHjvSqq6gWJ4Nq47qeTyS4tr6zm1vLrG5tb24Wd3bqOU8WwxmIRq2ZANQousWa4EdhMFNIoENgI+udjv3GHSvNY3phBgn5Eu5KHnFFjpeurttcuFN2SOwFZJN6MFCvZj++3/S+stgvvt52YpRFKwwTVuuW5ifGHVBnOBI7yt6nGhLI+7WLLUkkj1P5wcuqIHFmlQ8JY2ZKGTNTfE0MaaT2IAtsZUdPT895Y/M9rpSY884dcJqlByaaLwlQQE5Px36TDFTIjBpZQpri9lbAeVZQZm07ehuDNv7xI6uWSd1IqX9o0XJgiBwdwCMfgwSlU4AKqUAMGXbiHR3hyhPPgPDsv09aMM5vZgz9wXn8AcJ2Rmg==</latexit>

R2
<latexit sha1_base64="f4OXQZExEkPx1yiMJo9oa/QRcsM=">AAAB6nicbVDJSgNBEK1JXGLcouLJS2MQPIWZeNBjwIvHuGSBOISeTiVp0tMzdPcIYcgnePGgiFd/xF/wIHjyU7SzHDTxQcHjvSqq6gWx4Nq47qeTyS4tr6zm1vLrG5tb24Wd3bqOEsWwxiIRqWZANQousWa4EdiMFdIwENgIBudjv3GHSvNI3phhjH5Ie5J3OaPGStdX7XK7UHRL7gRkkXgzUqxkP77f9r+w2i6833YiloQoDRNU65bnxsZPqTKcCRzlbxONMWUD2sOWpZKGqP10cuqIHFmlQ7qRsiUNmai/J1Iaaj0MA9sZUtPX895Y/M9rJaZ75qdcxolByaaLuokgJiLjv0mHK2RGDC2hTHF7K2F9qigzNp28DcGbf3mR1Msl76RUvrRpuDBFDg7gEI7Bg1OowAVUoQYMenAPj/DkCOfBeXZepq0ZZzazB3/gvP4AciGRmw==</latexit>

T1
<latexit sha1_base64="1pq+2k/5qEg+CV76H70HVDEX0Y4=">AAAB6nicdVDLSgMxFM34rPVV69JNaBFclaSKbXcFXbis2Be0Q8mkmTY0kxmSjFCGfoIbF4q4Ff/CP3Dlzr8x0yqo6IELh3Pu5d57vEhwbRB6d5aWV1bX1jMb2c2t7Z3d3F6+rcNYUdaioQhV1yOaCS5Zy3AjWDdSjASeYB1vcpb6nWumNA9l00wj5gZkJLnPKTFWumoO8CBXRCWEEMYYpgRXTpEltVq1jKsQp5ZFsZ55fcmfPxcag9xbfxjSOGDSUEG07mEUGTchynAq2CzbjzWLCJ2QEetZKknAtJvMT53BQ6sMoR8qW9LAufp9IiGB1tPAs50BMWP920vFv7xebPyqm3AZxYZJuljkxwKaEKZ/wyFXjBoxtYRQxe2tkI6JItTYdLI2hK9P4f+kXS7h41L50qZxAhbIgANQAEcAgwqogwvQAC1AwQjcgDtw7wjn1nlwHhetS87nzD74AefpAxCBkJM=</latexit>

T2
<latexit sha1_base64="e9zLkTlBSrc/U7Rkgpb3oEJbMTg=">AAAB6nicdVDLSgMxFM34rPVV69JNaBFclWQU2+4KunBZsS9oh5JJM21oJjMkGaGUfoIbF4q4Ff/CP3Dlzr8x0yqo6IELh3Pu5d57/FhwbRB6d5aWV1bX1jMb2c2t7Z3d3F6+paNEUdakkYhUxyeaCS5Z03AjWCdWjIS+YG1/fJb67WumNI9kw0xi5oVkKHnAKTFWumr03X6uiEoIIYwxTAkunyJLqtWKiysQp5ZFsZZ5fcmfPxfq/dxbbxDRJGTSUEG07mIUG29KlOFUsFm2l2gWEzomQ9a1VJKQaW86P3UGD60ygEGkbEkD5+r3iSkJtZ6Evu0MiRnp314q/uV1ExNUvCmXcWKYpItFQSKgiWD6NxxwxagRE0sIVdzeCumIKEKNTSdrQ/j6FP5PWm4JH5fcS5vGCVggAw5AARwBDMqgBi5AHTQBBUNwA+7AvSOcW+fBeVy0LjmfM/vgB5ynDxIFkJQ=</latexit>

m1g
<latexit sha1_base64="iBr65zzOWsFivSklhDroIEgd3Ig=">AAAB7HicdVDLSgMxFM3UVx0frbp0EyyCbkpSxbYrCyK4rGBboR1KJs20oZnMkGSEMvQb3LhQxK0/4V+48xP8CzOtgooeuHA4517uvcePBdcGoTcnt7C4tLySX3XX1jc2C8Wt7baOEkVZi0YiUtc+0UxwyVqGG8GuY8VI6AvW8cdnmd+5YUrzSF6ZScy8kAwlDzglxkqtsI/hsF8soTJCCGMMM4KrJ8iSer1WwTWIM8ui1Ci8nx66L+fNfvG1N4hoEjJpqCBadzGKjZcSZTgVbOr2Es1iQsdkyLqWShIy7aWzY6dw3yoDGETKljRwpn6fSEmo9ST0bWdIzEj/9jLxL6+bmKDmpVzGiWGSzhcFiYAmgtnncMAVo0ZMLCFUcXsrpCOiCDU2H9eG8PUp/J+0K2V8VK5c2jSOwRx5sAv2wAHAoAoa4AI0QQtQwMEtuAcPjnTunEfnad6acz5ndsAPOM8f8d+RAg==</latexit>

T1
<latexit sha1_base64="1pq+2k/5qEg+CV76H70HVDEX0Y4=">AAAB6nicdVDLSgMxFM34rPVV69JNaBFclaSKbXcFXbis2Be0Q8mkmTY0kxmSjFCGfoIbF4q4Ff/CP3Dlzr8x0yqo6IELh3Pu5d57vEhwbRB6d5aWV1bX1jMb2c2t7Z3d3F6+rcNYUdaioQhV1yOaCS5Zy3AjWDdSjASeYB1vcpb6nWumNA9l00wj5gZkJLnPKTFWumoO8CBXRCWEEMYYpgRXTpEltVq1jKsQp5ZFsZ55fcmfPxcag9xbfxjSOGDSUEG07mEUGTchynAq2CzbjzWLCJ2QEetZKknAtJvMT53BQ6sMoR8qW9LAufp9IiGB1tPAs50BMWP920vFv7xebPyqm3AZxYZJuljkxwKaEKZ/wyFXjBoxtYRQxe2tkI6JItTYdLI2hK9P4f+kXS7h41L50qZxAhbIgANQAEcAgwqogwvQAC1AwQjcgDtw7wjn1nlwHhetS87nzD74AefpAxCBkJM=</latexit>

T2
<latexit sha1_base64="e9zLkTlBSrc/U7Rkgpb3oEJbMTg=">AAAB6nicdVDLSgMxFM34rPVV69JNaBFclWQU2+4KunBZsS9oh5JJM21oJjMkGaGUfoIbF4q4Ff/CP3Dlzr8x0yqo6IELh3Pu5d57/FhwbRB6d5aWV1bX1jMb2c2t7Z3d3F6+paNEUdakkYhUxyeaCS5Z03AjWCdWjIS+YG1/fJb67WumNI9kw0xi5oVkKHnAKTFWumr03X6uiEoIIYwxTAkunyJLqtWKiysQp5ZFsZZ5fcmfPxfq/dxbbxDRJGTSUEG07mIUG29KlOFUsFm2l2gWEzomQ9a1VJKQaW86P3UGD60ygEGkbEkD5+r3iSkJtZ6Evu0MiRnp314q/uV1ExNUvCmXcWKYpItFQSKgiWD6NxxwxagRE0sIVdzeCumIKEKNTSdrQ/j6FP5PWm4JH5fcS5vGCVggAw5AARwBDMqgBi5AHTQBBUNwA+7AvSOcW+fBeVy0LjmfM/vgB5ynDxIFkJQ=</latexit>

Fatt
<latexit sha1_base64="wCgiKB7Wq5gt4405a97A8VmVeWo=">AAAB8nicdVDLSgNBEJyNrxhfMR69DAmCp7ATxSS3gCIeI5gHJEuYncwmQ2YfzPQKYclnePGgiODJX/APPHnzb5xNFFS0oKGo6qa7y42k0GDb71ZmaXlldS27ntvY3Nreye8W2jqMFeMtFspQdV2quRQBb4EAybuR4tR3Je+4k9PU71xzpUUYXME04o5PR4HwBKNgpN75IOkrH1OA2SBfssu2bRNCcEpI9cQ2pF6vVUgNk9QyKDWyry+Fs6dic5B/6w9DFvs8ACap1j1iR+AkVIFgks9y/VjziLIJHfGeoQH1uXaS+ckzfGCUIfZCZSoAPFe/TyTU13rqu6bTpzDWv71U/MvrxeDVnEQEUQw8YItFXiwxhDj9Hw+F4gzk1BDKlDC3YjamijIwKeVMCF+f4v9Ju1ImR+XKpUnjGC2QRfuoiA4RQVXUQBeoiVqIoRDdoDt0b4F1az1Yj4vWjPU5s4d+wHr+AGR7lEA=</latexit>

R1
<latexit sha1_base64="tYBWceQ3fKNAtehdoIPmYPS8VKU=">AAAB6nicbVDJSgNBEK1JXGLcouLJS2MQPIWZeNBjwIvHuGSBOISeTk3SpKdn6O4RQsgnePGgiFd/xF/wIHjyU7SzHDTxQcHjvSqq6gWJ4Nq47qeTyS4tr6zm1vLrG5tb24Wd3bqOU8WwxmIRq2ZANQousWa4EdhMFNIoENgI+udjv3GHSvNY3phBgn5Eu5KHnFFjpeurttcuFN2SOwFZJN6MFCvZj++3/S+stgvvt52YpRFKwwTVuuW5ifGHVBnOBI7yt6nGhLI+7WLLUkkj1P5wcuqIHFmlQ8JY2ZKGTNTfE0MaaT2IAtsZUdPT895Y/M9rpSY884dcJqlByaaLwlQQE5Px36TDFTIjBpZQpri9lbAeVZQZm07ehuDNv7xI6uWSd1IqX9o0XJgiBwdwCMfgwSlU4AKqUAMGXbiHR3hyhPPgPDsv09aMM5vZgz9wXn8AcJ2Rmg==</latexit>

T1
<latexit sha1_base64="1pq+2k/5qEg+CV76H70HVDEX0Y4=">AAAB6nicdVDLSgMxFM34rPVV69JNaBFclaSKbXcFXbis2Be0Q8mkmTY0kxmSjFCGfoIbF4q4Ff/CP3Dlzr8x0yqo6IELh3Pu5d57vEhwbRB6d5aWV1bX1jMb2c2t7Z3d3F6+rcNYUdaioQhV1yOaCS5Zy3AjWDdSjASeYB1vcpb6nWumNA9l00wj5gZkJLnPKTFWumoO8CBXRCWEEMYYpgRXTpEltVq1jKsQp5ZFsZ55fcmfPxcag9xbfxjSOGDSUEG07mEUGTchynAq2CzbjzWLCJ2QEetZKknAtJvMT53BQ6sMoR8qW9LAufp9IiGB1tPAs50BMWP920vFv7xebPyqm3AZxYZJuljkxwKaEKZ/wyFXjBoxtYRQxe2tkI6JItTYdLI2hK9P4f+kXS7h41L50qZxAhbIgANQAEcAgwqogwvQAC1AwQjcgDtw7wjn1nlwHhetS87nzD74AefpAxCBkJM=</latexit>

T2
<latexit sha1_base64="e9zLkTlBSrc/U7Rkgpb3oEJbMTg=">AAAB6nicdVDLSgMxFM34rPVV69JNaBFclWQU2+4KunBZsS9oh5JJM21oJjMkGaGUfoIbF4q4Ff/CP3Dlzr8x0yqo6IELh3Pu5d57/FhwbRB6d5aWV1bX1jMb2c2t7Z3d3F6+paNEUdakkYhUxyeaCS5Z03AjWCdWjIS+YG1/fJb67WumNI9kw0xi5oVkKHnAKTFWumr03X6uiEoIIYwxTAkunyJLqtWKiysQp5ZFsZZ5fcmfPxfq/dxbbxDRJGTSUEG07mIUG29KlOFUsFm2l2gWEzomQ9a1VJKQaW86P3UGD60ygEGkbEkD5+r3iSkJtZ6Evu0MiRnp314q/uV1ExNUvCmXcWKYpItFQSKgiWD6NxxwxagRE0sIVdzeCumIKEKNTSdrQ/j6FP5PWm4JH5fcS5vGCVggAw5AARwBDMqgBi5AHTQBBUNwA+7AvSOcW+fBeVy0LjmfM/vgB5ynDxIFkJQ=</latexit>

R2
<latexit sha1_base64="f4OXQZExEkPx1yiMJo9oa/QRcsM=">AAAB6nicbVDJSgNBEK1JXGLcouLJS2MQPIWZeNBjwIvHuGSBOISeTiVp0tMzdPcIYcgnePGgiFd/xF/wIHjyU7SzHDTxQcHjvSqq6gWx4Nq47qeTyS4tr6zm1vLrG5tb24Wd3bqOEsWwxiIRqWZANQousWa4EdiMFdIwENgIBudjv3GHSvNI3phhjH5Ie5J3OaPGStdX7XK7UHRL7gRkkXgzUqxkP77f9r+w2i6833YiloQoDRNU65bnxsZPqTKcCRzlbxONMWUD2sOWpZKGqP10cuqIHFmlQ7qRsiUNmai/J1Iaaj0MA9sZUtPX895Y/M9rJaZ75qdcxolByaaLuokgJiLjv0mHK2RGDC2hTHF7K2F9qigzNp28DcGbf3mR1Msl76RUvrRpuDBFDg7gEI7Bg1OowAVUoQYMenAPj/DkCOfBeXZepq0ZZzazB3/gvP4AciGRmw==</latexit>

m1
<latexit sha1_base64="9BBzqlrGmPGTc/2bMz8w05XvvQE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNr5j4iHrMZTAInsJuBPUY8KDHiOYByRJmZ2eTITOzy8ysEJZ8ghcPSvDqr/gD3vwbJ4+DJhY0FFXddHcFCWfauO63k9vY3Nreye8Winv7B4elo+OWjlNFaJPEPFadAGvKmaRNwwynnURRLAJO28HoZua3n6jSLJaPZpxQX+CBZBEj2FjpQfS9fqniVt050DrxlqRSL95Oy5+dsNEvffXCmKSCSkM41rrruYnxM6wMI5xOCr1U0wSTER7QrqUSC6r9bH7qBJ1ZJURRrGxJg+bq74kMC63HIrCdApuhXvVm4n9eNzXRtZ8xmaSGSrJYFKUcmRjN/kYhU5QYPrYEE8XsrYgMscLE2HQKNgRv9eV10qpVvYtq7d6mcQkL5KEMp3AOHlxBHe6gAU0gMIBneIU3hzsvztR5X7TmnOXMCfyB8/EDspyQUA==</latexit>

m2
<latexit sha1_base64="iLzDkt2rGhqqaFMeU5uMRlki1fs=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNr5j4iHrMZTAInsJuBPUY8KDHiOYByRJmZ2eTITOzy8ysEJZ8ghcPSvDqr/gD3vwbJ4+DJhY0FFXddHcFCWfauO63k9vY3Nreye8Winv7B4elo+OWjlNFaJPEPFadAGvKmaRNwwynnURRLAJO28HoZua3n6jSLJaPZpxQX+CBZBEj2FjpQfRr/VLFrbpzoHXiLUmlXrydlj87YaNf+uqFMUkFlYZwrHXXcxPjZ1gZRjidFHqppgkmIzygXUslFlT72fzUCTqzSoiiWNmSBs3V3xMZFlqPRWA7BTZDverNxP+8bmqiaz9jMkkNlWSxKEo5MjGa/Y1CpigxfGwJJorZWxEZYoWJsekUbAje6svrpFWrehfV2r1N4xIWyEMZTuEcPLiCOtxBA5pAYADP8ApvDndenKnzvmjNOcuZE/gD5+MHtCCQUQ==</latexit>

Figure 1: Lo schema delle forze applicate alle masse e alla puleggia

Fig.1). A questo punto, andando cone le dita della mano destra dal primo vettore (ossia ~R1) al
secondo vettore (ossia ~T1) il pollice punta nel verso entrante. Ripetendo lo stesso procedimento
per il momento ~M2, si trova che in tal caso il pollice punta nel verso uscente. Pertanto, denotando
con ûz il versore del verso entrante, si ha{

~M1 = +R1 T1 ûz
~M2 = −R2 T2 ûz

(6)

Prendendo come positiva l’accelerazione angolare nel verso orario si ha ~α = α ûz. Pertanto, dalla
seconda equazione cardinale della dinamica del corpo rigido, si ha

~M1 + ~M2 = Ip ~α

⇓
+R1 T1 ûz −R2 T2 ûz = Ip α ûz

⇓
(R1 T1 −R2 T2) ûz = Ip α ûz (7)

Siccome due vettori sono uguali se e solo se hanno le componenti uguali, si ha

R1 T1 −R2 T2 = Ip α (8)

4. Relazione tra accelerazione angolare ed accelerazioni lineari
Per ciascuno dei due dischi che costituiscono la puleggia la relazione tra accelerazione angolare
ed accelerazione lineare è {

a1 = αR1

a2 = αR2
(9)

RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DEL MOTO
Passiamo ora a risolvere le equazioni equazioni (2), (4), (8) [con le ulteriori relazioni (9)] ricavate in
precedenza: 

m1g − T1 = m1a1
T2 − µm2g = m2a2

R1 T1 −R2 T2 = Ip α
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si ottiene 
T1 = m1(g − a1)
T2 = m2(a2 + µg)

R1 T1 −R2 T2 = Ip α

e sfruttando le relazioni (9), si ottiene
T1 = m1(g −R1α)
T2 = m2(R2α+ µg)

R1 T1 −R2 T2 = Ip α
(10)

Da cui si ricava:

1. Accelerazione angolare
Sostituendo le prime due equazioni nella terza, si ottiene

R1m1(g −R1α)−R2m2(R2α+ µg) = Ip α (11)

Raccogliendo tutti i termini proporzionali ad α

g(R1m1 −R2m2µ) = (Ip +m1R
2
1 +m2R

2
2)α (12)

si trova l’accelerazione angolare

α = g
R1m1 −R2m2µ

Ip +m1R2
1 +m2R2

2

(13)

e, dalla prima delle (9), l’accelerazione verticale della massa m1

a1 = g R1
R1m1 −R2m2µ

Ip +m1R2
1 +m2R2

2

(14)

Distinguiamo ora i due casi

(a) piano liscio (µ = 0)
Sostituendo nell’Eq.(13) i valori si ottiene

α = g
R1m1

Ip +m1R2
1 +m2R2

2

=

= 9.81
m

s2
· 0.5m · 4kg/

6 kg/m2 + 4kg/ · (0.5m)2 + 10kg/ · (0.2m)2
=

= 9.81
2m/

(6 + 1 + 0.4)m/2
m/

s2

ossia

α = 2.65
1

s2
(piano liscio) (15)

(b) piano scabro (µ = 0.25)
Sostituendo nell’Eq.(13) i valori si ottiene

α = g
R1m1 −R2m2µ

Ip +m1R2
1 +m2R2

2

=

= 9.81
m

s2
· 0.5m · 4kg/− 0.2m · 10kg · 0.25

6 kg/m2 + 4kg/ · (0.5m)2 + 10kg/ · (0.2m)2
=

= 9.81
1.5m/

(6 + 1 + 0.4)m/2
m/

s2

ossia

α = 1.99
1

s2
(piano scabro) (16)
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2. Velocità del corpo m1

Dall’Eq.(9) e dai valori (15) e (16) si trova l’accelerazione verticale a1 del corpo m1

a1 = αR1 =


2.65 1

s2
· 0.5m = 1.33m

s2
(piano liscio)

1.99 1
s2
· 0.5m = 1.00m

s2
(piano scabro)

(17)

In entrambi i casi a1 è costante nel tempo. Pertanto il moto di discesa è uniformemente accelerato
e possiamo applicare per la massa m1 la formula del moto uniformemente accelerato

v2f − v2i
2h

= a1 (18)

dove vi = 0 è la velocità iniziale, ottenendo una velocità finale

vf =
√

2h a1 (19)

ossia

vf =


√

2 · 1 m · 1.33 m
s2

= 1.63m
s (piano liscio)√

2 · 1 m · 1.00 m
s2

= 1.41m
s (piano scabro)

(20)

m1 = 4kg
m2 = 10 kg
R1 = 0.5m
R2 = 0.2m
Ip = 6 kg m2

h = 1 m

3. le tensioni dei due fili
Dal sistema (10) si ricava che {

T1 = m1(g −R1α)
T2 = m2(R2α+ µg)

(21)

Distinguiamo ora i due casi:

(a) piano liscio (µ = 0)
Sostituendo il valore (15) in (21) si ottengono le due tensioni

T1 = 4 kg (9.81
m

s2
− 0.5 m · 2.65

1

s2
) =

= 4 · 8.48
kg m

s2︸ ︷︷ ︸
=N

=

= 33.9 N (22)

mentre

T2 = 10 kg (0.2 m · 2.65
1

s2
) =

= 10 · 0.53
kg m

s2︸ ︷︷ ︸
=N

=

= 5.30 N (23)
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(b) piano scabro (µ = 0.25)
Sostituendo il valore (16) in (21) si ottengono le due tensioni

T1 = 4 kg (9.81
m

s2
− 0.5 m · 1.99

1

s2
) =

= 4 · 8.82
kg m

s2︸ ︷︷ ︸
=N

=

= 35.3 N (24)

mentre

T2 = 10 kg (0.2 m · 1.99
1

s2
+

1

4
· 9.81

m

s2
) =

= 10 · 2.85
kg m

s2︸ ︷︷ ︸
=N

=

= 28.5 N (25)

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
Dipartimento di Scienza Applicata e Tecnologia, Politecnico di Torino - Esercitazioni di Fisica I


