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Esercizio (tratto dal problema 6.27 del Mazzoldi)

Un’asta omogenea di lunghezza l e massa ma, su cui poggiano alle estremità due masse m1 e m2,
è in equilibrio in un piano orizzontale grazie all’utilizzo di un fulcro posto a distanza xF dall’estremo
sinistro. Calcolare:

xF

m1 m2

1. la reazione vincolare del fulcro;

2. il valore di xF ;

3. la coordinata xCM del centro di massa del sistema.
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SOLUZIONE

Dati noti:
m1;
m2;
ma;
l

Le condizioni per la statica è l’annullamento delle forze esterne e dei momenti esterni
~F ext =

∑
i
~F ext
i = 0

~M ext =
∑

i
~M ext
i = 0

(1)

• Forze esterne
Le forze esterne che agiscono sul sistema sono:
-le forze peso (che agiscono su ciascuno dei tre corpi);
-la reazione vincolare ~R del fulcro (incognita)

Dalla prima equazione cardinale (1) abbiamo∑
i

~F ext
i = m1~g + m2~g + ma~g + ~R = 0

⇓
−m1gûy −m2gûy −magûy + Rxûx + Ryûy = 0

⇓
Rxûx + (Ry − (m1 + m2 + ma)g)ûy = 0 (2)

Il vettore a sinistra dell’ ”=” è nullo se e solo se sono nulle tutte le sue componenti:{
Rx = 0
Ry − (m1 + m2 + ma)g = 0

(3)

NOTA BENE: Come si vede che da (2) segue (3) ?
i) Moltiplico scalarmente la (2) per ûx

ûx · (Rxûx + (Ry − (m1 + m2 + ma)g)ûy) = 0

⇓
Rx ûx · ûx︸ ︷︷ ︸

=1

+(Ry − (m1 + m2 + ma)g) ûx · ûy︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

⇓
Rx = 0 (4)

che è la prima delle Eq.(3).
ii) Moltiplico scalarmente la (2) per ûy

ûy · (Rxûx + (Ry − (m1 + m2 + ma)g)ûy) = 0

⇓
Rx ûx · ûy︸ ︷︷ ︸

=0

+(Ry − (m1 + m2 + ma)g) ûx · ûy︸ ︷︷ ︸
=1

= 0

⇓
Ry − (m1 + m2 + ma)g = 0 (5)
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che è la seconda delle Eq.(3).

Dall’Eq.(3) ricaviamo dunque la reazione vincolare ~R, le cui componenti sono{
Rx = 0
Ry = (m1 + m2 + ma)g

(6)

che risulta dunque diretta verso l’alto.

• Momenti esterni
Per calcolare i momenti esterni dobbiamo scegliere un polo Ω rispetto a cui calcolarli. Le
condizioni della statica sono indipendenti dalla scelta del polo. Se le condizioni (1) sono valide
entrambe con una certa scelta di polo Ω per i momenti, allora sono valide entrambe anche per
una qualsiasi altra scelta Ω′ di polo.

Ad esempio possiamo scegliere come polo il fulcro F . I momenti sono definiti come

~M ext
i = ~ri × ~F ext

i (7)

~ri che identifica il punto in cui è applicata la forza ~F ext
i , e per calcolare il prodotto vettoriale

dobbiamo trasportare parallelamente ciascun vettore forza in modo che la sua coda coincida con
la coda del vettore ~ri (o viceversa), e poi applicare la regola della mano destra per conoscere il
verso del prodotto vettoriale [vedi Fig.1]. Indicando

ûz = versore uscente dal foglio

si ha

~M1 = ~r1 ×m1~g︸ ︷︷ ︸
uscente

= xFm1g ûz (8)

~M2 = ~r2 ×m2~g︸ ︷︷ ︸
entrante

= − (l − xF )m2g ûz (9)

~Ma = ~ra ×ma~g︸ ︷︷ ︸
entrante

= −
(
l

2
− xF

)
mag ûz (10)

~MR = ~rR︸︷︷︸
=0

×~R = 0 (11)

Dalla seconda equazione cardinale (1) abbiamo∑
i

~M ext
i = ~M1 + ~M2 + ~Ma + ~MR = 0

⇓

xFm1g ûz − (l − xF )m2g ûz −
(
l

2
− xF

)
mag ûz = 0

⇓(
xFm1 − (l − xF )m2 −

(
l

2
− xF

)
ma

)
g ûz = 0

(12)
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xF

m2~g
<latexit sha1_base64="MuzNm4rzaJzj8KbJOal17W9+Ej0=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dDcbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKMJ6WqqGemnkiAeMXIfTa8L/35GpKIiudPzlIQcjRMaU4y0kQI+9OBgRnA+XgyrNce+ajU8vwEd23GarucWxGv6dR+6RilQA2t0htX3wUjgjJNEY4aUClwn1WGOpKaYkUVlkCmSIjxFYxIYmiBOVJgvT17AC6OMYCykqUTDpfp9IkdcqTmPTCdHeqJ+e4X4lxdkOm6FOU3STJMErxbFGYNawOJ/OKKSYM3mhiAsqbkV4gmSCGuTUsWE8PUp/J/0PNut296tX2u31nGUwRk4B5fABU3QBjegA7oAAwEewBN4trT1aL1Yr6vWkrWeOQU/YL19AkXjkTs=</latexit>

m1~g
<latexit sha1_base64="rb6oWj+hBV18fzjvnAcDoZo/b+I=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dDcbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKMJ6WqqGemnkiAeMXIfTa8L/35GpKIiudPzlIQcjRMaU4y0kQI+dOFgRnA+XgyrNce+ajU8vwEd23GarucWxGv6dR+6RilQA2t0htX3wUjgjJNEY4aUClwn1WGOpKaYkUVlkCmSIjxFYxIYmiBOVJgvT17AC6OMYCykqUTDpfp9IkdcqTmPTCdHeqJ+e4X4lxdkOm6FOU3STJMErxbFGYNawOJ/OKKSYM3mhiAsqbkV4gmSCGuTUsWE8PUp/J/0PNut296tX2u31nGUwRk4B5fABU3QBjegA7oAAwEewBN4trT1aL1Yr6vWkrWeOQU/YL19AkRXkTo=</latexit>

~r1
<latexit sha1_base64="Q9ZHaqrT+p0elbJ4ct/4HpCvJhw=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KkkVO90V3LisYB/SDiWTpm1okhmSTKEM/Qo3LhRx6+e482/MtBVU9MCFwzn3cu89YSy4sQh9eLm19Y3Nrfx2YWd3b/+geHjUMlGiKWvSSES6ExLDBFesabkVrBNrRmQoWDucXGd+e8q04ZG6s7OYBZKMFB9ySqyT7ntTRlM97+N+sYTKCCGMMcwIrl4hR2o1v4J9iDPLoQRWaPSL771BRBPJlKWCGNPFKLZBSrTlVLB5oZcYFhM6ISPWdVQRyUyQLg6ewzOnDOAw0q6UhQv1+0RKpDEzGbpOSezY/PYy8S+vm9ihH6RcxYllii4XDRMBbQSz7+GAa0atmDlCqObuVkjHRBNqXUYFF8LXp/B/0qqU8UW5cntZqvurOPLgBJyCc4BBFdTBDWiAJqBAggfwBJ497T16L97rsjXnrWaOwQ94b58erpCY</latexit>

~r2
<latexit sha1_base64="CV2GKamOO38b6eWRPX5gyFQnxpA=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KskodroruHFZwT6kHUomzbShmcyQZApl6Fe4caGIWz/HnX9jpq2gogcuHM65l3vvCRLBtUHowymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TRVmLxiJW3YBoJrhkLcONYN1EMRIFgnWCyXXud6ZMaR7LOzNLmB+RkeQhp8RY6b4/ZTRT84E7KFdQFSGEMYY5wbUrZEm97rnYgzi3LCpgheag/N4fxjSNmDRUEK17GCXGz4gynAo2L/VTzRJCJ2TEepZKEjHtZ4uD5/DMKkMYxsqWNHChfp/ISKT1LApsZ0TMWP/2cvEvr5ea0PMzLpPUMEmXi8JUQBPD/Hs45IpRI2aWEKq4vRXSMVGEGptRyYbw9Sn8n7TdKr6oureXlYa3iqMITsApOAcY1EAD3IAmaAEKIvAAnsCzo5xH58V5XbYWnNXMMfgB5+0TIDKQmQ==</latexit>

F CMasta
<latexit sha1_base64="jJ1QN1vSFtQ14r/ptS8Peg5Z6tk=">AAAB8nicbVBNS8NAEN34WetX1aOXxSJ4Kkkt6LHQixehgv2ANJTNdtMu3eyG3YlQQn6GFw+KePXXePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyaCG3Ddb2djc2t7Z7e0V94/ODw6rpycdo1KNWUdqoTS/ZAYJrhkHeAgWD/RjMShYL1w2pr7vSemDVfyEWYJC2IyljzilICV/Kx1nw8zYoDkw0rVrbkL4HXiFaSKCrSHla/BSNE0ZhKoIMb4nptAkBENnAqWlwepYQmhUzJmvqWSxMwE2eLkHF9aZYQjpW1JwAv190RGYmNmcWg7YwITs+rNxf88P4XoNsi4TFJgki4XRanAoPD8fzzimlEQM0sI1dzeiumEaELBplS2IXirL6+Tbr3mXdfqD41qs1HEUULn6AJdIQ/doCa6Q23UQRQp9Ixe0ZsDzovz7nwsWzecYuYM/YHz+QOTDpFm</latexit>

~ra
<latexit sha1_base64="n0AXT3tozh48JZYjuSpwXTMSNOo=">AAAB8HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqSS12PZW8OKxgq2VdinZNNuGJtklyRbK0l/hxYMiXv053vw3ZtsKKvpg4PHeDDPzglhwYxH68HJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoY6JEU9amkYh0NyCGCa5Y23IrWDfWjMhAsLtgcpX5d1OmDY/UrZ3FzJdkpHjIKbFOuu9PGU31fEAGxRIqI4QwxjAjuHaJHGk06hVchzizHEpghdag+N4fRjSRTFkqiDE9jGLrp0RbTgWbF/qJYTGhEzJiPUcVkcz46eLgOTxzyhCGkXalLFyo3ydSIo2ZycB1SmLH5reXiX95vcSGdT/lKk4sU3S5KEwEtBHMvodDrhm1YuYIoZq7WyEdE02odRkVXAhfn8L/SadSxhflyk211Kyu4siDE3AKzgEGNdAE16AF2oACCR7AE3j2tPfovXivy9act5o5Bj/gvX0CZjqQxA==</latexit>

l

2
� xF

<latexit sha1_base64="eT4ow55v29YqZ3GouWdHi7w4jqk=">AAAB+HicbVBNS8NAEJ3Ur1o/GvXoZbEIXixJLeixIIjHCvYD2lA22027dLMJuxuxhvwSLx4U8epP8ea/cdvmoK0PBh7vzTAzz485U9pxvq3C2vrG5lZxu7Szu7dftg8O2ypKJKEtEvFIdn2sKGeCtjTTnHZjSXHoc9rxJ9czv/NApWKRuNfTmHohHgkWMIK1kQZ2uR9ITFKepbXs/HFwM7ArTtWZA60SNycVyNEc2F/9YUSSkApNOFaq5zqx9lIsNSOcZqV+omiMyQSPaM9QgUOqvHR+eIZOjTJEQSRNCY3m6u+JFIdKTUPfdIZYj9WyNxP/83qJDq68lIk40VSQxaIg4UhHaJYCGjJJieZTQzCRzNyKyBibJLTJqmRCcJdfXiXtWtW9qNbu6pVGPY+jCMdwAmfgwiU04Baa0AICCTzDK7xZT9aL9W59LFoLVj5zBH9gff4ApJSTBw==</latexit>

l � xF
<latexit sha1_base64="4U1e8ytbRddN+nICd5Mo2DrD2qc=">AAAB7HicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgxbJbC3osCOKxgtsW2qVk02wbms0uSVYsS3+DFw+KePUHefPfmLZ70NYHA4/3ZpiZFySCa+M436iwtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWjpOFWUejUWsOgHRTHDJPMONYJ1EMRIFgrWD8c3Mbz8ypXksH8wkYX5EhpKHnBJjJU9cPPVv++WKU3XmwKvEzUkFcjT75a/eIKZpxKShgmjddZ3E+BlRhlPBpqVeqllC6JgMWddSSSKm/Wx+7BSfWWWAw1jZkgbP1d8TGYm0nkSB7YyIGellbyb+53VTE177GZdJapiki0VhKrCJ8exzPOCKUSMmlhCquL0V0xFRhBqbT8mG4C6/vEpatap7Wa3d1yuNeh5HEU7gFM7BhStowB00wQMKHJ7hFd6QRC/oHX0sWgsonzmGP0CfP1yYjlg=</latexit>

ûx
<latexit sha1_base64="rPMZx0QQ281qSL6d5a8Q+wIJj4Q=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4Kkkt6LHgxWMF+yFtKJvtpl262YTdiVhCf4UXD4p49ed489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJFIYdN1vZ219Y3Nru7BT3N3bPzgsHR23TJxqxpsslrHuBNRwKRRvokDJO4nmNAokbwfjm5nffuTaiFjd4yThfkSHSoSCUbTSQ29EMUun/ad+qexW3DnIKvFyUoYcjX7pqzeIWRpxhUxSY7qem6CfUY2CST4t9lLDE8rGdMi7lioaceNn84On5NwqAxLG2pZCMld/T2Q0MmYSBbYzojgyy95M/M/rphhe+5lQSYpcscWiMJUEYzL7ngyE5gzlxBLKtLC3EjaimjK0GRVtCN7yy6ukVa14l5XqXa1cr+VxFOAUzuACPLiCOtxCA5rAIIJneIU3RzsvzrvzsWhdc/KZE/gD5/MHPwyQpw==</latexit>

ûy
<latexit sha1_base64="CIx+Jqw6Vp7EgPoGLiPWn4EGsTQ=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lqQY8FLx4r2A9pQ9lsN+3SzSbsToQS+iu8eFDEqz/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbud+54lrI2L1gNOE+xEdKREKRtFKj/0xxSydDaaDcsWtuguQdeLlpAI5moPyV38YszTiCpmkxvQ8N0E/oxoFk3xW6qeGJ5RN6Ij3LFU04sbPFgfPyIVVhiSMtS2FZKH+nshoZMw0CmxnRHFsVr25+J/XSzG88TOhkhS5YstFYSoJxmT+PRkKzRnKqSWUaWFvJWxMNWVoMyrZELzVl9dJu1b1rqq1+3qlUc/jKMIZnMMleHANDbiDJrSAQQTP8ApvjnZenHfnY9lacPKZU/gD5/MHQJCQqA==</latexit>

m1~g
<latexit sha1_base64="rb6oWj+hBV18fzjvnAcDoZo/b+I=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dDcbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKMJ6WqqGemnkiAeMXIfTa8L/35GpKIiudPzlIQcjRMaU4y0kQI+dOFgRnA+XgyrNce+ajU8vwEd23GarucWxGv6dR+6RilQA2t0htX3wUjgjJNEY4aUClwn1WGOpKaYkUVlkCmSIjxFYxIYmiBOVJgvT17AC6OMYCykqUTDpfp9IkdcqTmPTCdHeqJ+e4X4lxdkOm6FOU3STJMErxbFGYNawOJ/OKKSYM3mhiAsqbkV4gmSCGuTUsWE8PUp/J/0PNut296tX2u31nGUwRk4B5fABU3QBjegA7oAAwEewBN4trT1aL1Yr6vWkrWeOQU/YL19AkRXkTo=</latexit>

~r1
<latexit sha1_base64="Q9ZHaqrT+p0elbJ4ct/4HpCvJhw=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KkkVO90V3LisYB/SDiWTpm1okhmSTKEM/Qo3LhRx6+e482/MtBVU9MCFwzn3cu89YSy4sQh9eLm19Y3Nrfx2YWd3b/+geHjUMlGiKWvSSES6ExLDBFesabkVrBNrRmQoWDucXGd+e8q04ZG6s7OYBZKMFB9ySqyT7ntTRlM97+N+sYTKCCGMMcwIrl4hR2o1v4J9iDPLoQRWaPSL771BRBPJlKWCGNPFKLZBSrTlVLB5oZcYFhM6ISPWdVQRyUyQLg6ewzOnDOAw0q6UhQv1+0RKpDEzGbpOSezY/PYy8S+vm9ihH6RcxYllii4XDRMBbQSz7+GAa0atmDlCqObuVkjHRBNqXUYFF8LXp/B/0qqU8UW5cntZqvurOPLgBJyCc4BBFdTBDWiAJqBAggfwBJ497T16L97rsjXnrWaOwQ94b58erpCY</latexit>

~ra
<latexit sha1_base64="n0AXT3tozh48JZYjuSpwXTMSNOo=">AAAB8HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvgqSS12PZW8OKxgq2VdinZNNuGJtklyRbK0l/hxYMiXv053vw3ZtsKKvpg4PHeDDPzglhwYxH68HJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoY6JEU9amkYh0NyCGCa5Y23IrWDfWjMhAsLtgcpX5d1OmDY/UrZ3FzJdkpHjIKbFOuu9PGU31fEAGxRIqI4QwxjAjuHaJHGk06hVchzizHEpghdag+N4fRjSRTFkqiDE9jGLrp0RbTgWbF/qJYTGhEzJiPUcVkcz46eLgOTxzyhCGkXalLFyo3ydSIo2ZycB1SmLH5reXiX95vcSGdT/lKk4sU3S5KEwEtBHMvodDrhm1YuYIoZq7WyEdE02odRkVXAhfn8L/SadSxhflyk211Kyu4siDE3AKzgEGNdAE16AF2oACCR7AE3j2tPfovXivy9act5o5Bj/gvX0CZjqQxA==</latexit>m2~g

<latexit sha1_base64="MuzNm4rzaJzj8KbJOal17W9+Ej0=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dDcbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKMJ6WqqGemnkiAeMXIfTa8L/35GpKIiudPzlIQcjRMaU4y0kQI+9OBgRnA+XgyrNce+ajU8vwEd23GarucWxGv6dR+6RilQA2t0htX3wUjgjJNEY4aUClwn1WGOpKaYkUVlkCmSIjxFYxIYmiBOVJgvT17AC6OMYCykqUTDpfp9IkdcqTmPTCdHeqJ+e4X4lxdkOm6FOU3STJMErxbFGYNawOJ/OKKSYM3mhiAsqbkV4gmSCGuTUsWE8PUp/J/0PNut296tX2u31nGUwRk4B5fABU3QBjegA7oAAwEewBN4trT1aL1Yr6vWkrWeOQU/YL19AkXjkTs=</latexit>

~r2
<latexit sha1_base64="CV2GKamOO38b6eWRPX5gyFQnxpA=">AAAB8HicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KskodroruHFZwT6kHUomzbShmcyQZApl6Fe4caGIWz/HnX9jpq2gogcuHM65l3vvCRLBtUHowymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TRVmLxiJW3YBoJrhkLcONYN1EMRIFgnWCyXXud6ZMaR7LOzNLmB+RkeQhp8RY6b4/ZTRT84E7KFdQFSGEMYY5wbUrZEm97rnYgzi3LCpgheag/N4fxjSNmDRUEK17GCXGz4gynAo2L/VTzRJCJ2TEepZKEjHtZ4uD5/DMKkMYxsqWNHChfp/ISKT1LApsZ0TMWP/2cvEvr5ea0PMzLpPUMEmXi8JUQBPD/Hs45IpRI2aWEKq4vRXSMVGEGptRyYbw9Sn8n7TdKr6oureXlYa3iqMITsApOAcY1EAD3IAmaAEKIvAAnsCzo5xH58V5XbYWnNXMMfgB5+0TIDKQmQ==</latexit>

ma~g
<latexit sha1_base64="AL6Is7nbMS1Dkgco+ZpRMhz9whI=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dDcbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKMJ6WqqGemnkiAeMXIfTa8L/35GpKIiudPzlIQcjRMaU4y0kQI+RHAwIzgfL4bVmmNftRqe34CO7ThN13ML4jX9ug9doxSogTU6w+r7YCRwxkmiMUNKBa6T6jBHUlPMyKIyyBRJEZ6iMQkMTRAnKsyXJy/ghVFGMBbSVKLhUv0+kSOu1JxHppMjPVG/vUL8ywsyHbfCnCZppkmCV4vijEEtYPE/HFFJsGZzQxCW1NwK8QRJhLVJqWJC+PoU/k96nu3Wbe/Wr7Vb6zjK4Aycg0vggiZogxvQAV2AgQAP4Ak8W9p6tF6s11VryVrPnIIfsN4+AY6XkWo=</latexit>

ma~g
<latexit sha1_base64="AL6Is7nbMS1Dkgco+ZpRMhz9whI=">AAAB8nicdVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0jS0NZbwYvHCrYW0lA22027dDcbdjeFEvozvHhQxKu/xpv/xk1bQUUfDDzem2FmXpQyqrTjfFiljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80lMik5h0sWBC9iOkCKMJ6WqqGemnkiAeMXIfTa8L/35GpKIiudPzlIQcjRMaU4y0kQI+RHAwIzgfL4bVmmNftRqe34CO7ThN13ML4jX9ug9doxSogTU6w+r7YCRwxkmiMUNKBa6T6jBHUlPMyKIyyBRJEZ6iMQkMTRAnKsyXJy/ghVFGMBbSVKLhUv0+kSOu1JxHppMjPVG/vUL8ywsyHbfCnCZppkmCV4vijEEtYPE/HFFJsGZzQxCW1NwK8QRJhLVJqWJC+PoU/k96nu3Wbe/Wr7Vb6zjK4Aycg0vggiZogxvQAV2AgQAP4Ak8W9p6tF6s11VryVrPnIIfsN4+AY6XkWo=</latexit>

Figure 1: Le forze esterne applicate sul sistema. Per il calcolo dei momenti occorre trasportare parallelamente
i vettori forza in modo che abbiano la coda coincidente con i vettori dei punti di applicazione.

Il vettore a sinistra dell’ ”=” è nullo se e solo se sono nulle tutte le sue componenti (in questo
caso ce n’è solo una). Pertanto

xFm1 − (l − xF )m2 −
(
l

2
− xF

)
ma = 0

(13)

Raccogliendo tutto ciò che moltiplica xF otteniamo

xF (m1 + m2 + ma) = (m2 +
ma

2
) l

da cui ricaviamo

xF = l
m2 + ma

2

m1 + m2 + ma
(14)

• Centro di massa del sistema
Per calcolare il centro di massa dell’intero sistema sfrutto la proprietà distributiva del centro
di massa. Se divido il sistema in tre sotto-sistemi (i due punti materiali + l’asta), il centro di
massa dell’intero sistema è il centro di massa dei centri di massa. Il centro di massa dei punti
materiali è semplicemente la loro posizione, mentre il centro di massa dell’asta (che è essa stesso
un sistema continuo di punti materiali) è il centro geometrico dell’asta stessa, in quanto essa è
omogenea, e possiamo considerare tutta la massa dell’asta come concentrata sul suo centro di
massa. Tutti questi centri giacciono lungo l’asse x, pertanto il centro di massa dell’intero sistema
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giace anch’esso lungo l’asse x. Prendendo come origine x = 0 il fulcro F , abbiamo

xCM =

∑
imi xi∑
imi

=

= m1(−xF ) + ma

(
l

2
− xF

)
+ m2(l − xF ) =

= −xF (m1 + m2 + ma) + (m2 +
ma

2
) l =

[sostituisco il valore di xF trovato nell’Eq.(14)]

= −l m2 + ma
2

m1 + m2 + ma
(m1 + m2 + ma) + (m2 +

ma

2
) l =

= 0 (15)

ossia
il centro di massa dell’intero sistema è situato proprio sul fulcro F

Questo risultato non sorprende, dato che la forza peso dell’intero sistema si può immaginare
concentrata sul centro di massa. Pertanto, se il centro di massa fosse stato spostato rispetto
ad F , la forza peso avrebbe generato un momento non nullo (rispetto al fulcro) e, dato che
la reazione vincolare non dà momento rispetto al fulcro, la somma dei momenti nella seconda
equazione cardinale (1) non sarebbe stata nulla.
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