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Esercizio (tratto dal problema 6.17 del Mazzoldi 2)

Due punti materiali di uguale massa m = 0.5 kg sono posti agli estremi di una sottile asta rigida
di massa trascurabile e lunghezza 2R = 40 cm, e ruotano in un piano orizzontale con velocità angolare
costante ω = 10 s−1 rispetto al centro dell’asta. Il sistema è montato sopra una piattaforma a cuscino
d’aria che si muove con velocità v0 = 0.8 m/s lungo un piano orizzontale. Calcolare:

1. l’energia cinetica del sistema dei due punti

2. il momento angolare relativo al centro di massa

!

v0
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SOLUZIONE

Dati iniziali:

R = 0.2 m
m = 0.5 kg
ω = 10 s−1

v0 = 0.8 m/s

1. L’energia cinetica (rispetto al laboratorio) si scrive utilizzando il teorema di König

Ek︸︷︷︸
energia cinetica rispetto al lab.

=
1

2
Mv2CM︸ ︷︷ ︸

energia cinetica del CM

+ E ′k︸︷︷︸
energia cinetica rispetto al CM

(1)

• Calcoliamo l’energia cinetica del CM. Il centro di massa si trova al centro dell’asta, e si
muove dnque solidalmente alla zattera con velocità v0. Per cui

1

2
Mv2CM =

1

2
2mv20 = mv20 (2)

• Per calcolare l’energia cinetica E ′k rispetto al CM possiamo procedere in due modi:

Primo modo
Relativamente al CM le due masse si muovono di moto circolare uniforme, per cui

|~v ′1| = ωR (3)

|~v ′2| = ωR (4)

da cui

E ′k =
1

2
m1~v

2
1 +

1

2
m2~v

2
2 =

=
1

2
mω2R2 +

1

2
mω2R2 =

= mω2R2 (5)

Secondo modo
Siccome il CM si strova sull’asse di rotazione, l’energia cinetica rispetto al CM si può anche
scrivere come

E ′k =
1

2
Iω2 (6)

dove I è il momento d’inerzia rispetto all’asse di rotazione, e vale

I =
∑
i

mid
2
i =

= mR2 +mR2 =

= 2mR2 (7)

Sostituendo (7) in (6) otteniamo

E ′k =
1

2
2mR2 ω2 =

= mω2R2 (8)

che coincide con (5)
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• Sostituendo (2) e (5) in (1) otteniamo

Ek = mv20 +mω2R2 =

= m (v20 + ω2R2) (9)

Sostituendo i dati abbiamo

Ek = 0.5 kg

((
0.8

m

s

)2
+

100

s2
0.22 m2

)
=

= 0.32
kg m2

s2
+ 2

kg m2

s2
=

= 2.32
kg m2

s2
=

= 2.32 J (10)

2. Il momento angolare ~L ′ rispetto al CM può calcolarsi in due modi:

Primo modo
Per definizione ~L ′ è dato da

~L ′ =
∑
i

~r ′i × mi~v
′
i =

= ~r ′1 × m~v ′1︸ ︷︷ ︸
=~L ′

1

+ ~r ′2 × m~v ′2︸ ︷︷ ︸
=~L ′

2

(11)

dove ~r ′i e ~v ′i sono le posizioni e le velocità rispetto al CM, come mostrate in Fig.1

~v 0
1
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2
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~!
<latexit sha1_base64="qO+PXG6LpKKCKVT5668RJPNVJ1s=">AAAB83icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0vehAMePEYwTwgu4TZSW8yZHZnmZkNhCVHf8GLB0W8+hH+gje/wZ9w8jhoYkFDUdVNd1eYCq6N6345K6tr6xubha3i9s7u3n7p4LChZaYY1pkUUrVCqlHwBOuGG4GtVCGNQ4HNcHAz8ZtDVJrL5N6MUgxi2kt4xBk1VvL9IbLclzH26LhTKrsVdwqyTLw5KV9/fD8QAKh1Sp9+V7IsxsQwQbVue25qgpwqw5nAcdHPNKaUDWgP25YmNEYd5NObx+TUKl0SSWUrMWSq/p7Iaaz1KA5tZ0xNXy96E/E/r52Z6DLIeZJmBhM2WxRlghhJJgGQLlfIjBhZQpni9lbC+lRRZmxMRRuCt/jyMmmcVzy34t255eoVzFCAYziBM/DgAqpwCzWoA4MUHuEZXpzMeXJenbdZ64oznzmCP3DefwDcppRv</latexit><latexit sha1_base64="eiNZ2tL7YC7MgxdcXfgJ3DutUKU=">AAAB83icbVC7SgNBFJ31GeMrainIYBCswq6NFoIBG8sEzAOyS5id3E2GzMwuM7OBsKT0F2wsFLG1t/UX7PwG/Qgnj0ITD1w4nHMv994TJpxp47qfztLyyuraem4jv7m1vbNb2Nuv6zhVFGo05rFqhkQDZxJqhhkOzUQBESGHRti/HvuNASjNYnlrhgkEgnQlixglxkq+PwCa+bGALhm1C0W35E6AF4k3I8Wr96+7o7fqd6Vd+PA7MU0FSEM50brluYkJMqIMoxxGeT/VkBDaJ11oWSqJAB1kk5tH+MQqHRzFypY0eKL+nsiI0HooQtspiOnpeW8s/ue1UhNdBBmTSWpA0umiKOXYxHgcAO4wBdTwoSWEKmZvxbRHFKHGxpS3IXjzLy+S+lnJc0te1S2WL9EUOXSIjtEp8tA5KqMbVEE1RFGC7tEjenJS58F5dl6mrUvObOYA/YHz+gN3PZZi</latexit><latexit sha1_base64="eiNZ2tL7YC7MgxdcXfgJ3DutUKU=">AAAB83icbVC7SgNBFJ31GeMrainIYBCswq6NFoIBG8sEzAOyS5id3E2GzMwuM7OBsKT0F2wsFLG1t/UX7PwG/Qgnj0ITD1w4nHMv994TJpxp47qfztLyyuraem4jv7m1vbNb2Nuv6zhVFGo05rFqhkQDZxJqhhkOzUQBESGHRti/HvuNASjNYnlrhgkEgnQlixglxkq+PwCa+bGALhm1C0W35E6AF4k3I8Wr96+7o7fqd6Vd+PA7MU0FSEM50brluYkJMqIMoxxGeT/VkBDaJ11oWSqJAB1kk5tH+MQqHRzFypY0eKL+nsiI0HooQtspiOnpeW8s/ue1UhNdBBmTSWpA0umiKOXYxHgcAO4wBdTwoSWEKmZvxbRHFKHGxpS3IXjzLy+S+lnJc0te1S2WL9EUOXSIjtEp8tA5KqMbVEE1RFGC7tEjenJS58F5dl6mrUvObOYA/YHz+gN3PZZi</latexit>

Figure 1:

• Dato che ~r ′i e ~v ′i giacciono sul piano della zattera, il momento angolare (prodotto vettoriale)
è diretto ortogonalmente al piano della zattera. Il verso si ottiene con la regola della mano
destra. Ad esempio per ~L ′1, i) trasporto anzitutto il vettore ~v ′1 parallelamente fino a che la
sua coda coincida con la coda di ~r ′1, ii) andando con la mano destra vado dal primo vettore
al secondo vedo che il pollice punta verso l’alto. Dunque ~L ′1 è diretto verso l’alto. Per ~L ′2
trovo la stessa direzione. Pertanto

~L ′i = |~L ′i | k̂ i = 1, 2 (12)
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con

|~L ′i | = |~r ′i |m |~v ′i | sin θ︸︷︷︸
=1

=

= RmωR =

= mωR2 (13)

da cui
~L ′ = ~L ′1 + ~L ′2 = 2mωR2 k̂ (14)

con

L ′
.
= |~L ′| = 2mωR2 =

= 2 · 0.5 kg
10

s
(0.2 m)2 =

= 10 · 0.04 kg
m2

s
=

= 0.4 kg
m2

s
(15)

Secondo modo
Siccome il CM si strova sull’asse di rotazione, il momento angolare rispetto al CM si può anche
scrivere come

~L ′ = I~ω ~ω = ωk̂ (16)

dove I è il momento d’inerzia rispetto all’asse di rotazione, e vale [vedi (7)]

I = 2mR2 (17)

Pertanto
~L ′ = 2mωR2 k̂ (18)

in accordo con la (14).
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