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Esercizio

Una pallina di massa m si muove su un piano orizzontale x-y è attratta verso l’asse y da una forza
non uniforme Fx = −k x, diretta lungo l’asse x, dove k = 3 N/m. Inoltre un getto d’aria soffia lungo
l’asse y nel verso positivo imprimendo alla pallina una forza costante fa = 2 N.

1. Considerare il percorso descritto dal segmento di retta y = ax+ b che va dal punto A = (0, 4) m
al punto B = (6, 1) m;

(a) Disegnare il segmento di retta e determinare a e b;

(b) Disegnare schematicamente la forza totale lungo tale segmento;

(c) Calcolare il lavoro della forza totale lungo tale percorso.

2. Considerare il percorso descritto dal segmento di parabola x = a + cy2 che va dal punto C =
(5,−3) m al punto D = (5, 3) m passando per il punto C ′ = (2, 0) m;

(a) Disegnare il segmento di parabola e determinare le costanti a e c;

(b) Disegnare schematicamente la forza totale lungo tale percorso;

(c) Calcolare il lavoro della forza totale lungo tale percorso.

x
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SOLUZIONE

DATI NOTI
Il testo ci dice che la pallina è soggetta ad una forza totale (elastica +aria)

~F = Fx︸︷︷︸
−k x

~ux + Fy︸︷︷︸
fa

~uy →


Fx = −k x

Fy = fa = cost

(1)

con
k = 3 N/m
fa = 2 N

Il testo ci chiede di calcolare il lavoro della forza totale ~F lungo diversi percorsi.

1. percorso 1: segmento di retta
Consideriamo il segmento di retta y = ax + b.

(a) Le costanti a e b si determinano facilmente imponendo che la retta passi per i punti:{
A = (xA, yA) = (0, 4) m
B = (xB, yB) = (6, 1) m

(2)

ossia {
yA = axA + b
yB = axB + b

(3)

che è un sistema di due equazioni per le due incognite a e b.

• Dalla prima equazione, osservando che xA = 0 si ricava subito

b = yA = 4 m (4)

• Sottraendo la seconda dalla prima in (3) si ottiene

yA − yB = a(xA − xB) (5)

⇓

a =
yA − yB
xA − xB

=

=
4 m/− 1 m/

0 m/− 6 m/
=

= −3

6
=

= −0.5 (6)

e dunque {
b = 4 m
a = −0.5

(7)

Ricordando che a rappresenta la pendenza e b la distanza dell’origine dal punto d’intersezione
con l’asse verticale, il segmento di retta è disegnato in Fig. 1.
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Figure 1:

(b) Per disegnare il vettore forze ~F lungo il segmento orientato, osserviamo che la forza (1) ha
una componente Fy = fa > 0 (dovuta al getto d’aria) che è costante, mentre la componente
elastica Fx = −k x, che punta verso l’asse y e che è in modulo tanto più grande quanto più
la pallina si allontana dall’asse y. Il vettore forza è allora schematicamente rappresentato
dalle frecce disegnate in Fig. 1 lungo il percorso.

(c) Il lavoro di ~F lungo il percorso è dato da

WA→B =

∫ B

A

~F · d~r =

∫ B

A
(Fx dx + Fydy) (8)

Le variabili x e y non sono tra loro indipendenti, ma sono legate tramite l’equazione della
retta:

y = a x + b (9)

Se scegliamo x come variabile indipendente, l’integrale (8) diventa un integrale in dx, dove:

-dalla (9) abbiamo
dy = a dx (10)

- gli estremi di integrazione vanno da xA a xB.

Sostituendo nella (8) otteniamo

WA→B =

∫ xB

xA

(Fx dx + Fya dx) =

=

∫ xB

xA

(Fx + Fy a) dx =

[sostituisco Eq.(1)]

=

∫ xB

xA

(−k x + fa a) dx =

= −k
∫ xB

xA

x dx + fa a

∫ xB

xA

dx =

= −k
(
x2B
2
−

x2A
2

)
+ fa a(xB − xA) =

[sostituisco Eq.(1)]

= −k

2
(x2B − x2A) + fa a(xB − xA) (11)
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Sostituendo i valori otteniamo

WA→B = −1

2
· 3N

m
((6 m)2 − (0 m)2) + 2 N · (−0.5) · ((6 m)− (0 m)) =

= (−54 ·N m− 6 N m) =

= −60 N m︸︷︷︸
=J

=

= −60 J (12)

Il fatto che sia negativo è confermato dall’orientazione reciproca del vettore spostamento e
del vettore forza lungo lo spostamento.

2. percorso 2: segmento di parabola
Consideriamo ora il segmento di parabola x = a + c y2.

(a) Le costanti a e c si determinano facilmente imponendo che la retta passi per i punti:
C = (xC , yC) = (5,−3) m
C ′ = (xC′ , yC′) = (2, 0) m
D = (xD, yD) = (5,+3) m

(13)

ossia 
xC = a + c y2C

xC′ = a + c y2C′

xD = a + c y2D

(14)

che è un sistema di tre equazioni in due incognite a e c. Osserviamo che in realtà la prima
e la terza sono la stessa equazione, dato che y2D = y2C . Pertanto basta risolvere le prime due

xC = a + c y2C

xC′ = a + c y2C′

(15)

• Dalla seconda equazione, osservando che yC′ = 0 si ricava subito

a = xC′ = 2 m (16)

• Dalla prima equazione ricaviamo

c =
xC − a

y2C
=

=
5 m/− 2 m/

(−3 m)2/
=

=
3

9 m
=

=
1

3
m−1 (17)
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e dunque {
a = 2 m
c = 1

3 m−1
(18)

Ricordando che la parabola x = a + cy2 è simmetrica rispetto all’asse x, l’arco è disegnato
in Fig. 2.

(b) Analogamente al caso precedente, per disegnare il vettore forze ~F lungo il segmento orien-
tato, osserviamo che la forza (1) ha una componente Fy = fa > 0 (dovuta al getto d’aria)
che è costante, mentre la componente elastica Fx = −k x, che punta verso l’asse y e che è
in modulo tanto più grande quanto più la pallina si allontana dall’asse y. Il vettore forza è
allora schematicamente rappresentato dalle frecce disegnate in Fig. 2 lungo il percorso.

x

y

C
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<latexit sha1_base64="k+Evk9/LT2U3D2FUCx6x034befI=">AAAB6HicbZC7SwNBEMbnfMbzFbW0WQyCVbiz0UYMamGZgHlAcoS9zVyyZm/v2N0TQgjY21goYus/Y2/nf+PmUWjiBws/vm+GnZkwFVwbz/t2lpZXVtfWcxvu5tb2zm5+b7+mk0wxrLJEJKoRUo2CS6wabgQ2UoU0DgXWw/71OK8/oNI8kXdmkGIQ067kEWfUWKty084XvKI3EVkEfwaFy0/34hEAyu38V6uTsCxGaZigWjd9LzXBkCrDmcCR28o0ppT1aRebFiWNUQfDyaAjcmydDokSZZ80ZOL+7hjSWOtBHNrKmJqens/G5n9ZMzPReTDkMs0MSjb9KMoEMQkZb006XCEzYmCBMsXtrIT1qKLM2Nu49gj+/MqLUDst+l7Rr3iF0hVMlYNDOIIT8OEMSnALZagCA4QneIFX5955dt6c92npkjPrOYA/cj5+AAVwjpE=</latexit><latexit sha1_base64="G8RSHBlg9lJEMWdbTCCPcRxw1n8=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxltcb1FLm8UgWIVdG23EoBaWCZgLJEuYnZxNxszOLjOzQljyBDYWitjqw9jbiG/j5FJo4g8DH/9/DnPOCRLOlHbdbyu3tLyyupZftzc2t7Z3Crt7dRWnkmKNxjyWzYAo5ExgTTPNsZlIJFHAsREMrsZ54x6lYrG41cME/Yj0BAsZJdpY1etOoeiW3ImcRfBmULz4sM+T9y+70il8trsxTSMUmnKiVMtzE+1nRGpGOY7sdqowIXRAetgyKEiEys8mg46cI+N0nTCW5gntTNzfHRmJlBpGgamMiO6r+Wxs/pe1Uh2e+RkTSapR0OlHYcodHTvjrZ0uk0g1HxogVDIzq0P7RBKqzW1scwRvfuVFqJ+UPLfkVd1i+RKmysMBHMIxeHAKZbiBCtSAAsIDPMGzdWc9Wi/W67Q0Z8169uGPrLcf9vCQBQ==</latexit><latexit sha1_base64="G8RSHBlg9lJEMWdbTCCPcRxw1n8=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxltcb1FLm8UgWIVdG23EoBaWCZgLJEuYnZxNxszOLjOzQljyBDYWitjqw9jbiG/j5FJo4g8DH/9/DnPOCRLOlHbdbyu3tLyyupZftzc2t7Z3Crt7dRWnkmKNxjyWzYAo5ExgTTPNsZlIJFHAsREMrsZ54x6lYrG41cME/Yj0BAsZJdpY1etOoeiW3ImcRfBmULz4sM+T9y+70il8trsxTSMUmnKiVMtzE+1nRGpGOY7sdqowIXRAetgyKEiEys8mg46cI+N0nTCW5gntTNzfHRmJlBpGgamMiO6r+Wxs/pe1Uh2e+RkTSapR0OlHYcodHTvjrZ0uk0g1HxogVDIzq0P7RBKqzW1scwRvfuVFqJ+UPLfkVd1i+RKmysMBHMIxeHAKZbiBCtSAAsIDPMGzdWc9Wi/W67Q0Z8169uGPrLcf9vCQBQ==</latexit>

C 0
<latexit sha1_base64="ZqTYkE5HEjttRmrwrpbaTTV9CKY=">AAAB73icbVA9TwJBEJ3DL8Qv1NJmIzGxInc22klCY4mJfCRwkr1lgA27d+fungle+BM2Fhpj6//wF9hZ+k/cAwoFXzLJy3szmZkXxIJr47pfTm5ldW19I79Z2Nre2d0r7h80dJQohnUWiUi1AqpR8BDrhhuBrVghlYHAZjCqZn7zHpXmUXhjxjH6kg5C3ueMGiu1qredWHGJ3WLJLbtTkGXizUnp8uPhuwIAtW7xs9OLWCIxNExQrdueGxs/pcpwJnBS6CQaY8pGdIBtS0MqUfvp9N4JObFKj/QjZSs0ZKr+nkip1HosA9spqRnqRS8T//Paielf+CkP48RgyGaL+okgJiLZ86THFTIjxpZQpri9lbAhVZQZG1HBhuAtvrxMGmdlzy17126pkkWRIQ9HcAyn4ME5VOAKalAHBgIe4RlenDvnyXl13matOWc+cwh/4Lz/AHhrknw=</latexit><latexit sha1_base64="wFMpG62db+IG35ib9qtQsiSz+Dc=">AAAB73icbZC5TgMxEIZnOUO4wtHRWERIVNEuDXRESgFlkMghJSHyOrOJFXt3sb1IYZWXoKEAIVoanoInoKPkTXCOAhJ+ydKn/5+RZ8aPBdfGdb+chcWl5ZXVzFp2fWNzazu3s1vVUaIYVlgkIlX3qUbBQ6wYbgTWY4VU+gJrfr80ymt3qDSPwmsziLElaTfkAWfUWKteumnGikts5/JuwR2LzIM3hfz5x/33xft+Wm7nPpudiCUSQ8ME1brhubFppVQZzgQOs81EY0xZn3axYTGkEnUrHc87JEfW6ZAgUvaFhozd3x0plVoPpG8rJTU9PZuNzP+yRmKCs1bKwzgxGLLJR0EiiInIaHnS4QqZEQMLlCluZyWsRxVlxp4oa4/gza48D9WTgucWvCs3XyzCRBk4gEM4Bg9OoQiXUIYKMBDwAE/w7Nw6j86L8zopXXCmPXvwR87bDymik8A=</latexit><latexit sha1_base64="wFMpG62db+IG35ib9qtQsiSz+Dc=">AAAB73icbZC5TgMxEIZnOUO4wtHRWERIVNEuDXRESgFlkMghJSHyOrOJFXt3sb1IYZWXoKEAIVoanoInoKPkTXCOAhJ+ydKn/5+RZ8aPBdfGdb+chcWl5ZXVzFp2fWNzazu3s1vVUaIYVlgkIlX3qUbBQ6wYbgTWY4VU+gJrfr80ymt3qDSPwmsziLElaTfkAWfUWKteumnGikts5/JuwR2LzIM3hfz5x/33xft+Wm7nPpudiCUSQ8ME1brhubFppVQZzgQOs81EY0xZn3axYTGkEnUrHc87JEfW6ZAgUvaFhozd3x0plVoPpG8rJTU9PZuNzP+yRmKCs1bKwzgxGLLJR0EiiInIaHnS4QqZEQMLlCluZyWsRxVlxp4oa4/gza48D9WTgucWvCs3XyzCRBk4gEM4Bg9OoQiXUIYKMBDwAE/w7Nw6j86L8zopXXCmPXvwR87bDymik8A=</latexit>

Figure 2:

(c) Il lavoro di ~F lungo il percorso è ancora dato da

WC→D =

∫ D

C

~F · d~r =

∫ D

C
(Fx dx + Fydy) (19)

Le variabili x e y non sono tra loro indipendenti, ma sono legate tramite l’equazione della
retta:

x = a + c y2 (20)

In questo caso è decisamente più semplice usare y come variabile indipendente.

-dalla (20) abbiamo
dx = 2c y dy (21)

- gli estremi di integrazione vanno da yC a yD.

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
Dipartimento di Scienza Applicata e Tecnologia, Politecnico di Torino - Esercitazioni di Fisica I
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Sostituendo nella (19) otteniamo

WC→D =

∫ yD

yC

(Fx 2c y dy + Fy dy) =

=

∫ yD

yC

Fx 2c ydy +

∫ xD

xC

Fy dy =

[sostituisco Eq.(1)]

=

∫ yD

yC

(−k x) 2c ydy +

∫ yD

yC

fa dy =

[uso x = a + c y2]

= −2 k c

∫ yD

yC

(a + c y2) y dy + fa

∫ yD

yC

dy =

= −2 k c

(
a

∫ yD

yC

y dy + c

∫ yD

yC

y3 dy

)
+ fa(yD − yC) =

= −2 k c

(
a

(
y2D
2
−

y2C
2

)
+ c

(
y4D
4
−

y4C
4

))
+ fa(yD − yC) =

= − k c
(
a
(
y2D − y2C

)
+

c

2

(
y4D − y4C

))
+ fa(yD − yC) (22)

osservando che yD = −yC concludiamo che

WC→D = fa(yD − yC) (23)

Sostituendo i valori otteniamo

WC→D = 2 N · ((3 m)− (−3 m)) =

= 12 N m︸︷︷︸
=J

=

= 12 J (24)

Fabrizio Dolcini (http://staff.polito.it/fabrizio.dolcini/)
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