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Esercizio

Una particella si muove lungo l’asse x seguendo la seguente legge oraria

x(t) = A sin(ωt) e−γ t (1)

dove A, ω e γ sono delle costanti.

1. Determinare le unità di misura delle costanti A, ω e γ.

Si supponga ora che A = 2 m, e che ω e γ siano legate dalla relazione γ = ω/2.

2. Disegnare il grafico della legge oraria;

3. Determinare in quali istanti la particella si trova nell’origine x = 0;

4. Determinare in quale istante td la particella mostra lo scostamento massimo a destra
dell’origine e calcolare tale scostamento massimo xmax,d > 0;

5. Determinare in quale istante ts la particella mostra lo scostamento massimo a sinistra
dell’origine e calcolare tale scostamento massimo xmax,s < 0;

6. Calcolare il rapporto |xmax,s|/|xmax,d|.
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SOLUZIONE

1. Per determinare le dimensioni delle varie costanti osserviamo che:
-Siccome l’argomento ωt del sin(ωt) deve essere necessariamente adimensionale, abbi-
amo

1 = [ω t] = [ω] [t] = [ω] s ⇒ [ω] = s−1

-Siccome l’argomento γt dell’esponenziale e−γt deve essere necessariamente adimen-
sionale, abbiamo

1 = [γ t] = [γ] [t] = [γ] s ⇒ [γ] = s−1

-Siccome x(t) rappresenta una coordinata spaziale, la sua unità di misura sono i m,
pertanto

[A] = m

2. Per disegnare il grafico osserviamo che la legge oraria x(t) è il prodotto di due funzioni,
una sinusoidale A sin(ωt) di ampiezza costante pari ad A, ed un’esponenziale e−γt che
decade su una scala di tempi caratteristica γ−1, come mostrato in Fig.1.

Figure 1: Grafico di sin(ωt) e di e−γt.

Pertanto il loro prodotto sarà una legge sinusoidale con ampiezza che decade nel tempo.

xmax,d
<latexit sha1_base64="VPemnqw3xalPfctLjwsdq7BzYyg=">AAAB8HicdVDLSgNBEOyNrxhfUY+5DAbBg4RdL8kx6MVjBPOQZAmzs7PJkJnZZWZWEpZ8hRcPinj1c7z5G36Bk0QhvgoaiqpuuruChDNtXPfNya2srq1v5DcLW9s7u3vF/YOWjlNFaJPEPFadAGvKmaRNwwynnURRLAJO28HoYua3b6nSLJbXZpJQX+CBZBEj2FjpZtzPBB6fhtN+sexV3DmQ+4t8WeV66f0cLBr94msvjEkqqDSEY627npsYP8PKMMLptNBLNU0wGeEB7VoqsaDaz+YHT9GxVUIUxcqWNGiuLk9kWGg9EYHtFNgM9U9vJv7ldVMT1fyMySQ1VJLFoijlyMRo9j0KmaLE8IklmChmb0VkiBUmxmZUWA7hf9I6q3huxbuyadRggTyU4AhOwIMq1OESGtAEAgLu4AEeHeXcO0/O86I153zOHMI3OC8fBi2R+w==</latexit><latexit sha1_base64="UDB50i627RiQhSRuJQYvgQXA4jg=">AAAB8HicdVC7SgNBFL0bH4mJj6hlmsEgWEjYtTFl0MYygnlIEsLs7GwyZGZ2mZmVhCV/YGdjoYitn2Pnb1hbOEkUfB64cDjnXu69x48508Z1X5zM0vLKaja3li+sb2xuFbd3mjpKFKENEvFItX2sKWeSNgwznLZjRbHwOW35o9OZ37qiSrNIXphJTHsCDyQLGcHGSpfjfirw+DCY9otlr+LOgdxf5NMq10qvJ9nC9Vu9X3zuBhFJBJWGcKx1x3Nj00uxMoxwOs13E01jTEZ4QDuWSiyo7qXzg6do3yoBCiNlSxo0V79OpFhoPRG+7RTYDPVPbyb+5XUSE1Z7KZNxYqgki0VhwpGJ0Ox7FDBFieETSzBRzN6KyBArTIzNKP81hP9J86jiuRXv3KZRhQVyUII9OAAPjqEGZ1CHBhAQcAN3cO8o59Z5cB4XrRnnY2YXvsF5egcpJJOV</latexit><latexit sha1_base64="UDB50i627RiQhSRuJQYvgQXA4jg=">AAAB8HicdVC7SgNBFL0bH4mJj6hlmsEgWEjYtTFl0MYygnlIEsLs7GwyZGZ2mZmVhCV/YGdjoYitn2Pnb1hbOEkUfB64cDjnXu69x48508Z1X5zM0vLKaja3li+sb2xuFbd3mjpKFKENEvFItX2sKWeSNgwznLZjRbHwOW35o9OZ37qiSrNIXphJTHsCDyQLGcHGSpfjfirw+DCY9otlr+LOgdxf5NMq10qvJ9nC9Vu9X3zuBhFJBJWGcKx1x3Nj00uxMoxwOs13E01jTEZ4QDuWSiyo7qXzg6do3yoBCiNlSxo0V79OpFhoPRG+7RTYDPVPbyb+5XUSE1Z7KZNxYqgki0VhwpGJ0Ox7FDBFieETSzBRzN6KyBArTIzNKP81hP9J86jiuRXv3KZRhQVyUII9OAAPjqEGZ1CHBhAQcAN3cO8o59Z5cB4XrRnnY2YXvsF5egcpJJOV</latexit>

xmax,s
<latexit sha1_base64="ytnp5qjUR7PH+UJbk1ncB0zvByo=">AAAB8HicdVDLSgMxFL2pr1pfVZfdBIvgQsqMG7ssunFZwT6kHUomzbShSWZIMtIy9CvcuFDErZ/jzt/wC0xbBZ8HLhzOuZd77wkTwY31vFeUW1peWV3Lrxc2Nre2d4q7e00Tp5qyBo1FrNshMUxwxRqWW8HaiWZEhoK1wtH5zG/dMG14rK7sJGGBJAPFI06JddL1uJdJMj42016x7Fe8ObD3i3xa5Vrp7Qwc6r3iS7cf01QyZakgxnR8L7FBRrTlVLBpoZsalhA6IgPWcVQRyUyQzQ+e4kOn9HEUa1fK4rn6dSIj0piJDF2nJHZofnoz8S+vk9qoGmRcJallii4WRanANsaz73Gfa0atmDhCqObuVkyHRBNqXUaFryH8T5onFd+r+JcujSoskIcSHMAR+HAKNbiAOjSAgoRbuIcHpNEdekRPi9Yc+pjZh29Az+8c+JIK</latexit><latexit sha1_base64="8FK4Dksb5WxJLRDghgJ4W4cco6U=">AAAB8HicdVC7SgNBFL0bH4mJj6hlmsEgWEjYtTFl0MYygnlIsoTZyWwyZGZ2mZmVhCV/YGdjoYitn2Pnb1hbOEkUfB64cDjnXu69J4g508Z1X5zM0vLKaja3li+sb2xuFbd3mjpKFKENEvFItQOsKWeSNgwznLZjRbEIOG0Fo9OZ37qiSrNIXphJTH2BB5KFjGBjpctxLxV4fKinvWLZq7hzIPcX+bTKtdLrSbZw/VbvFZ+7/YgkgkpDONa647mx8VOsDCOcTvPdRNMYkxEe0I6lEguq/XR+8BTtW6WPwkjZkgbN1a8TKRZaT0RgOwU2Q/3Tm4l/eZ3EhFU/ZTJODJVksShMODIRmn2P+kxRYvjEEkwUs7ciMsQKE2Mzyn8N4X/SPKp4bsU7t2lUYYEclGAPDsCDY6jBGdShAQQE3MAd3DvKuXUenMdFa8b5mNmFb3Ce3gE/75Ok</latexit><latexit sha1_base64="8FK4Dksb5WxJLRDghgJ4W4cco6U=">AAAB8HicdVC7SgNBFL0bH4mJj6hlmsEgWEjYtTFl0MYygnlIsoTZyWwyZGZ2mZmVhCV/YGdjoYitn2Pnb1hbOEkUfB64cDjnXu69J4g508Z1X5zM0vLKaja3li+sb2xuFbd3mjpKFKENEvFItQOsKWeSNgwznLZjRbEIOG0Fo9OZ37qiSrNIXphJTH2BB5KFjGBjpctxLxV4fKinvWLZq7hzIPcX+bTKtdLrSbZw/VbvFZ+7/YgkgkpDONa647mx8VOsDCOcTvPdRNMYkxEe0I6lEguq/XR+8BTtW6WPwkjZkgbN1a8TKRZaT0RgOwU2Q/3Tm4l/eZ3EhFU/ZTJODJVksShMODIRmn2P+kxRYvjEEkwUs7ciMsQKE2Mzyn8N4X/SPKp4bsU7t2lUYYEclGAPDsCDY6jBGdShAQQE3MAd3DvKuXUenMdFa8b5mNmFb3Ce3gE/75Ok</latexit>

Figure 2: Grafico della legge oraria (1). La particella oscilla attorno all’origine, e l’ampiezza
delle oscillazioni si smorza nel tempo.
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3. Per determinare gli istanti in cui la particella torna nell’origine x = 0, dobbiamo
determinare gli istanti t per i quali la coordinata x si annulla. Tali istanti sono dunque
dati dalle soluzioni dell’equazione

x(t) = 0 ⇒ A sin(ωt) e−γt = 0 (2)

⇓ [osserviamo che e−γt > 0]

sin(ωt) = 0

⇓
ωtn = πn n = 0, 1, 2, ..

⇓
tn =

πn

ω
(3)

Gli istanti tn sono quelli in cui la particella torna nell’origine.

4. Dal grafico osserviamo che lo scostamento massimo verso destra coincide con il primo
massimo (gli altri massimi sono infatti più piccoli), mentre lo scostamento massimo
verso sinistra coincide con il primo minimo (gli altri minimi sono infatti più piccoli
in valore assoluto). Quindi dobbiamo trovare i punti estremali della funzione x(t),
risolvendo

dx

dt
= 0 ⇒ d

dt

(
A sin(ωt) e−γt

)
= 0 (4)

⇓
Aω cos(ωt) e−γt − Aγ sin(ωt) e−γt = 0

⇓
ω cos(ωt) = γ sin(ωt)

⇓
tan(ωt) =

ω

γ
⇓

ωtn = arctan(
ω

γ
) + πn

⇓

tn =
1

ω

(
arctan(

ω

γ
) + πn

)
n = 0, 1, 2, ..

In particolare l’istante in cui viene raggiunto il massimo scostamento verso destra vale

n = 0 ⇒ td = tn=0 =
1

ω
arctan(

ω

γ
) (5)

e il valore del massimo vale

xmax,d = x(td) = A sin(ωtd) e
−γtd (6)
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Osserviamo ora che dalla trigonometria

ωtd = arctan(
ω

γ
) ⇒


cos(ωtd) =

γ√
ω2 + γ2

sin(ωtd) =
ω√

ω2 + γ2

(7)

Sostituendo in (6) otteniamo pertanto

xmax,d = A
ω√

ω2 + γ2
e−

γ
ω
arctan(ω

γ
) =

=
A√

1 +
(
γ
ω

)2 e− γ
ω
arctan(ω

γ
) (8)

Sostituendo (solo ora!) i dati numerici del testo A = 2 m ed il rapporto γ/ω = 1/2,
otteniamo

xmax,d = 2 m
1√

1 +
(
1
2

)2 e− 1
2
arctan 2 =

=
4 m√

5
e−

1
2
arctan 2 = 1.03 m (9)

5. L’istante in cui viene raggiunto il massimo scostamento verso sinistra è dato da

n = 1 ⇒ ts = tn=1 =
1

ω

(
arctan(

ω

γ
) + π

)
= td +

π

ω
(10)

e il valore del massimo vale

xmax,s = x(ts) = A sin(ωts) e
−γts (11)

Dalla trigonometria e dalle relazioni (7) abbiamo

sin(ωts) = sin(ω(td +
π

ω
)) = sin(ωtd + π) = − sin(ωtd) = − ω√

ω2 + γ2
(12)

Sostituendo in (11) otteniamo pertanto

xmax,s = −A ω√
ω2 + γ2

e−[ γ
ω
arctan(ω

γ
)+πγ

ω
] =

= − A√
1 +

(
γ
ω

)2 e− γ
ω
arctan(ω

γ
) e−

πγ
ω (13)

Sostituendo (solo ora!) i dati numerici del testo A = 2 m ed il rapporto γ/ω = 1/2,
otteniamo

xmax,s = −2 m
1√

1 +
(
1
2

)2 e− 1
2
arctan 2 e−

π
2 =

= −4 m√
5
e−

1
2
arctan 2 e−

π
2 = −0.21 m (14)
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6. Il rapporto |xmax,s
xmax,d

| indica di quanto percentualmente lo scostamento a sinistra è più

piccolo (in valore assoluto) dello scostamento a destra. Dalle espressioni (9) e (13)
abbiamo

|xmax,s
xmax,d

| = e−
π
2 = 0.21 = 21% (15)

OSSERVAZIONE
Fisicamente la legge oraria (1) rappresenta ad esempio il moto di una particella attaccata
ad una molla in presenza di attrito.
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