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RESUMEN

El denominado “Bridged Crack Model” fue desarrollado para la modelacién del comportamiento en flexién de elementos
de hormigén armado utilizando herramientas de Mecénica de Fractura Eldstica Lineal. En la presente ponencia este mo-
delo se extiende para modelar €l comportamiento de fisuras en modo mixto, es decir en presencia de esfuerzos de fiexién y
cortante. Hemos realizado diversas hip6tesis sobre la trayectoria de las fisuras asi c6émo sobre el punto de iniciacién de las
mismas. También se han realizado hipétesis, basdndose en calculos exactos, sobre los factores de intensidad de tensiones
ya que no existia una formulacion para las geometrfas seleccionadas. El modelo propuesto aproxima el problema de la
propagacion en modo mixto a un problema de propagacién en modo 1. Asi pues el problema de fisuracién por flexién
(modo I) queda como un caso particular del modelo propuesto. El modelo permite comparar la carga necesaria para la
propagacion de cada una de las fisuras y as{ determinar la carga dltima y el tipo de fallo del elemento de hormigén armado.

ABSTRACT

The Bridged Crack Model has been developed for modelling the flexural behaviour of reinforced concrete beams and
related size effects explaining brittle-ductile-brittle failures modes transitions. In the present paper the model is extended
to shear failure modelling, introducing a given shape for the hypothetical crack path and determining the load-crack depth
curve and the initial crack position for three point bending problems. The proposed formulation approaches the pure
mode I flexural behaviour as a particular case, so that the flexural and shear failure modes can be immediately compared
to detect which one dominates and determine the relevant failure load. The model is analyzed by varying the governing
non-dimensional parameters to show its properties.

AREAS TEMATICAS PROPUESTAS: Meétodos analiticos y numéricos.

PALABRAS CLAVE: Hormigén armado, Fractura en modo mixto, Efecto de escala.

1. INTRODUCCION ga sin cercos sometida a flexién en tres puntos, usando
conceptos aplicados en el ya mencionado “bridged cra-
El denominado "Bridged crack model”[1, 2] fue ori- ck model”. Para extender el modelo y analizar fisuras si-
ginalmente propuesto para el estudio de elementos de tuadas en zonas donde existen esfuerzos de flexién y de
hormigdn armado por medio de un andlisis basado en corte se han introducido diversas hip6tesis. En primer lu-
conceptos de Mecdnica de Fractura Eldstica y Lineal gar se ha establecido una trayectoria de fisura de acuerdo
(LEM F). El problema del efecto de escala y de las tran- con observaciones experimentales. La segunda hipétesis
siciones entre fallos fragiles y dictiles fueron analizados se realiza para evaluar los factores de intensidad de ten-
con este modelo, con especial atencién a los problemas siones, necesarios para desarrollar el modelo. Asumimos
de cuantia mfnima mecénica. Posteriormente se introdu- que la fisura inicamente progresard en modo I en el fondo
jeron en el modelo la accién de tensiones cohesivas du- de la fisura, aproximando el valor del factor de intensidad
rante la propagacién de la fisura [3]. Recientemente, el de tensiones mediante una expresién analitica validada
modelo ha sido extendido para analizar rotura por com- mediante cdlculos exactos de las geometrias selecciona-
presién mediante LEF' M, permitiendo el estudio de las das, realizados con un programa de elementos de con-
transiciones entre fallos por flexion (plastificacién de las torno [5]. El efecto pasador de las barras y el engranaje
armaduras) y compresiones excesivas [4]. entre dridos es despreciado en el modelo.

En este articulo se analiza el comportamiento de una vi-
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2. HIPOTESIS BASICAS

2.1, Trayectoria de las fisuras

Las fisuras en elementos de hormigén armado al ser car-
gados en flexién a tres puntos, tienen una forma carac-
teristica. Primero aparecen en el centro de vano y son per-
pendiculares a la cara inferior de la viga. Al incremetar la
carga y si las condiciones de adherencia entre hormigén
y acero lo permiten, aparecen nuevas fisuras alejadas del
centro del vano. Estas fisuras también crecen en un prin-
cipio perpendiculares a la cara inferior, pero durantre su
desarrollo van inclinandose hacia el punto de carga [6].

ray ¢ es el recubrimiento expresado en forma adimensio-
nal. Todos estos pardmetros tienen un valor conprendido
entre 0y 1. Expresando las Egs. 1 y 2 en funci6n de estos
pardmetros obtenemos:
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En la Fig. 1b mostramos dos ejemplos de las trayectorias
asumidas en forma adimensionalizada.
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Figura 1: (a) Trayectoria asumida; (b) ejemplos de tra-
yectorias normalizadas.

En este estudio consideramos una fisura, I', formada por
dos tramos, uno, I'y, perpendicular a la cara inferior y que
se extiende desde el borde inferior hasta al punto donde
se situa el armado, y un segundo tramo, I's, de forma pa-
rabdlica, con exponente 4, que se extiende desde la capa
de armado hasta el punto de aplicacién de la carga, véase
la Fig. 1a. Analiticamente esta trayectoria se define como,

Iy
Iy

r =Xy
z =20 + (5=5)* (I — z0)

a<ce 1
h>a>c(2)

El significado de cada variable se muestra en la Fig. 1.
Las Eqs. 1 y 2 pueden ser reescritas en forma adimen-
sional, para ello primero vamos a definir los siguientes
pardmetros,

¢= 3

<
h

Donde « el distancia horizonal al apoyo del fondo de fisu-
ra en forma adimensional, ¢ es la profundidad de la fisura
adimensionalizada, ag es la posicién del inicio de la fisu-
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Figura 2: (a) Elemento de hormigén fisurado; (b) com-
paracién entre los resultados tedricos y las aproximacio-
nes realizadas para K7; (c) definicién del dngulo «; (d)
comparacién entre la funcién 5(y) adoptada y resultados
exactos obtenidos.

2.2.  Factores de intensidad de tensiones

No existe una formulacién exacta para evaluar los facto-
res de intensidad de tensiones requeridos para las cargas,
geometria y posicién de la fisura a utilizar en el mode-
lo. Por ello para obtener unas formulaciones aproximadas
realizamos una serie de hipétesis. Los factores de inten-
sidad de tensiones a utilizar son dos, ambos para la geo-
metrfa expuesta en la Fig. 2a, uno para la fuerza externa,
V' y el otro para la traccién de refuerzo, P.

Para evaluar el factor de intensidad de tensiones debido a
la fuerza exterior asumimos que este puede ser aproxima-
do por el de una viga sometida a flexién pura al igual que
hicieron Jenq y Shah en su modelo [7]. El factor de inten-
sidad de tensiones producido et el fondo de fisura por un
momento flector viene dado por [8]:
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Ky = -J—\-;I-Z;YM(Q

El momento, M, a utilizar serd el que existe en el fondo
de fisura que puede expresarse en funcién del esfuerzo
cortante, que en este caso es igual a la reaccién en el apo-
yo, véase la Fig 2a.

M =Vz=Via((,§) )]

Introduciendo la Eq. 7 en la Eq. 6 , podemos expresar el
factor de intensidad de tensiones de la siguiente forma:

e s Vie(¢, &) ., .. Vi
= _3‘_‘.1/ =Y s 8
v M= 35 Mm(§) T viG,§) 8)

Donde, la funcién de forma Yy (¢, £) se expresa como:

®

Yo(6,6) = £alGE)Vir(6)

El factor de intensidad de tensiones producido en el fondo
de la fisura por unas fuerzas P que actuan al nivel del
refuerzo viene dado por:

L

P = —‘[?_YPSC(C’ é)

Kip =
! h3b

10)

La funcién Ype(¢, &) esta definida y puede ser encon-
trada en manuales con valores del factor de intensidad
de tensiones. Para determinar una funcién aproximada y
asi obtener el valor de la funcién de forma se han rea-
lizado andlisis con elementos de contorno [5]. Una fun-
cién B(+y) se ha definido con el fin de corregir el valor de
Ypsc(C, &) en funcién del dngulo de inclinacinacién de la
tangente a la trayectoria en el fondo de fisura respecto a
la horizontal.

Bl = (55)"" an

Donde -y es el citado dngulo, en grados sexagesimales,
Fig. 2c. EnlaFig. 2d mostramos una representacion grafi-
ca de la funcién B(v) junto con los resultados exactos
obtenidos. Finalmente el factor de intensidad de tensio-
nes debido a la traccién del refuerzo puede ser expresado
como:

Kfp—hp YpsolC, €)B(7) = —=Yp((,€)  (12)
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Figura 3: Geometria del elemento fisurado.

3. MODELACION DEL PROCESO DE
FRACTURA

Considerando el elemento fisurado mostrado en la Fig.
3, en el que se representa un elemento de hormigén ar-

mado fisurado, sometido a la accién de un momento M,
funcién del cortante V' y de la posicién, x, del fondo de
fisura, y a una fuerza P debida a la accién de armado;
el desplazamiento Av bajo el punto de aplicacién de la
fuerza externa F, y el desplazamiento Aw entre los pun-
tos de aplicacién de la traccién producida por el refuerzo
P pueden ser expresados a traves de la suma de los des-

plazamientos producidos por V'y P.

Av =Avyy + Avyp= AyyvV — Ay pP
Aw =Awpy + Awpp= ApyV — AppP

(13)
(14)

Donde Avy, Avp, Apy, App, representan las flexibilida-
des del elemento, respecto a cada una de las cargas debi-
das a la existencia de una fisura. Estas flexibilidades pue-
den hallarse mediante métodos energéticos, considerando
la accién simultanea de la fuerza exterior y del refuerzo.

Si G, E son respectivamente la energia de fractura y el
mddulo eldstico del material y Ky and Kyp los facto-
res de intensidad de tensiones obtenidos anteriormente, la
variacién de de la energia del sistema AW debida a una
propagacion de la fisura, Aa puede expresarse como:

Ky + Krp)?

AW = —GbAa = —( Z bAa (15)

Aplicando el teorema de Clayperyon obtenemos que

AW = —VAvvv+ PAwpp—i— L (PAWPV+VAUVP)
(16)

Mediante la aplicacién del teorema de reciprocidad sabe-
mos que PAwpy = V Avy p, integrando e identificando
terminos en las Egs. 15 y 16 obtenemos que:
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wpp = FA —E—bda (18)
*KipK
Pupy = Voyp = 2/ -—’-”E—Izbda (19)

Sustituyendo los factores de intensidad de tensiones por
sus valores, Egs. 8 y 12, obtenemos las flexibilidades
Avy (desplazamiento vertical bajo el punto de carga pro-
ducido por una fuerza V = 1), App (apertura de fisura
horizontal en la posicién del refuerzo para una traccién
P = 1), Apy (apertura de fisura horizontal en la posicién
del refuerzo producida por un cortante vertical, V = 1)
y Ay p (desplazamiento vertical bajo el punto de carga
producido por una traccién del refuerzo, P = 1).

Las integrales mostradas en las Egs. 17, 18 y 19 se reali-
zan sobre una trayectoria de fisura curvilinea. Para expre-
sar ]a integral en funcién de la profundidad adimensio-
nalizada £, deberemos hallar el jacobiano de la expresién
con la que definimos la curva, Eqs. 4 y 5. Para la trayec-
toria seleccionada en este estudio la expresion que define
esta funcion, g(¢, £), es:

9, =1 £<¢ (20)

0(6,6) = \//ﬂ(%)z(lic

@n

Las flexibilidades Avv, Avp, Apv, App se expresan fi-
nalmente como:

¢ £
v =l [ v+ /C Y2()9(¢,6)de] 22)

9 13
Aop = /C Y3669 E)de  (23)

4
dev =dve =g [ OYP(C09(6 0 @b

La integracion es llevada a cabo a lo largo de toda la lon-
gitud de la fisura en €l caso de Ayy y a partir del refuerzo
enelcasode App, Apy y Ay p. Esto es debido a que para

(¢ = QXD (1 = o) + 1
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fisuras pequeflas que todavia no han cruzado el armado el
factor de intensidad de tensiones K;p es nulo.

En este momento ya hemos resuelto las ecuaciones de
compatibilidad, pero para obtener una solucién al proble-
ma debemos imponer una criterio para la propagacién de
Ia fisura. La condicidn impuesta es que la propagacién
de la fisura se produzca cuando el factor de intensidad
de tensiones en el fondo de la fisura tenga un cierto va-
lor Kr¢c, que se considera una propiedad del material.
Mediante el principio de superposicién obtenemos que el
factor de intensidad de tensiones en el fondo de fisura se-
ra la suma de los factores de intensidad de tensiones Ky
y Krp.

Kic=Kr=Kjv — K;p (25)

Donde Ky y Kyp estan definidos por las Egs. 8y 12.
Indicamos que el signo negativo en la Eq. 25 viene dado
por que el refuerzo se tracciona impidiendo la apertura
de la fisura, tendencia opuesta a la que se expresa en los
manuales de donde se obtiene Kp.

La Eqg. 25 conjuntamente con las Egs. 22, 23, 24 resuel-
ven el problema. No obstante dependiendo si el arma-
do se encuentra en fase eldstica o ha alcanzado su limite
elastico, aparecen dos casos diferentes.

3.1. Caso 1: acero en regimen eldstico

Si el armado se encuentra en regimen eldstico, asumimos
que la apertura de fisura, w es nula al nivel del mismo.
Introduciendo esta hipétesis en la Eq. 14 obtenemos que,

Aw = Awpy + Awpp = ApyV —AppP =0 (26)

El valor de la Fuerza P puede ser obtenido directamen-
te como funcidén del cortante aplicado. Sustituyendo las
Eqgs. 22-24 en la Eq. 26,

P ey JWOYRE (¢ O)de
Ve [fy2 @n
Vioder o PYR(GE)g(C,€)de

Considerando una relacién rigido-plastica en el compor-
tamiento del acero, el cortante para que se produzca la
plastificacién del acero viene dado por:

A
Vp = Ppofl
Apy

(28)
donde Pp = fyA, indica el valor de la traccién en el
acero al alcanzar ¢l limite eldstico, f,,. A, es la cuantia de
acero colocada.
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Para evaluar el cortante durante el proceso de fractura,
necesitamos imponer la Eq. 25. El factor de intensidad de
tensiones en el fondo de fisura sera igual a:

K =T Yv (&) — —YpP((,6) (29)
Imponiendo la condicién Ky = K¢ y reordenado la Eq.
29, obtenemos:

v 1 P
= 1+ —Yp((, 30
K[Ch%b YV(&)[ chh_z_b P(C é)] ( )

introduciendo el valor de P en el caso en el que el ace-
ro no plastifica, Eq. 30, el cortante adimensionalizado,
Vadim, durante el proceso de fractura viene dado por:

14 1
chh%b Y (€) - YP(C 5)/\Pv

€29

En la Eq. 31 observamos como, siempre que la trayecto-
ria de la fisura sea independiente de las caracteristicas y
cuantia de armado, el cortante, V, durante el proceso de
propagacién depende unicamente de la profundidad rela-
tiva de la fisura, &.

3.2. Caso 2: acero en régimen pldstico

En este caso la fuerza transmitida por el armado es igual
a Pp = f,As. Sustituyendo esta condicién en la Eq. 30
obtenemos

v o1
chh%b YV(&)

1+ NpYP(G,€)]  (32)

Donde Np es el denominado ndmero de fragilidad de
Carpinteri para elementos de hormigén armado. Este
nimero se define como:

&.}
NIH

Ay
Np = ch T (33)

Donde A es el area total de la seccién, (A = bh). La
Eq. 32 define el cortante necesario cuando el acero ha
alcanzado su limite elastico. En este caso la apertura de
la fisura en la posicion del armado, w es diferente de cero.

Las Eqgs. 31 y 32 definen el cortante durante el proceso de
fractura.
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Figura 4: (a) Caracteristicas del elemento modelado; (b)
trayectorias de fisuras modeladas; (c) (d) cortante adi-
mensional frente a la profundidad de fisura para ap=1.0
y op=0.8 respectivamente;(e) (f) cortante para el que se
produce el proceso de inestabilidad frente a la posicidn
de iniciacidn de la fisura, g, para elementos de esbeltez
I/h =2,5yl/h=5,0respectivamente.

4. INFLUENCIA DE LA POSICION INICIAL DE
LA FISURA

En esta seccién mostramos un ejemplo de aplicacién del
modelo. En la Fig. 4a mostramos los datos seleccionados
del elemento a modelar. En la Fig. 4b se representan dos
croquis con las trayectorias de fisuras que se han mode-
lado. El exponente, y utilizado es igual a 4. En la Figs.
4c y d se representan en abcisas la profundidad relativa
de la fisura y en ordenadas el cortante expresado de for-
ma adimensionalizada, para los valores ag = 1,0y 0,8
respectivamente. En la Fig. 4c apreciamos como tras cru-
zar la fisura el armado, existe una zona de propagacién
inestable, entendida ésta como propagacién de la fisura
cuando la carga desciende. Posteriormente se estabiliza
este proceso y llegamos a un punto, £ ~ 0,7, donde el
acero plastifica. En 1a Fig. 4d el comienzo de la fisura es
similar al del caso de cog = 1,0, con una zona inesta-
ble tras cruzar el refuerzo, estabilizdndose posteriormen-
te. No obstante antes de llegar a la plastificacién se produ-
ce un nuevo proceso de inestabilidad, £ = 0,75, en el que
Ia fisura crece atravesando el elemento. Este fenémeno
de inestabilidad se corresponde con la denominada rotura
por traccidn diagonal.

1
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Dependiendo de la posicion inicial de la fisura la carga a
la que se produce este efecto de inestabilidad varfa. En las
Figs. 4e y f, mostramos en abcisas la posicidén de la inicia-
cién de la fisura adimensionalizada (en el apoyo oy tiene
un valor O y en el centro de vano ag es igual a 1) y en or-
denadas la carga para la que comienza este fenémeno de
inestabilidad en forma adimensionalizada. Los resultados
se han obtenido para diferentes valores del exponente y,
que define la forma de la parte parabdlica de la fisura. En
todos los casos se observa como existe una zona de mini-
mo aproximadamente entre ¢ igual a 0,4 — 0,7. Este re-
sultado indica que la fisuras generadas en esta zona son
las que tienen una mayor probabilidad de desarrollar un
comprotamiento inestable. Las fisuras situadas cercanas
al C. V. necesitarfan una carga muy elevada, producien-
dose antes la plastificacién del armado que la propaga-
cién inestable. En el caso de las fisuras situadas cercanas
al apoyo, en general la curvas V, 4;,, — £ son decrecientes
tras atravesar la fisura el armado, lo que indica un proceso
de fisuracién inestable, no obstante y debido al alto valor
del cortante que es necesario para que se generen estas
fisuras, €l fallo del elemento se producira por la propaga-
cién de las fisuras situadas en el tramo central del semi-
vano. Bste minimo en el valor del cortante dependiendo
de la posicién de la fisura ha sido tambien mostrado por
Niwa [9], el cual realizé un andlisis de la propagacién de
las fisuras mediante un modelo cohesivo, implementado
en un programe de elementos finitos. Por {ltimo sefiala-
mos como al aumentar la esbeltez del elemento, I/A, si
mantenemos constante el exponente y, las cargas para ge-
nerar un proceso inestable disminuyen.

5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Este articulo presenta un modelo basado en conceptos de
mecénica de fractura eldstica lineal para analizar la pro-
pagacion de fisuras en elementos de hormigén armado
sin armadura transversal. Hemos establecido una serie de
hipdtesis para aproximar el valor de los factores de in-
tensidad de tensiones necesarios y de la trayectoria de las
fisuras. El modelo capta un proceso de inestabilidad que
hemos identificado con el denominado fallo por traccién
diagonal. Este fallo que se produce para las fisuras que se
inician en zonas donde existen tensiones normales y cor-
tantes. Analizando el comportamiento de diversas fisuras
dependiendo de la posicién de su iniciacién, hemos esta-
blecido una zona en la que existe una mayor probabilidad
de que aparezca una fisura que tenga un comportamiento
inestable durante su desarrollo. De esta forma podemos
discriminar entre zonas susceptibles a la aparicién de fi-
suras que desarrollen un comportamiento inestable y zo-
nas donde la probabilidad de aparicién de éstas es menor.

Como trabajo futuro establecemos el comparar los resul-
tados generados con el modelo con la experimentacién
realizada. Asimismo se podran establecer nuevas relacio-
nes entre la forma de la fisura, la esbeltez del elemento y
el niimero de fragilidad de Carpinteri. Finalmente diver-
sas mejoras pueden ser introducidas tanto en la cuantifi-
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cacién de los factores de intensidad de tensiones, como
en trayectorias de las fisuras.
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