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Istituzioni di Algebra e Geometria — Algebra, a.a. 2025-2026
Soluzioni foglio 6

Applicando quanto dimostrato nell’esercizio 2 del foglio 2, visto che A & un gruppo abeliano,
segue che lo stesso ¢ vero per AX. Resta da dimostrare che l'operazione di prodotto &
associativa, e che valgono le proprieta distributive. Siano quindi ¢,1),x € AX, e sia z € X;
allora:

p(x)(2) = (@) (Yx(2) = p(2)(P(@)x(x)) = (p(z)P(@))x(2) = (P¢(x)x(z) = p(Px) (@),

cioe il prodotto & associativo. Inoltre:

(¥ +x)(2) = ¢(z) (¥ (2) + x(2)) = (@)Y (x) + @(x)x(x)) = ei(x) + ex(z),

quindi vale la proprieta distributiva a sinistra; in maniera simile si verifica che vale anche
la distributivita a destra.

Se A & commutativo allora, in base alla definizione data per il prodotto, abbiamo

o X — A
z = () (z) = (p(2)) (Y (2)),

vp: X - A
z = (Vo) (@) = (¥(2))(e(2)),

cioe 1) = 1pp come funzioni. Viceversa, supponiamo che AX sia commutativo, e siano
a,b € A. Allora possiamo definire le seguenti funzioni costanti in AX

p: X > A

T — a,

P X = A
T b.

Scelto ¢ € A abbiamo allora

ab = @(c)(c) = (p¥)(c) = (Yp)(c) = P(c)p(c) = ba:

deduciamo che A ¢ commutativo.

Se A € unitario e 14 € la sua unita, si verifica che la funzione costante

e: X = A
T 1y



che associa ad ogni elemento di X 14 ¢ I'unita dell’anello AX. Viceversa, se AX & unitario
e € ¢ la sua unita, significa che per ogni ¢ € AX

(pe)(x) = p(a)e(x) = p(2) = e(z)p(x) = (ep) ().

In particolare, se fissiamo un qualsiasi elemento a € A e applichiamo la proprieta alla
funzione costante ¢ definita nella parte (b), allora

(pe)(x) = ae(z) = a,

per cui necessariamente € € una funzione costante, e la sua immagine e 'unita di A.

2. Abbiamo visto nell’esercizio precedente che la funzione costante € & I'unita di AX. Similmente,
si puo verificare che lo zero di AX ¢ la funzione costante

(a)

w: X— A
z+— 0y4.

L’applicazione ¢ € AX & invertibile se e solo se esiste 1) € AX tale che pi) = € come
applicazioni, cioe se e solo se per ogni z € X si ha

p(e)y(x) = (p¢)(x) = e(z) = 1a.

Questo si puo verificare se e solo se Im(yp) C A*, dove vi ricordo che la notazione A* indica
gli elementi invertibili dell’anello A.

Nel caso in cui o0 X o A si riducono a un solo elemento, non c¢’¢ praticamente niente da
dimostrare. Supponiamo che sia X che A abbiano almeno due elementi distinti: sia g € X
fissato e si consideri

p: X = A
04 se r = x,
T
14 se T # xo.

Per quanto visto sopra ¢ non & invertibile in A¥X: d’altra parte ¢ non & lapplicazione nulla
w. Concludiamo che AX non & un corpo anche se A lo &.

Di nuovo, il caso in cui 0 X o A si riducono a un solo elemento ¢ banale. Supponiamo che
sia X che A abbiano almeno due elementi distinti e siano z9 € X e ¢ € AX definiti come
sopra. Posto

P X - A

{1A se r = xo,
T +—
04 se x # x,
segue che ¥ # w ma
(p) (o) = p(x0)¥(20) = 04 - 14 = 04 = w(zo)

e che
(p¥)(z) = p(z)Y(x) =14 - 04 = 04 = w(z)

per ogni x € X \ {z0}, dunque ¢y = w, cioe AX contiene sempre divisori dello zero.



3.

(a)
(b)

E vero che se ab = b per ogni b € A allora a = 14, infatti basta applicare tale proprieta
all’elemento b = 14, e otteniamo a = alg4 = 14.

Sia a € A invertibile, e siano by e by due inversi moltiplicativi, quindi aby = bja = 14 ¢
aby = boa = 1 4. Allora

bl = bllA = bl(abg) = (bla)bg = 1,4()2 = bg.

L’insieme L consiste in tutte e sole le matrici triangolari inferiori, cioe della forma

a1l 0
a1 a2

per qualche ai1, a1, a2 € R. E facile verificare che L & un sottoanello (unitario) di R2:2,

L’insieme A consiste in tutte e sole le matrici aventi diagonale nulla, cioé della forma

0 a2
a1 0
per qualche a2, a2 € R. E facile verificare che A & sottogruppo additivo di R*2, perd non
¢ chiuso rispetto al prodotto, infatti ad esempio:

(00 =nea

L’insieme B consiste in tutte e sole le matrici strettamente triangolari superiori, cioe della

forma
0 a
0 0

per qualche a € R. Come prima, ¢ facile verificare che B & sottogruppo additivo. Pero
stavolta osserviamo che il prodotto di due elementi di B

6 6) 6 o

¢ la matrice nulla, che appartiene ancora a B. Quindi B & un sottoanello di R%2: ¢ com-
mutativo, ma non unitario.

L’insieme C consiste in tutte e sole le matrici della forma
a 0
00
per qualche a € R. Ancora una volta, si verifica che B & sottogruppo additivo. Osserviamo
che
a 0 b 0 ab 0
<0 0> (0 o)_ <0 0) €C.

Quindi C & un sottoanello di R??: & commutativo ed unitario (ma con unita diversa da
quella di R??).



5. Usiamo il criterio per sottoanelli: siano aj,a2 € Z(A). Allora per ogni b € A:
(a1 — a2)b = a1b+ (—a2)b = a1b + (—azb) = a1b — asb,

b(a1 — CLQ) = ba; + b(—ag) = bay + (—baz) = ba; — basy :

dall’ipotesi aj,ay € Z(A) deduciamo che a1b = ba; e agb = bag, quindi —azb = —bay. Concludi-
amo che (a; — a2)b = b(a1 — ag), cio¢ a1 —az € Z(A).

Inoltre
(a1a2)b = al(agb) = al(bag) = (alb)ag = (bal)ag = b(alag),
quindi anche il prodotto ajas € Z(A). Concludiamo che Z(A) & un sottoanello di A.

Non ¢ difficile verificare che Z(A) ¢ unitario se A lo é.

6. (a) Come prima cosa, osserviamo che I, & un sottoinsieme proprio di AX; presi o, 1) € I, si ha
(o —¥)(x) = o(z) —@(y) = 04 — 04 =04,
quindi ¢ — 1) € I,. Se poi f € AX & una qualsiasi altra applicazione X — A:
(f)(x) = () f(x) = 0af(z) = 04,

(fo)(@) = f(z)e(x) = f(x)0a = 04,
dunque ¢f, fo € I;, e quindi I, € un ideale.

b) Se consideriamo la funzione costante w definita nell’esercizio 2, per ogni 2] S Jx si ha
(gow)(:r) = cp(x)w(:v) = 1A . ()A = ()A 75 1A,

(we)(z) = w(@)p(x) =04-14 =04 # 1a.
Quindi J, non & un ideale.

(c) Consideriamo le funzioni
o X = A

04 se v =1/,
T =

14 se x #x.

X = A

1a se x = 2,
T =

04 sex # .
Chiaramente ¢’ € I.. Inoltre 2’ # 2’ dunque ¢”(2") = 04, cioe ¢” € I». Inoltre

04+14=14 se v =1/,

(QO/ +Q0”)($) _ 90/(1.) + Soll(x) = {1A 104 =14 se # x.

Quindi ¢ coincide con I'unita e € AX.



7.

(a)

Applicando al caso G = X lesercizio 2 del foglio 2, sappiamo che G ¢ un gruppo
abeliano additivo. Osserviamo che End(G) C G¢ & in realta un sottogruppo: infatti, date
¢, € End(G) allora ¢ — 1 ¢ ancora un endomorfismo, quindi la condizione del criterio per
sottogruppi e verificata.

Osserviamo poi che se p,1 € End(G) allora risulta anche ¢ o ¢ € End(G). Infatti la
composizione di due endomorfismi ¢ ancora un endomorfismo:

porb(g +4") = (g +4") = e(W(d) +v(g")) =
= o(1(g") +e@(9") = potb(g) +o(g").

Con questa operazione si verifica che End(G) ¢ un anello. Inoltre applicazione identica id
¢ banalmente un omomorfismo, quindi ¢ in End(G) e si ha ¢ oid = id o ¢ = ¢: deduciamo
che id & I'unita di End(G).

In generale ¢ ben noto che ¢ o # 1 o p. Per esempio se G ¢ il gruppo additivo R? e
consideriamo A, B € R?2, allora le applicazioni

pa: R — R?
X — AX

up: R? —» R?
X — BX

commutano se e solo se AB = BA: ¢ facile trovare esempi di matrici per cui cio non accade.

Si noti che I e I'insieme degli endomorfismi di G contenenti nel loro nucleo il sottogruppo
di torsione T'(G) (i dettagli sul sottogruppo di torsione li trovate nell’esercizio 7 del foglio
3). Se p € I,y € End(G) e g € T(G) ha ordine n € N si ha ¢(g) = 0¢g e

np(g) = ¥(ng) = ¥(0g) = O,
quindi anche 9 (g) € T(G). Quindi per definizione di I
porh(g) =9W(g) =0a,  ¥oplg) =1(e(g)) =¥(0c) = 0c.
Quindi I & un ideale di End(G).
Ricordiamo che la caratteristica di un anello unitario A coincide con 'ordine (additivo)
dell’elemento 14. Da una parte, osserviamo che, poiché ¢ & un omomorfismo per ipotesi:
e(2-14) =p(la+1a) = p(la) + p(1a) =1a+1a=2-14.
D’altra parte, per definizione:
0(2-14)=(2-14)%=4-14 =4-14.

Quindi 4-14 = 2-14, e, usando la legge di cancellazione, questo implica 2-14 = 04, quindi
char(A) = 2. Dati a,b € A, da una parte si ha che



pla+0) = p(a) + p(b) = a® + 17,
dall’altra:
ola+b) = (a+b)?=a®+ ab+ ba + V?,
quindi necessariamente ab + ba = 04, cioe ab = —ba.

Poiché char(A) = 2, 04 = 2 - (ba) = ba + ba, quindi ba = —ba. Ma allora ab = —ba = ba,
I’anello ¢ commutativo.

Sia a € Ker(y). Allora ¢(a) = a? = 04. Calcoliamo
(la+a)(la—a) =15+ 1a(-a)+alg—a® =14 —a® = 14,
quindi 14 —a = (14 +a)~!
Visto che abbiamo dimostrato che se ¢ & omomorfismo allora A ha caratteristica 2, vediamo

se il caso di Zs puo essere un esempio valido. Per mostrare che effettivamente lo e, siano
a,b € Zs, allora:

o@+b) = (@+b)?2=a’+b+2ab=a’+b = ) + o),

p(ab) = p(ab) = ab” = a2b*.

(2a)3 = (a + a)® = 8a® = 8a, dove I'ultima uguaglianza segue dalla relazione a® = a.
Poiché a® = a per ogni a € A, si ha 2a = (2a)? = 8a, dunque 6a = 04 per ogni a € A: in
particolare preso a = 14 risulta 6 - 14 = 04, quindi char(A) (che & ordine additivo di 14)
e un divisore di 6, cioe 2, 3 o 6.

Basta considerare gli anelli Zo, Zs3, Zsg.

Per ognia € I, a = a' € I, quindi I C V/T.

Se a € VI, per definizione esiste n € N tale che a” € I. Poiché I ¢ un ideale, per ogni
m € N, m > n, vale che @™ = ™" - o' & un prodotto di un elemento di A per uno di I,
quindi appartiene a I.

Se a € VI, per definizione esiste n € N tale che a™ € I, e vale che (—a)” = a™ € I, cio®
—a € V1. Sia ora b un altro elemento di v/T: esiste m € N tale che ™ € I. Sia N = n + m;
poiché A & commutativo, vale che

(a+b)N = i <sz> bV

=0

e tutti gli addendi di questa somma appartengono a I. Infatti, se i < n, allora N —i > m,

e quindi
< ) )asz—z _ < Z )asz—z—mbm el

Similmente, se ¢ > n, allora

<i>asz—z — <i>az—nbl\f—zan cl.

In totale quindi (a 4 b)Y € I, e quindi a 4+ b € V1.



11.

(d)

Intanto, 04 € VI, che & quindi diverso dal vuoto. Inoltre, se a,b € VI per quanto dimostrato
nella parte precedente anche a + (—=b) =a—b € V1, che quindi & un sottogruppo additivo.
Infine, siano a € VI e x € A. Sappiamo che esiste n € N tale che " € I, e quindi:
(az)™ = a"z™ € I, cioe ax = xa € I.

Si tratta di una verifica immediata. Sappiamo gia che con l'operazione componente per
componente il prodotto cartesiano di due gruppi abeliani € un gruppo abeliano a sua volta.
Verifichiamo che il prodotto ¢ associativo: dati a1, a9, a3 € A e by, by, b3 € B, abbiamo che

((a1,b1) - (a2, b2)) - (a3, b3) = (a1az, b1b2) - (a3, b3) = ((a1a2)as, (b1b2)b3)
= (a1(azas), b1(b2bs)) = (a1,b1) - ((az,be) - (a3, b3)).

Inoltre:

(a1,b1) - ((a2,b2) + (as,b3)) = (a1,b1) - (ag + a3, by + b3) = (a1(az2 + ag), b1 (b2 + b3))
= (araz + aras, biba + b1b3) = (a1, b1) - (a2, b2) + (a1, b1) - (a3, b3),

e laltra proprieta distributiva e analoga.

Inoltre A x B & unitario, e la sua unita & 'elemento (14, 1p).
Questa & un conto diretto: (a,b) - (a/,b') = (a/,) - (a,b) se e solo se aa’ = a’a e bb = V'b.

Sia le immersioni ¢4 e ¢p che le proiezioni p4 e pp sono omomorfismi di anelli, infatti:
ia(a+d)=(a+d,05)=(a,0p)+ (d,0p) =iala) +ia(d),

ialad') = (ad’,0B) = (a,0B) - (a’,08) =ia(a) -ia(d),

e lo stesso identico ragionamento si applica a ip, pa e pg. La differenza e che i4 e ip
non sono omomorfismi di anelli unitari, visto che i4(14) = (14,0p) # laxp e ip(lp) =
(04,1p) # 1axp, mentre pa(la,1p) =14 e pp(la,1p) = 1p.

Da quanto visto a lezione, sappiamo che Im(ig) C A x B, essendo immagine di un omo-
morfismo di anelli, ¢ un sottoanello. Inoltre, dato un qualsiasi elemento (a,b) € A x B e un
qualsiasi (a’,0p) € Im(ig), abbiamo che (a,b) - (a/,05) = (ad’,b0) = (ad’,05) € Im(ia),
cio¢ I'immagine ¢ un ideale. L’osservazione banale che ogni elemento di Im(i4) si scrive
come (a,0p) = (ala,0p) = (a,0p) - (14,0p) mostra che Im(i4) ¢ generato da (14,0p).

I ragionamento per Im(ip) € identico.

N.B. Ricordate che in generale il metodo per risolvere un esercizio non € unico. Se qualche cosa

non vi e chiara, e/o se pensate di aver trovato un errore di stampa, fatemi sapere!



