Istituzioni di Algebra e Geometria — Algebra, a.a. 2024-2025
Soluzioni foglio 4

1. Le decomposizioni sono:

123 45 6 7 123 45 6 7
a‘<7 5 3 2 4 1 6>_(176)(254)’ *B_<6 75 4 3 2 1>_(1627)(35)
Inoltre calcoliamo: off = (176)(254)(1627)(35) = (1 2 Z ;L g g ;) =(26534).

02(3725)(1346)(23):<; R ;>:(17246)(35).

Gli ordini dei cicli (17246) e (35) sono 5 e 2 rispettivamente, quindi ord(c) = mem(5,2) = 10.
Infine:

sgn(17246) = sgn((16)(15)(12)(16)) = (=1)* =1, sgn(35) = -1, sgn(o) =1(-1) = —1.

3. (a)
1 2 3 45 6 7
o= <3 e s 4> = (136)(274).

L’ordine di entrambi i cicliy; = (136) e 2 = (274) ¢ 3, quindi anche ord(c) = mem(3,3) =
3. Infine: sgn(y1) = sgn(y2) = 1 e quindi anche sgn(o) = 1.

(b) Osserviamo che 'unico elemento fissato da o & 5. Sia 7 = (hk) € S7 una trasposizione.
Almeno uno tra h e k ¢ diverso da 5, supponiamo (senza perdere in generalita), che sia
h # 5. Sia a € Iy tale che h = o(a) # a.
Ora ci sono due possibilita: o a # k, oppure a = k. Nel primo caso quindi a # h, k e se
applichiamo la composizione o7 a questo elemento a troviamo: (o7)(a) = o(7(a)) = o(a) =
h, mentre se applichiamo 7o troviamo: (70)(a) = 7(c(a)) = 7(h) = k # h.
Nel caso in cui invece valga a = k, e quindi la trasposizione 7 sia della forma (ha) con
o(a) = h, sia b = o(h) # h. Osserviamo che allora per come ¢ definita ¢ necessariamente
anche b # a, e quindi se applichiamo la composizione o7 all’elemento h troviamo: (o7)(h) =
o(7(h)) = o(a) = h, mentre se applichiamo 7o troviamo: (70)(h) = 7(c(h)) = 7(b) # h.
In totale quindi o7 # T0.

4. Indichiamo con 1 la permutazione identita.

I1 gruppo simmetrico Sy ¢ formato solo dall’identita e dalla trasposizione (12):

So = {17 (1 2)}7



e si ha che sgn(1) =1, sgn(12) = —1, ord(1) =1, ord(12) = 2.

Lo studio di S3 lo abbiamo gia visto a lezione (il 22 ottobre): S3 ha 6 elementi, che sono, oltre
all’identita 1 (di ordine e segno 1), le 3 trasposizioni

(2 =02 (32%-an (1 23)-e

che hanno tutte ordine 2 e segno —1. Infine ci sono i 2 cicli

(2 9)-0o (7=

che hanno ordine 3 e segno 1: sgn(123) =sgn((13)(12)) =1 esgn(132) =sgn((12)(13)) = 1.

Concludiamo ’esercizio con lo studio di S;. Per elencare i suoi 4! = 24 elementi possiamo
procedere elencando prima tutte le permutazioni o per le quali o(1) = 1, poi quelle per cui
o(1) =2, poi quelle per cui o(1) = 3, e infine quelle per cui o(1) = 4. In ciascuno di questi casi
si puo pensare a o come a una permutazione su 3 elementi.

e Se o(1) =1 abbiamo identita 1 e

G - §)=<34>’ G . f;>=<23>,

G g i 3):(24)(23), G 421

e Se o(1) = 2 abbiamo

g) _ (23)(24).
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(; . 1‘):(14)(13)(12), @ 2 §>:(13)(14)(12).

e Se 0(1) = 3 abbiamo
1 2 3 4
(3 2 1 4>_(13)’

(:13 ? 3 1)2(12)(13)7 (; ; i 11)2(14)(13)7 <:1)) i i’ ;1):(13)(24),
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o 2>:(12)(14)(13), @ . %):(14)(12)(13).
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e Infine, se o(1) = 4 abbiamo
1203 4\ _ .,
(4 2 3 1)"( ),
(i?ggsz“ (1;?®=MW% <i§§®:mma
(375 5)-uausaa. (551 5)-asa2as,

Per ogni permutazione e indicata una possibile scomposizione in trasposizioni: potete verificarne
I'uguaglianza e calcolare poi il segno per ogni permutazione, ricordando che se o si decompone
in un prodotto di k& permutazioni, sgn(o) = (—1)*.

Per quanto riguarda ’'ordine, I'identita ha ordine 1. Ci sono 9 permutazioni di ordine 2:
(12, (13, (14), (23, (24),  (34),
(12)(34), (13)(24), (14)(23).

Ci sono 8 permutazioni di ordine 3 che sono tutte 3—cicli:

12)(13),  (12)(14), (13)12).,  (13)(14),

(14)(12), (14)(13), (23)(24), (24)(23).
Infine ci sono 6 permutazioni di ordine 4 che sono tutte 4—cicli:

(14)(13)(12),  (13)(14)(12),  (12)(14)(13),

(14)(12)(13),  (12)(13)(14),  (13)(12)(14).

(a) Calcoliamo

amar (320D (12 1 ) - ame.

quindi (1234)? non & un ciclo.
(b) Dopo quanto visto nella parte (a), la risposta ¢ ovviamente “falso”.

. Sia 0 = (ajagas ... ag_1ax) un ciclo di ordine k. Ricordiamo che of = 0%l = 1, e quindi

linverso o~ = ¢F~1. Inoltre, se 1 < h < k, allora

h . h
o"(a;) = ajgp, i=1,...,k—1, o"(ar) = ap.
In particolare
-1 -1 .
o (a1) = ag, o (a;) =aj—1, i =2,...,k,
che significa proprio che o=! ¢ il ciclo (a1 agag_1 ... agaz). Chiaramente



7.

(a)

L’affermazione ¢ banalmente vera se k = 1. Sia k > 2, siano ay,...,ax € {1,...,n} tutti e
soli gli elementi (a due a due distinti) non fissati da o, e supponiamo che

a(ai) = Qj+1, a(ak) = ai.
Chiaramente se 1 < h <k
Uh(ai):ai+h, 1=1,...,k—1, Uh(ak):ah.

Concludiamo che 0% = 1 ma o" # 1 se h < k.

Tenendo conto di quanto visto sopra (e anche di quanto visto nell’esercizio 6, che avrei

dovuto probabilmente mettere dopo di questo e non prima...), & chiaro che & vero, o~ ! =

k-1,
Se 0 = (ajazas ... ag_1 ai), allora abbiamo visto a lezione che possiamo decomporre

k—1

o =[] (a1 ar-ns1),

i=1
quindi sgn(o) = (—1)*1.

Siano a = (1a), 8= (1b) e 0 = (1a)(1b)(1a) = aBa = afa~!. Chiaramente o lascia fissi
tutti gli elementi in

{1,2,...,a—1,@,a+1,....,b—1,0,b+1,...,n}

(dove quando scrivo i intendo che ho tolto quell’indice).

Invece sugli elementi 1, a, e b ¢ agisce nel modo seguente:

Deduciamo che o coincide con la trasposizione (ab). Vale la pena di osservare che la
trasposizione (ab) = (1a)(1b)(1a) si puo scrivere anche come (ab) = (1b)(1a)(1b).

Questa ¢ una conseguenza diretta della parte (a) dell’esercizio insieme al fatto che ogni
permutazione si puo scrivere come prodotto di trasposizioni: se o € S, allora esistono
ai,b; € {1,...,n} con a; < b; tali che

Se a; = 1 allora (a; b;) = (1b;). Se a; # 1, per quanto visto sopra,
(aibi) = (La;)(1b;)(1a;),

come volevamo dimostrare.



(¢) Chiamiamo v = (3725)(1346)(23) € S7 e cominciamo a scomporre + in trasposizioni:
~ = (3725)(1346)(23) = (35)(32)(37)(16)(14)(13)(23).
Ora sostituiamo ad ogni (ab) con a # 1 la permutazione (1b)(1a)(1b), e otteniamo:

v =(15)(13)(15)(12)(13)(12)(17)(13)(17)(16)(14)(13)(13)(12)(13)
=(15)(13)(15)(12)(13)(12)(17)(13)(17)(16)(14)(12)(13)

9. (a) Se ™= (bc), risulta

dunque o1 # 70.

(b) Se per assurdo Z(S,) # {1}, allora esisterebbe 0 € Z(S,) \ {1}. Poiché o # 1 esiste
a € {1,...,n} tale che o(a) = b # a. Se n > 3 esiste ¢ &€ {a,b}. Per quanto visto sopra
esiste 7 € S, tale che o7 # 70, in contraddizione con ipotesi o € Z(S,,).

(c¢) Come visto anche nell’esercizio 2, il gruppo simmetrico Se = {1,(12)} & un gruppo formato
da 2 elementi, e quindi ¢ abeliano: l’identita commuta sempre con tutto, e 'unico altro
elemento, la trasposizione (12), commuta con se stesso e con 'identita quindi Z(S3) = Ss.

Osserviamo che questo ragionamento si applica a qualsiasi gruppo formato da 2 elementi
G = {l¢g,¢}: un tale gruppo é sicuramente abeliano.

10. Questo esercizio € molto simile al precedente.

(a) Se T = (bed), a a,b,c,d sono tutti elementi distinti, abbiamo che
o7(a) =0(a) =b+# c=71(b) = 710(a),

dunque o7 # T0.

(b) Se per assurdo Z(A,) # {1}, allora esisterebbe o € Z(A,) \ {1}. Poiché o # 1 esiste
a €{l1,...,n} tale che o(a) = b # a. Se n > 4, esistono anche altri due elementi ¢, d ¢ {a, b}
con ¢ # d. Per quanto visto sopra esiste 7 € A, tale che o7 # 70, in contraddizione con
'ipotesi o € Z(A,,).

(c) Le permutazioni pari di S3 sono l'identita e i 2 cicli di ordine 3 (di nuovo, si veda ’esercizio
2 per i dettagli): A3 = {1,(123),(132)}. L’identita 1 commuta con tutti gli altri elementi;
inoltre

(123)(132) =1=(133)(123),

cioe anche i 2 cicli di ordine 3 commutano tra loro. Concludiamo che A3 ¢ abeliano, e quindi
Z(A3) = As.



11. Ricordiamo che, data una permutazione « € S,, con decomposizione in prodotto di trasposizioni
o = TiTy - Tk, si definisce il segno di o come sgn(a) = (—1)’“. Quindi abbiamo un’applicazione
tra gruppi moltiplicativi

sgn : Sy, — {+1,—-1}
a +— sgn(a)

Cominciamo a verificare che ’applicazione segno ¢ un omomorfismo. Sia 8 € S,, un’altra permu-
tazione, e supponiamo che una sua decomposizione in trasposizioni sia 8 = o109 ---0y. Allora
una decomposizione in trasposizioni della composizione af € aff = 1170 - - - TRO109 - - - Op, € quindi

sgn(af) = (1) = (=1)*(=1)" = sgn(a) sgn(8).

La suriettivita di questo omomorfismo & ovvia, basta osservare che I'identita ha segno +1 e una
qualsiasi trasposizione ha segno —1; quindi sgn & un epimorfismo.

Per costruire un omomorfismo iniettivo ¢ : {+1, —1} < S,, possiamo procedere cosi: necessari-
amente deve valere ¢(+1) = id, e per l'iniettivita p(—1) # id. Sia 7 € S, una trasposizione
fissata. Verifichiamo che ponendo ¢(—1) = 7 otteniamo un omomorfismo: infatti ¢((—1)-1) =
p(—1)=7=7o0id = p(—1) o p(1) e viceversa p(1-(—1)) = p(—1) =7 =idoT = ¢(1) 0 p(—1),
e inoltre p((—1) - (=1)) = (1) =id =707 = p(—1) o p(—1) (dove sono stata piu precisa del
solito, usando una notazione che 1 & I’elemento neutro di {+1, —1} e id I’elemento neutro di Sy,
- Poperazione di prodotto di {+1,—1} e o l'operazione di prodotto di S,). In conclusione, per
ogni trasposizione 7 € S, esiste un monomorfismo del tipo richiesto.

N.B. Ricordate che in generale il metodo per risolvere un esercizio non e unico. Se qualche cosa
non vi ¢ chiara, e/o se pensate di aver trovato un errore di stampa, fatemi sapere!



